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  ماتريس ها: فصل اول     
هر عدد حقيقي واقع در آن ماتريس . هر آرايش مستطيلي از اعداد حقيقي، شامل تعدادي سطر و ستون يك ماتريس ناميده مي شود: ماتريس

A ،nmون داشته باشد، مرتبه ماتريس ستn سطر و A ،mاگر ماتريس.  درايه ناميده مي شود nmA است و آن را به صورت×  و ×
]يا ] nmijaA

×
  .Aام ماتريسjام و ستونi يعني درايه واقع در سطرija. دهيم نمايش مي=

] ماتريس: مثال ] 43×= ijaA با شرايط 
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 . را مشخص كنيد7

 
 
  

 
 

   ماتريس هاي خاص

    . نمايش مي دهيمOهاي آن صفر است و آن را باماتريسي كه تمام درايه  :ماتريس صفر. 1
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]      . استn×1مرتبه اين ماتريس،. ماتريسي كه فقط يك سطر دارد: ماتريس سطري. 2 ] 51748321 ×−  
  

    . استn×1مرتبه اين ماتريس،. ماتريسي كه فقط يك ستون داشته باشد: ماتريس ستوني. 3
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nnمرتبه اين ماتريس. هاي آن با هم برابرندماتريسي كه تعداد سطرها و ستون: ماتريس مربعي. 4 اين ماتريس داراي قطر اصلي و .  است×
jiهاي بالاي قطر اصلي ماتريس مربعيدر درايه. فرعي است ji، روي قطر اصلي> ji و پايين قطر اصلي=  j شماره سطر وi. (  است<

    ) استijaشماره ستون درايه
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  .الاي قطر اصلي آن صفرند ماتريس مربعي است كه همه درايه هاي بماتريس پايين مثلثي. 4'
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        .ماتريس مربعي كه همه درايه هاي پايين قطر اصلي آن صفرند: ماتريس بالا مثلثي. 4"
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←قطر فرعي قطر اصلي→  
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  .دهاي بالا و پايين قطر اصلي آن صفرنماتريسي است مربعي كه تمام درايه:  ماتريس قطري. 5
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  .عناصر روي قطر اصلي نيز مي توانند صفر باشند

      .ماتريس قطري كه تمام درايه هاي روي قطر اصلي آن با هم برابر باشند: ماتريس اسكالر. 6
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⎥  .باشدماتريس اسكالري كه درايه هاي روي قطر اصلي آن يك )  يكه- واحد(ماتريس هماني . 7
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]ماتريس هماني را مي توان به صورت ] nnijn aI
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  . نيز نمايش داد1

  
  . برابر باشندB وAهاي نظير به نظير دردرايه. 2  س هم مرتبه باشنددو ماتري. 1: اند هرگاه مساويB وA دو ماتريس:تساوي دو ماتريس

] عبارت ديگرهب ] [ ]ijijijij babaji =⇔=∀ ,   

⎥ اگر:مثال
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23 yx
Bو BA ) در اين صورت حاصل= )zyx   . را بيابيد++

  
  
  

  هاچند عمل روي ماتريس
هاي نظير دو ماتريس، جمع يا تفريق دو ماتريس  باشند، با جمع و تفريق كردن درايههم مرتبهاگر دو ماتريس : جمع و تفريق ماتريس ها. 1

  .آيدبدست مي

]اگر: مثال ] 33×= ijaAو 
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AI، در ماتريس   ؟ندارد كدام درايه وجود −

   7مضرب . 4    5مضرب . 3    4مضرب . 2    3مضرب . 1  
  
  
  

      
  .هاي آن ضرب مي شوداگر عددي در ماتريس ضرب شود، در تمام درايه: ضرب عدد در ماتريس. 2
  

  . را در نظر بگيريدC و A،Bماتريسهاي هم مرتبه:  چند ويژگي جمع وتفريق
ABBAخاصيت جابجايي. 1   +=+    2 .kباشد مي عدد حقيقي ( ) kBkABAk +=+    
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AOAخاصيت عضو خنثي در جمع. 3   )خاصيت شركتپذيري. 4    += ) ( )CBACBA ++=++   
  

⎥ اگر:مثال
⎦
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113
Bو ماتريس Cچنان باشد كه OCAB =+−  آن گاه درايه سطر دوم و ستون سوم ،32

   كدام است؟Cماتريس
  1 .4      2 .3      3 .2      4 .1     2  

  
  
  
  
  
  

  :هاضرب ماتريس
nmAاگر ×،pkB kn زماني وجود دارد كه ×BA باشد، × هاي باشد، يعني ضرب دو ماتريس زماني قابل تعريف است كه تعداد ستون=

pm، ماتريسي است از مرتبه×BA. ماتريس اول با تعداد سطرهاي ماتريس دوم برابر باشند 434223مثلاً . × ××× =× CBA     
  

سطر و از ماتريس دوم،  ستون برمي داريم و درايه هاي هر سطر در ستون، نظير به نظير ضرب و از ماتريس اول براي ضرب دو ماتريس، 
  :پس. شود ميضرب جايگزينحاصل با هم جمع مي شود و در ماتريس حاصل

  .از ضرب يك سطر در يك ستون يك درايه ايجاد مي شود. الف  
CBAماتريس) مثلاً سطر سوم(ام iسطر . ب     ايجاد Bهاي ماتريس  در همه ستونAماتريس) سطر سوم(ام iاز ضرب سطر×=
  .شودمي  
   ×BAامjستون=)Aماتريس (×)Bامjستون. (ج  

  
AB و×BAبراي هر حالت: مثال   . را در صورت امكان محاسبه كنيد×
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53 ماتريسيAاگر: مثال AB و×BAهاي زير مشخص كنيد كهدر هريك از حالت باشد در اين صورت ×  قابل تعريف است يا خير و در ×
  .صورت تعريف، مرتبه آن را بيابيد

].الف   ] 23×= ijbB    ب .[ ] 53×= ijbB    ج.[ ] 35×= ijbB       
  
  

اگر: مثال
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Bو ⎥
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⎢
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32

Cهاي زير را بررسي كنيد در اين صورت  درستي تساوي.  

).الف   ) ( ) ( )CABACBA ).ب     ×+=×+× ) ( ) CBACBA ××=××   
  
  
  
  
  
  

]اگر: مثال ] 332 ×−= jiAو [ ] 33
22

×+= jiBون سومگاه درايه سطر دوم و ست، آنABBA    كدام است؟×−×
  1 .33      2 .30      3 .32      4 .28  

  
  
  
  
  

AAAAAAAAAAAAAAA:  ماتريس مربعي باشد داريمAاگر: هاتوان ماتريس nnn ......,..,., 1122321 −− ======   
  گاه  عدد حقيقي باشد آنk عدد طبيعي و n وm ماتريس مربعي وAاگر : توجه

1 .II n =    2 .( ) nnn AKkA =    3 .nmnm AAA +=×    4 .( ) mnnm AA =   
اي رابطه...  و A ،2A،3Aراه كلي اين است كه بين) هاي بزرگ در مورد توانبه طور خاص ( Aهاي ماتريس مربعيبراي محاسبه توان: نكته

  . پيدا كنيم

⎥اگر: مثال
⎦

⎤
⎢
⎣
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−

= 10
01

A2 حاصلA3 وAراي محاسبه را بيابيد و سپس قانوني بnA ) nبيان كنيد)  عدد طبيعي .  
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اگر: مثال
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A139532هاي ماتريسگاه مجموع درايه، آن AAAA    كدام است؟+++...

  1 .12      2 .1394    3 .13    4 .1395   
  
  
  

ها  است يعني توان سوم آن3وچ توان از مرتبه پكه ) ماتريس مثلثي كه قطر اصلي نيز صفر است( اكيد نام دارد مثلثيA×33  بالاماتريس: نكته
  .صفر است

  

⎥ باشد يعني×22 ماتريس مربعي از مرتبه Aاگر: نكته
⎦
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⎢
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Aگاه رابطه  آن( ) ( ) 02 =−++− IbcadAdaAبرقرار است .  

⎥با فرض: مثال
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
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34
A داريم AIA βα βα، حاصل2=+    كدام است؟2−

  1 .4 -      2 .4      3 .6      4 .6 -   
  
  
  
  
  

  هاهاي ضرب ماتريسويژگي
  .ها در حالت كلي خاصيت جابجايي نداردضرب ماتريس. 1
ACABاگر. 2 CBتوان نتيجه گرفت  باشد، نمي=   )قانون حذف  هميشه برقرار نيست ( =

  )شودوارون پذيري در قسمت بعدي خوانده مي. ( پذير باشدتوجه داريم كه  قانون حذف زماني برقرار است كه ماتريس حذف شونده وارون
) .ها خاصيت شركتپذيري داردضرب ماتريس. 3 ) ( )CBACBA ××=××   

]جواب معادله: مثال  ] 0132
011 =⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡− x
x اند؟كدام  

   1 و 3. 4    - 1 و 3. 3    1 و - 3. 2    -1 و - 3. 1  
  
  
  
  
  .برقرار است) و فاكتورگيري( پذيري ها خاصيت توزيعدر ضرب ماتريس. 4
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( )
( )⎩
⎨
⎧

×±×=×±
×±×=±×
ACABACB
CABACBA  

   مثلاً.وان نتيجه گرفت يكي از دو ماتريس صفر بوده استتاگر حاصل ضرب دو ماتريس صفر شود، نمي. 5
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Bگاه آن⎥

⎦
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⎣

⎡
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00
AB   

  . البته براي مثال بهتر است ماتريسي مثال بزنيم كه بيشترين صفر ممكن را داشته باشد
هاي روي قطر اصلي دو ماتريس را نظير به نظير ست و براي محاسبه آن بايد درايهحاصل ضرب دو ماتريس قطري، يك ماتريس قطري ا. 6

  .ضرب كرد
BAABيعني. پذير باشند تعويضB و Aاگر دو ماتريس. 7   .ها برقرارند باشد، اتحادها در مورد آن=

)    بطور مثال ) ( ) ( ) 222 2 BABABBABBAAABABABA ++=×+×+×+×=+×+=+  
 مي باشد پس اتحادها در مورد اين دو Iباشد ماتريس همانيپذير مي تعويضAهايي كه با ماتريس مربعي توجه داريم كه از جمله ماتريس

)    ماتريس نيز برقرار است بطور مثال  ) IAAAIIAIAAIA −+−=−×+×−=− 3333 2332233  
  

اگر: نكته مثال
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⎥
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Cگاه درايه واقع در سطر سوم و ستون اول از ، آن

   كدام است؟ABCماتريس
  1 .53      2 .52      3 .51      4 .50   

  
  
  
  
  

⎥اگر: مثال
⎦
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⎢
⎣

⎡ −−
= 1315

522Aو ⎥
⎦
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= 712

472Bو ⎥
⎦
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⎢
⎣

⎡
=− 66

03
BA ،باشند BAAB    كدام است؟+

  1 .⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

−
1627
14  2.⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

−
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16  3.⎥
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⎢
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1627
14  4 .⎥
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⎣

⎡
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  : 20چند تمرين كتاب صفحه 
  
  

=  
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33دو ماتريس. 1    AB=0 وليB≠0 وA≠0 مثال بزنيد كهB وA مانند×
  
  
  
  .باشدهابرقرار نميبا يك مثال نقض نشان دهيد كه قانون حذف در ضرب ماتريس. 2
  
  

⎥اگر. 3
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

= 1
4
b

a
Aو ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
= 23

21
B مقاديرaو bضرب  را طوري به دست آوريد كه حاصلBA×ماتريس قطري باشد .  

  
  
  

]اگر. 4 ]ijaA ] و= ]ijbB  به صورت=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<+−
>+
=+

=
jiji
jiji
jii

aij
2

12

 و
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<−
>−
=−

=
jiij
jiji
jii

bij

12

 B وAابتدا. شند معرفي شده با

AB و×BAرا مشخص كرده وسپس    . را به دست آوريد×
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

اگر. 5
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

3
2

1

00
00
00

r
r

r
Aماتريس قطري باشد و B33 ماتريسي اي چه نتيجه.  را تشكيل دهيد×BAو دلخواه باشد، دراين صورت ×

  بگيريد؟
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33 ماتريسيAاگر. 6   ، در اين  صورت Aي ماتريسي هم مرتبهB واسكالر باشد و×
AB و×BA  براي.الف   . قوانيني تعريف كنيد×

  
  
  

ABBAآيا تساوي. ب    برقرار است؟×=×
  
  
  
  
33هاي ماتريسB وAاگر. 7   :پذير باشند، ثابت كنيد و تعويض×

). الف   ) 222 2 BABABA ). ب    −=−+ )( ) 22 BABABA −=+−   
  
  
  
  

اگر. 8
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡−
=

400
030
002

A3حاصل.  مفروض باشدAگيريد؟اي ميچه نتيجه.  را به دست آوريد  

  
  
  

  چند تست

⎥اگر. 1
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

= 1
4
b

a
A ،⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
= 23

21
Bو BA×هاي غير واقع بر قطر اصلييس قطري باشد، مجموع درايه يك ماترAB    كدام است؟×

  4     24. 4      14. 3      8. 2      صفر. 1  
  

اگر. 2
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

148
027
003

aA،
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

c

b
B

465
045
002

7234 و =−+ cbaباشد، مجموع عناصر روي قطر اصليBAدر است؟ق چه  

  1 .14      2 .16      3 .16      4 .21    1   
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اگر. 3
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
=

17
25
13

A،⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
= 125

421
Bو BAC    كدام است؟23cگاه حاصل، آن=×

  3    24. 4      22. 3      16. 2      صفر. 1  

]هاي معادلهحاصل جمع ريشه. 4 ] 0
1

2

10
221
11

211 =
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−
− x

x

x
  دام است؟ ك

  1 .2
3      2 .1      3 .1 -      4 .2

3
−     1  

⎥ باشند و ×22 هر دوA وBاگر. 5
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
= 32

10
BAهاي ماتريس باشد، مجموع درايهABAB ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−
−−

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
33
11

03
   كدام است؟12

  4      -12. 4      - 6. 3      - 2. 2      صفر. 1  
kIBAاگر. 6 kBABA باشد، حاصل−=−    كدام است؟2−+

  1 .2k      2.Ik2      3.2k−      4 .Ik2−     2  
BBاگر. 7 IBA و2=−    كدام است؟BA2 باشد، +=

  1 .B4−    2 .B2−    3 .B2      4.B4       4  

⎥اگر. 8
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
= 45

12
Aو IAA βα )، دو تايي2=+ )βα    كدام است؟,

  1 .( )112,    2.( )132,    3 .( )114 ,    4.( )34 ,     2  

اگر. 9
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

100
10

1
x
yx

A3، درايه سطر دوم و ستون سوم ماتريسAام است؟ كد  

  1 .x3      2 .y3      3 .( )222 yx +    4.( )223 yx +     1  

اگر. 10
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

=
110
432
433

A4، ماتريسAباشد؟ كدام مي  

  4     انيهم. 4  قطري غير هماني. 3    پايين مثلثي. 2     بالا مثلثي.1  

اگر. 11
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−
−−−
−−−

=
111
111
111

A5هاي، مجموع درايهAكدام است؟   

  1 .73−    2 .73      3 .63−    4 .63       3  
CBAسه ماتريس داراي رابطه. 12 BAABBAمي باشند، حاصل =+ −−+    كدام است؟22

  1 .2C−    2.0      3.C      4 .2C       4  
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⎥هايماتريس. 13
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

= 12
yx

Aو ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−
−−

= 43
34

Bدر رابطه ( )( ) 22 BABABA ] حاصلكنند،  صدق مي−+=− ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

x
yx 2

1
2 

  كدام است؟
  1 .3 -      2 .1      3 .3      4 .5      2  

AIA يك ماتريس مربعي وAاگر. 14 22 45 باشد، −= AA    كدام است؟−
  1 .IA 1229 +    2.IA 717 +    3.IA 512 +    4.A       2  

02اگر. 15 =− BAAB 33 و kABAB    كدام است؟k باشند، =

  1 .8      2 .8
1      3.8

1
−      4 .8 -      2  

⎥اگر. 16
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= 10

11
A،⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= 23

14
Bو ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= 323

414nBAگاه، آن:  

  1 .11=n    2.10=n    3 .9=n    4 .8=n     2  

02 يك ماتريس مربعي باشد به طوري كهAاگر. 17 =− AAگاه، آن( )13992 IA−كدام است؟   
  1 .0      2.I      3.A      4.IA −2     4  

⎥اگر. 18
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

= 12
11

Aو ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

= 157
135

Bباشند، حاصل ( )141ABB−كدام است؟   

  1 .A−      2.A      3.I      4 .I−       4  

⎥در ماتريس. 19
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= 10

02
A1 حاصل−− nn AAكدام است؟   

  1.⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
00
02    2.

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ −

00
02 1n

    3.
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ −

10
02 1n

    4.⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
10
02     2  
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  :وارون ماتريس و دترمينان
باشد به طوري  ميBماتريسي چون) در صورت وجود ( Aس، وارون ماتريAبراي هر ماتريس مربعي مانند: ماتريس) معكوس ( وارون

IBAABكه   .دهيم نشان ميA−1ناميم و با ميA را وارونB در اين صورت==

⎥اتريسنشان دهيد دو م: مثال
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
= 72

41
B و ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= 12

47
Aوارون يكديگرند  .  

  
  

⎥وارون ماتريس مربعي.  را محاسبه مي كنيم×22در اين كتاب فقط معكوس ماتريس مربعي 
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

dc
ba

A در صورت وجود به 

⎥صورت
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
−

=−
ac
bd

bcad
A   . آيد بدست مي11

bcadدد حقيقيبه ع bcad:دهند؛ يعني نشان ميAگويند و با نماد ميA دترمينان−
dc
ba

A −==  

 دترمينان را درآن سقطر فرعي را قرينه كرده و عكهاي هاي روي قطر اصلي را جابجا و درايه،  درايهA×22ماتريس) وارون(  محاسبه معكوس پس براي 
  .كنيمضرب مي

 A−1 به عبارتي شرط لازم و كافي براي اين كه). پذير نيستوارون(  صفر باشد، ماتريس وارون ندارد A واضح است اگرA−1با توجه به فرمول: توجه
   . A≠0آن است كه) پذير باشد وارونA( داشته باشد وجود

⎟⎟وارون ماتريس: مثال
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= 14

210
Aرا در صورت وجود بدست آوريد  .  

  
  
  

⎥اگر: مثال
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= 52

2 m
Aو 

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

−

−=−

11
22

5
1Aگاه  آنmم است؟ كدا  

  1 .1    2 .2      3 .3      4 .4   
  
  
  

ABBAپذير باشد به طوري كه  مربع هم مرتبه و وارونB وAاگر: مثال 11گاه آن+=2 −− + BAكدام است؟   
  1 .I    2 .I2      3 .I3       4 .كدام هيچ  
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  : به كمك ماتريس وارون×22حل دستگاه

در دستگاه
⎩
⎨
⎧

=+

=+

2
1
edycx
ebyax ، ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

dc
ba

Aماتريس ضرايب و ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

2
1
e
e

B و ) ماتريس سمت راست(  ماتريس مقادير معلوم⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=
y
x

X ماتريس 

BAXدر اين صورت دستگاه به شكل معادله ماتريسي. مجهولات دستگاه مي باشد پذير باشد  وارونAشود و در صورتي كه ماتريس نوشته مي=
  .وق مي توان مجهولات را به صورت زير بدست آورد از چپ در معادله فA−1با ضرب) A≠0يا(

( ) ( ) BAXBAIXBAXAABAAXABAX 111111 −−−−−− =⇒=⇒=⇒=⇒=  
  .يعني براي حل دستگاه بايد معكوس ماتريس ضرايب را از سمت چپ در ماتريس مقادير معلوم ضرب كرد

دستگاه : مثال
⎩
⎨
⎧

=+−
=−

12
143

yx
yxرا با استفاده از ماتريس وارون حل كنيد .  

  
  
  

مي دانيم در دستگاه : هاي دستگاهر تعداد جوابتعبير هندسي و بحث د
⎩
⎨
⎧

=+
=+

''' cybxa
cybxaدو . باشد هر معادله دستگاه، معرف يك خط  در صفحه مي

  خط در صفحه سه وضعيت دارند؛
ط متقاطع باشند بايد  دو خبراي اينكه. كند پس جواب دستگاه مي باشددر اين صورت نقطه برخورد در هر دو معادله صدق مي. در يك نقطه متقاطعند .1

ها نابرابر باشد يعني دستگاه جواب منحصر بفرد دارد هرگاهشيب آن
'' b
b

a
a
در اين حالت دترمينان ماتريس ضرايب مخالف صفر  ( ≠

  )A≠0است

يعني دستگاه جواب ندارد پس . هستند) موازي(  با هم نقطه مشترك ندارند  .2
''' c
c

b
b

a
a

≠= 

باشد پس نقطه از خط جواب دستگاه مي هرشمار جواب دارد وبر هم منطبق هستند يعني دستگاه بي .3
''' c
c

b
b

a
a

==  

   
گاه دستگاه جواب منحصربفرد دارد  ولي اگر دترمينان ضرايب صفر باشد دستگاه دقت داريم كه اگر دترمينان ضرايب دستگاه مخالف صفر باشد آن: نكته

  )كسرهاي ذكر شده. ( لذا براي بحث بهتر است از سه حالت ذكر شده استفاده كنيم. ممكن است بي شمار جواب يا اصلاً جواب نداشته باشد
  

  . بيابيدA−1هاي زير بحث كنيد و در صورت وجود، جواب را با استفاده ازهاي هر يك از دستگاهروي وجود و عدم وجود و تعداد جواب: مثال

.   الف  
⎩
⎨
⎧

=+
−=−

82
153

yx
yx    ب.

⎩
⎨
⎧

=−−
=+

162
53
yx

yx    ج.
⎩
⎨
⎧

−=−
=+−

464
232

yx
yx   

  
  
  
  
  
  
  

���������	
��
�	�
��	��

www.riazisara.ir
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  اربرددترمينان و ك
31( باشدn ماتريسي مربعي از مرتبهAاگر ≤≤ n (در اين صورت دترمينان ماتريسAرا با نماد ( ) AA =detدهيم  و داريم نمايش مي:  

].الف   ] kAkA =⇒= bcadA. ب    11×
dc
ba

A −=⇒⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=  

اگر . ج
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

333231
232221
131211

aaa
aaa
aaa

Aشودگاه دترمينان اين ماتريس به صورت زير محاسبه مي آن:  

( ) ( ) ( )
3231
22213113

3331
23212112

3332
23221111 111

aa
aa

a
aa
aa

a
aa
aa

aA ×−×+×−×+×−×= +++  

پس دترمينان بر حسب سطر اول به صورت 
3231
2221

13
3331
2321

22
3332
2322

11 aa
aa

a
aa
aa

a
aa
aa

aA ×+×−×=   

33هر ماتريس: توجه . بفرد است بر حسب هر سطر و ستوني به دست آورد كه حاصل همواره عددي حقيقي و منحصر دلخواه مي توان دترمينان آن را×
  )چرا؟( باشد ولي بهتر است بر اساس سطر يا ستوني بسط دهيم كه بيشترين صفر را دارا مي

دترمينان ماتريس: مثال
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=

042
312
211

A سوم بسط دهيد) سطر( بر حسب سطر اول و ستون.  

  
  
  
  
  

دترمينان ماتريس: لمثا
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−−
=

143
400
212

Bرا محاسبه كنيد .  

  
  
  
  

  :هاي دترمينانويژگي
  .هاي يك سطر يا يك ستون همگي صفر باشند، حاصل دترمينان صفر استاگر درايه. 1
  .يك دترمينان با هم برابر باشند يا مضربي از هم باشند، حاصل دترمينان صفر است) يا دو ستون( اگر دو سطر. 2
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0=
kfkekd
fed
cba

  

  شود و بعكس ضرب ميkگاه دترمينان در ضرب شوند آنkماتريس در عدد ثابت) ستون( اگر همه عناصر يك سطر . 3

lhg
fed
eba

k
lhg
kfkekd
cba
=  

=−2اگر: مثال
"""
'''
cba
cba
cba

گاه مقدار آن
"""
'''
cba
cba
cba

3
3

262

−−
−−

−
   كدام است؟

  1 .12      2 .12-      3 .6      4 .6-  
  
  
  
   

)يك دترمينان را با هم عوض كنيم مقدار دترمينان در) ستون( اگر جاي دو سطر. 4   ) ضرب خواهد شد-1ها، عدد به تعداد جابجايي. ( شود ضرب مي−1(
  .كنداضافه كنيم حاصل دترمينان تغيير نميديگر ) ستون( را به سطر) ستون( اگر مضربي از يك سطر. 5
  هاي روي قطر اصليهاي قطري، بالا مثلثي، پايين مثلثي برابر است با حاصل ضرب درايهدترمينان ماتريس. 6
33 شبه قطري و شبه مثلثيهايدترمينان ماتريس. 7   هاي روي قطر فرعيضرب درايه برابر است با قرينه حاصل×

حاصل: مثال
112
210
100

111
030
002

−+
−

  : برابر است با

  1 .4    2 .4-    3 .10    4 .10-  
  
  
  
  
nn ماتريسAاگر. 8 AkkAگاه باشد آن× n= .  
BAABگاهدو ماتريس مربعي باشند، آن B وAاگر . 9 =.  

BAاگر. 10 BAگاه آن=   . ولي برعكس آن درست نيست=

11 .nn AA ازجمله ( =
A

AA 111 == −− (   

12 .1=I .  

دترمينان به شكل. 13
0

0
0

cb
ca
ba

−−
  . صفر است−
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BABA. دترمينان جمع دو ماتريس قانون ندارد. 14 +≠+   
  

33دستور ساروس براي محاسبه دترمينان ماتريس × .  
هاي واقع بر قطر اصلي و دو قطر موازي آن، منهاي هاي درايهضرب برابر است با مجموع حاصلAنويسيم ودو ستون اول و دوم ماتريس را در كنارش مي

  . و دو قطر موازي با آنAهاي واقع بر قطر فرعيضربمجموع حاصل

( ) ( )bdiafhcegcdhbfgaciA ++−++=          
h
e
b

g
d
a

ihg
fed
cba

        

مثال دترمينان ماتريس
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
=

121
321
432

A از دستور ساروس بدست آوريد را.  

  
  
  
  
  

  30صفحه : چند تمرين كتاب

]اگر. 1 ]321 −=A و 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−
−

=
3
1
2

Bدر اين صورت ABو BA؟شوداي حاصل ميآيا نتيجه. (  را بدست آوريد(  

nmAاگر: نكته mnBو× mmCBA و× nm آنگاه با فرض ×=×    C=0: داريم<
  
  

اگر. 2
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
=

501
030
002

A2 در اين صورتAرا بدست آوريد .  

  
  
  

اگر. 3
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
= 245

5
A

AA
A23 در اين صورت −Aرا بيابيد  .  

  
  
  

���������	
��
�	�
��	��

www.riazisara.ir



  18:  سيد علي شيرغلامي                                                   صفحه: ماتريس و دترمينان                                            تهيه و تنظيم: هندسه دوازدهم                    فصل اول

⎥اگر. 4
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= 52

34
Aو ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−−

= 15
32

Bحاصل عبارت ( )11 32 −− − BAرا بيابيد .  

  
  
  

دترمينان ماتريس. 5
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

fed
cba
cba

Aگيريد؟اي ميچه نتيجه.  را بر حسب سطر سوم بيابيد  

  
  
  

هايماتريس. 6
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

ihg
fed
cba

A و 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

ihg
fed
kckbka

Bرا در نظر بگيريد و Aو B را از دستور ساروس محاسبه كرده  و با هم مقايسه 

  .گيريداي ميچه نتيجه. كنيد
  
  
  
  .گيريداي ميچه نتيجه.  را با هم مقايسه كنيدkA وA دو مقدارA مانند×22 براي ماتريس.7
  
  
  
  
33 ماتريسي Aاگر . 8   . را بيابيدAA در اين صورت حاصل باشد و ×
  
  
  
  

⎥اگر. 9
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= 23

25
A1 انتدا ماتريس−Aرا بدست آورده و A1 را با−Aمقايسه كنيد .  
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  19:  سيد علي شيرغلامي                                                   صفحه: ماتريس و دترمينان                                            تهيه و تنظيم: هندسه دوازدهم                    فصل اول

   دترمينان و وارونچند تست

⎥اگر. 1
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
=




Aو ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=




Bحاصل ،BAAB ++ كدام است؟         

  1 .19-      2 .91      3 .77-      4 .105      1    

⎥اگر. 2
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+
−−

=



A

A
Aباشد ، دترمينان ماتريس Aكدام مي تواند باشد؟   

  1 .      2.−    3 .2 -      4 .4 -      4  

⎥اگر.  3
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

=



Aو ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=




Bحاصل ،  BABA    كدام است؟+

  1 .24-      2 .12-      3 .12      4 .24       3  

⎥اگر. 4
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=




loglog
loglog

A آن گاه ، Aكدام است؟   

  1 . /log    2./log    3.log    4. /log     2  

اگر. 5







−
+=− xA

x
   كدام است؟A مقدار

  1 .3      2 .4      3 .5      4 .6      1  
]اگر در ماتريس اسكالر. 6 ] ×= ijaA ، =a ،باشد Aكدام است؟   

  4       64. 4      16. 3      -16. 2      صفر. 1  

]اگر. 7 ] ×= ijaAو [ ] ×= ijbB با تعاريف 
⎩
⎨
⎧

≥
<

=
ji
ji

aij 
o و 

⎩
⎨
⎧

=+
+=+

=
kji
kji

bij 
o باشند  

)حاصل )  −− −− ABAكدام است؟   
  1      2. 4      1. 3      صفر. 2      - 2. 1  

 معادلهkبه ازاي كدام مقدار. 8





=
+

+
x

x
kx

   ريشه دارد؟ فقط يك

    1       2. 4      1. 3      صفر. 2      - 1. 1  

معادله. 9













=++
−

xx

x

xx

x

xx
    چند ريشه دارد؟

  4      هيچ. 4      1. 3      2. 2    بي شمار. 1  

اگر. 10
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −−
=





Aو 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−−
=





Bباشد، دترمينان ماتريس   ABAABB    كدام است؟−−+
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  20:  سيد علي شيرغلامي                                                   صفحه: ماتريس و دترمينان                                            تهيه و تنظيم: هندسه دوازدهم                    فصل اول

  1 .9      2 .3      3 .3 -      4 .9 -      1  

اگر. 11
A

A



−

−
AAA، حاصل=    كدام است؟+

  1 .6      2 .9      3 .12      4 .18       4  
×A ،اگر. 12 =AA،باشد Aكدام است؟   

  1 .2      2 .4      3 .8      4 .16      4  

 و×Aاگر. 13 −=Aباشد، حاصل 
A
A


كدام است؟   

  1 .

      2 .


−      3.


      4.




−      2  

14 .Aو B هستند و3 ماتريس هاي مربعي از مرتبه 



−=Aو  =Bاگر.  استIkAB −= ،باشد kكدام است؟   
  1 .4 -      2 .2 -      3 .2      4 .4       4  

15 .Aدترمينان .  و درايه هاي پايين قطر اصلي آن صفر است2 و1- و 3ه هاي روي قطر اصلي آن  ماتريس مربعي است كه درايA كدام 
  است؟

  4       36. 4      15. 3      6. 2      صفر . 1  

]اگر. 16 ] ×= ijmMو MM
M
M

 باشد،+=
M
Mكدام است؟   

  1 .2 -      2 .



−      3 .

      4 .2      1  

  دترمينان ماتريس حاصل چند برابر ماتريس . ايم ضرب نموده-2 و سه ستون آن را در عدد3دو سطر يك ماتريس مربعي را در عدد . 17
  اوليه است؟

  1 .72      2 .64      3 .64-      4 .72-      4  

اگر. 18






−=

cba
cba
cba

، حاصل











cba
cba
cba

−
−−

−
    كدام است؟

  1 .12-      2 .6 -      3 .6      4 .12      1  

 از رابطهxمقدار. 19



=

+
−+
−−

x
x

xx
   كدام است؟

  3     1 و 6. 4    1 و - 6. 3    - 1 و 6. 2    -1 و - 6. 1  

⎥اگر .  20
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=




a
Aو 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=




 a
Bو BAC  منفي C، حاصل دترمينان a، آن گاه به ازاي كدام مجموعه مقادير =×

  است؟
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  21:  سيد علي شيرغلامي                                                   صفحه: ماتريس و دترمينان                                            تهيه و تنظيم: هندسه دوازدهم                    فصل اول

  1.φ       2 .{ }<aa :    3.{ }<aa :    4 .R       1  

=اگر. 21
dc
ba آن گاه ، 

dcdc
baba




+−
   كدام است؟−+

  4       86. 4      صفر. 3      -86. 2      43. 1  

⎥اگر. 22
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=



Aو ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=




Bآن گاه حاصل 
ABB

BAA

×+

×+





   كدام است؟

  1 .1      2 .1 -      3 .2      4 .



−       2  

⎥اگر. 23
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −






d
d

cb
baآن گاه مجموع  دترمينان هاي دو ماتريس سمت راست تساوي كدام است؟   

  1 .4      2 .36      3 .20      4 .16       2  
]اگر. 24 ] 

 ×−= jiAآن گاه دترمينان ماتريس  [ ]×Aكدام است؟   
  4      صفر. 4      16. 3      225. 2      15. 1  

⎥اگر. 25
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

dc
ba

A و abc  اعداد طبيعي باشند به طوري كه d و,, =+− AAآن گاه كم ترين مقدار dcba +++ 

  كدام است؟
  1 .5      2 .6      3 .7      4 .8       2  

] شماره هاي سطر و ستون هر درايه باشند، دترمينان ماتريس j و i دو عدد حقيقي و b وaاگر. 26 ] ×+= bjaiAكدام است؟   
). 2      صفر. 1   )baab +    3.ab      4 .ba +     1  

 واحد  به درايه ي واقع در سطر دوم و ستون سوم ماتريس 2، اگر b و aبه ازاي كدام مقادير. 27
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
+

+






cba
cb
cba

  اضافه شود، 

   واحد به دترمينان آن اضافه مي شود؟3آن گاه 

    1 .a،هر چه باشد 



−=b      2 .a،هر چه باشد 



=b      1    

    3.b،هرچه باشد 



−=a      4 .b،هر چه باشد 



−=a  

 سوم دترمينان به هردرايه  سطر. 28




   واحد بيش تر گردد؟8  كدام عدد افزوده شود تا مقدار دترمينان −

  1 .2 -      2 .1 -      3 .1      4 .2      1  
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اگر به تمام درايه هاي واقع در ستون دوم  ماتريس . 29




b
aكدام عدد اضافه   يك واحد افزوده شود به مقدار دترمينان ماتريس اوليه 

  مي شود؟
  1 .3 -      2 .2 -      3 .3      4 .6      1  

اگر به هر درايه واقع در سطر دوم دترمينان. 30




−

a
 كدام a.  واحد اضافه مي شود6 يك واحد افزوده شود، به مقدار دترمينان 

  است؟
  1 .1 -      2 .2      3 .3      4 .4       3  

گر از هر درايه واقع در سطر دوم  دترمينان ا. 31





−
−+
−
aaa ، 2 برابر شماره ستون آن كم شود، به مقدار دترمينان اوليه چقدر 

  افزوده مي شود؟
  1 .132      2 .144      3 .148      4 .156       4  

IAAاگر. 32 −=+باشد، حاصل Aكدام است؟   
  1 .1      2 .2      3 .3      4 .4       1  

⎥اگر. 33
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=




Aدترمينان ماتريس ،( )−Aكدام است؟   

  1 .1      2 .2      3 .3      4 .4      1      

⎥با فرض. 34
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

= 12
14

Aماتريس ،Bاز تساوي IBA −=×كدام است؟   

   1 .⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 
    2.⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−−

    3 .⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−

     4 .⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−− 
     2  

⎥اگر. 35
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=




Aماتريس ،( )IAA     كدام است؟−+

  1 .⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−


    2 .⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−

    3.⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−


    4.⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−

   4  

) چنان باشند كهP و× ،Aاگر ماتريس هاي. 36 ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=××−


 PAP آن گاه دترمينان ماتريس  ،Aكدام است؟   

  1 .6 -      2 .6      3 .3      4. 3 -        2      

⎥اگر. 37
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=

 a

Aو 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
=





aBآن گاه به ازاي كدام مقدار aماتريس BA×وارون پذير است؟   

  a     3هيچ مقدار. a      4هر مقدار. 3      - 6. 2    2. 1  
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AI و Aاگر دو ماتريس. 38    كدام است؟A وارون هم باشند، ماتريس−
  1 .A    2 .A−     3 .I        4 .I−       2  

 باشد به طوري كه × يك ماتريس Aاگر. 39 ≠Aو  =Aآن گاه معكوس ماتريس ،AI    به كدام صورت است؟−
  1 .AA −    2 .AA +    3.IAA +−    4.IAA ++     4  

⎥از رابطه ماتريسي . 40
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
××⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡









A سطر اول ماتريس ، Aكدام است؟   

  1 .[ ]    2.[ ]    3.[ ]−    4 .[ ]     4    

⎥اگر . 41
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=



x

x
A

tan
tan و ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=



x

x
B

tan
tanآن گاه سطر اول ماتريس ،BA ×−1     كدام است؟  

1 .[ ]xx  sincos    2 .[ ]xx  cossin    3 .[ ]xx  cossin −    4.[ ]xx  sincos −   

⎥اگر. 42
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=



x

x
A

tan
tan و I باشد، سطر اول ماتريس2 ماتريس هماني مرتبه ( ) ( )AIAI +− −1   كدام است؟  

1 .[ ]xx  sincos −    2 .[ ]xx  sincos    3.[ ]xx  cossin    4.[ ]xx  cossin−  

⎥اگر. 43
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −−
=


Aو ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −−
=


A آن گاه ،Aكدام است؟   

  1.⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−


    2.⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−− 
    3.⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

    4.⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−

     2  

) داشته باشيمB و×  ،Aاگر براي دو ماتريس. 44 )( )  BABABA )، آن گاه حاصل+−=− )( )−×× ABAكدام است؟   
  1 .A      2.B      3.I      4 . BA ×     2  

IAAبه طوري كه ماتريس وارون پذير بوده Aاگر.  45 =+ −حاصل Aكدام است؟   
  1 .A      2 .I      3 .A−     4 .I−       4  

اگر.  46 =++ IAA باشد، وارون ماتريس Aكدام است؟   
  1 .A      2 .A−     3 .AI +    4 .AI −−     1  

BA وB وAاگر . 47 ) ماتريس هاي وارون پذير باشند،− ) BBAA ×−× −برابر كدام است؟   

1 .( ) −− AB    2 .( ) −− BA    3 .( )  −−− − BA  4 .( )  −−− − AB   4  

⎥اگر. 48
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−






y
xآن گاه yx    كدام است؟+

  1 .1      2 .2      3 .3      4 .4       3  

)گاه معادلاتدست. 49 )
( )⎩

⎨
⎧

=++
=+−



ymx

myxm به ازاي كدام مقدار mجواب ندارد؟   

  1 .5 -      2 .3 -      3 .3      4 .5      4  

) دستگاه معادلات aبه ازاي كدام مقدار. 50 )⎩
⎨
⎧

−=
=+




xay
yxبي شمار جواب دارد؟   
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  1 .



−     2 .



−      3 .

      4.


       2  

⎥اگر جواب دستگاه . 51
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡






y
x

b
aزوج مرتب ( ),باشد، آن گاه مجموع درايه هاي ماتريس ضرايب دستگاه كدام است؟   

  1 .3 -      2 .2 -      3 .2      4 .3       1  

اگر نقطه برخورد نمايش نموداري  دستگاه . 52
⎩
⎨
⎧

=−
=+




byax
byax به  صورت ( ), باشد، آن گاه دترمينان ماتريس ضرايب دستگاه كدام 

  است؟

  1 .

      2 .1      3 .


      4 .




−     1  

گر دستگاه ا. 53
( )⎩

⎨
⎧

+=−+
−=−




aybbx
aayxa داراي جواب منحصربفرد ( ),باشد، زوج مرتب ( )ba    كدام است؟,

  1 .( ) −,      2 .( ),−    3 .( ) −− ,     4 .( ),   1  

)اه اگر دستگ. 54 )⎩
⎨
⎧

+−=++
−=−

bacyxc
babyax


 داراي بي شمار جواب باشد و ( ), يكي از جواب ها باشد، آن گاه مقدار aكدام است؟   

  1 .1      2 .1 -      3 .2      4 .2 -      3  

 ماتريس ضرايب دستگاهAاگر . 55
⎩
⎨
⎧

=−
−=−




yx
yxو Iماتريس هماني و αو βدو عدد حقيقي باشند،  به طوري كه −=+ AIA βα ،

   كدام است؟βمقدا

  1 .



−      2.

−      3.


      4 .


       3  

 ماتريس ضرايب دستگاهAاگر. 56
⎩
⎨
⎧

−=+
=−




yx
yx باشد و Bماتريس هم مرتبه ي Aباشد به طوري كه BABA ، سطر اول +=×

   كدام است؟Bماتريس

           1 .⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡


    2.[ ] −    3.⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡





    4 .⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡−


     1  

oAاگر. 57 =وارون ماتريس ،IA −كدام است؟   

         1 .( )IAA 

  ++−    2.( )IAA 


  ++  3.( )IAA ++


   4.( )IAA ++− 


    

IAاگر. 58  AI، وارون ماتريس=    كدام است؟+

  1 .AI −      2 .AI −  3.( )IA −

    4 .( )AI −


   

) در رابطهAاگر ماتريس مربعي. 59 ) oIA =− صدق كند، حاصل IA −−كدام است؟   
  1 .( )( )IAIA −−    2.( )( )IAIA ++  3.( )( )IAIA +−  4.( )( )IAIA −+   

AAاگر. 60 =ماتريس ،( )  −− AIبرابر كدام است؟   
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  1 .AI



−    2.AI



+    3.AI



+    4 .AI −

    

AIA ماتريس وارون پذير باشد وAاگر . 61     كدام است؟A، آن گاه وارون=−
  1.IA −  2.AA   −    3.AA   +      4.AA   −   
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