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درس

نام و نام خانوادگی

10 نفر در یک صف ایستاده اند. با کدام احتمال دو فرد موردنظر از آن ها، در کنار هم نیستند؟1
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از کشور 1399 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

پنج کتاب زبان فارسی و 3 کتاب زبان انگلیسی، به تصادف در یک قفسه کنار هم چیده شده اند. با کدام احتمال کتاب های2

هم زبان، کنار هم قرار می گیرند؟
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کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1399

دو تاس را باهم می ریزیم. با کدام احتمال جمع دو عدد روشده، یک عدد اول است؟3
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کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1393

در آزمایشگاهی 5 موش سفید و 6 موش سیاه موجود است. به تصادف 3 موش از بین آن ها خارج می کنیم. با کدام احتمال لااقل4

یکی از موش ها سفید است؟
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از کشور 1391 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

قلمچی علوم تجربی دوازدهم آزمون شماره 1 تابستان 1398

چهار دانش آموز یک کلاس که بر یک نیمکت نشسته باشند، با کدام احتمال ماه تولد حداقل دو نفر آنان یکسان است؟5
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از کشور 1392 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 
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در پرتاب دو سکه و یک تاس با هم، احتمال این که حداقل یک سکه رو و عدد تاس مضرب 3 باشد، کدام است؟6
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از کشور 1391 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

در ظرفی 4 مهرۀ سفید و 5 مهرۀ سیاه موجود است. به تصادف 3 مهره از ظرف خارج می کنیم. با کدام احتمال مهره های خارج7

شده همرنگ اند؟
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از کشور 1392 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

از 12 کتاب که 5 عدد آن ها در مورد ادبیات و 7 عدد آن ها در مورد تاریخ است به طور تصادف 5 کتاب انتخاب کرده ایم. احتمال8

اینکه 3 کتاب ادبیات و 2 کتاب تاریخ انتخاب شده باشد، کدام است؟
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از کشور 1391 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

دو تاس را انداخته ایم، اگر حاصل جمع شماره های روشده کمتر از 6 باشد، احتمال آنکه شمارۀ یکی از تاس های روشده 2 باشد کدام9

است؟
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کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1391

، بر روی 9 کارت یکسان نوشته شده است. به تصادف دو کارت از بین آن ها بیرون می آوریم، با کدام احتمال10 اعداد 

مجموع عدد این دو کارت برابر 11 است؟
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کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1391
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از 4 دانش آموز سال اول و 5 دانش آموز سال دوم 6 نفر به تصادف برای شرکت در یک اردو انتخاب شده اند. احتمال آنکه 2 نفر از11

سال اول و 4 نفر از سال دوم انتخاب شوند کدام است؟
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کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1391

احتمال این که از سه موش انتخاب شده از 6 موش سفید و 5 موش سیاه، هر سه موش سفید باشند، کدام است؟12
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از کشور 1384 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

پنج مهرۀ سفید و 5 مهرۀ سیاه یکسان را در ظرفی ریخته ایم. به تصادف دو مهره از ظرف خارج می کنیم. با کدام احتمال هر دو13

مهره همرنگ اند؟
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از کشور 1392 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

در آزمایشگاهی 7 موش نگه داری می شوند که بر روی 3 موش آزمون مهارت انجام شده است. اگر 2 موش از بین آنان تصادفی14

انتخاب شود، با کدام احتمال لااقل بر روی یکی از آن دو، آزمون انجام شده است؟
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از کشور 1385 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

هفتاد و پنج درصد محصولات کارخانه ای مرغوب اند. با کدام احتمال از 4 کالای خریداری شده این کارخانه لااقل یک کالا مرغوب15

است؟
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از کشور 1387 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 
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در آزمایشگاهی 3 موش سفید و 5 موش سیاه نگه داری می شوند. اگر به طور تصادفی 4 موش از بین آن ها جهت انجام آزمایشی16

برداشته شوند، با کدام احتمال فقط یکی از موش های مورد آزمایش سفید است؟
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کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1386

گروه خونی افراد، کدام نوع متغیر است؟17
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کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1390

قلمچی علوم تجربی دوازدهم آزمون شماره 1 تابستان 1398

از کشور 1387 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

چهار رقم 3 و 2 و 1 و 0 را به تصادف کنار هم قرار می دهیم تا عددی چهار رقمی حاصل شود. با کدام احتمال یک عدد چهار رقمی18

مضرب 6 حاصل می شود؟
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از کشور 1389 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

ATAXIAAحروف کلمۀ  را بریده، به طور تصادف کنار هم قرار می دهیم. با کدام احتمال هر سه حرف  کنار هم قرار می گیرند؟19
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کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1389

پنج مهرۀ سفید یکسان با شماره های 1 تا 5 و همچنین پنج مهرۀ سیاه یکسان با شماره های 1 تا 5 را در ظرفی قرار می دهیم،20

به تصادف دو مهره از بین آن ها بیرون می آوریم، اگر مجموع شماره های هر دو مهره 6 باشد، با کدام احتمال هر دو مهره همرنگ

هستند؟
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کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1392
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نوع آلایندگی هوا چگونه متغیری است؟21

کمّی پیوسته (2 کمّی گسسته (1

کیفی ترتیبی (4 کیفی اسمی (3

از کشور 1391 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

در ظرفی 5 مهرۀ سفید و 3 مهرۀ سیاه، در ظرف دیگر 4 مهرۀ سفید و 2 مهرۀ سیاه موجود است. به تصادف از هر ظرف دو مهره22

بیرون می آوریم. با کدام احتمال 4 مهرۀخارج شده، هم رنگ هستند؟
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کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1393

یک سکه را پرتاب می کنیم، اگر"رو" بیاید آنگاه تاس می ریزیم. اگر "پشت" بیاید دوباره سکه را پرتاب می کنیم. این عمل را آن قدر23

ادامه می دهیم تا مجاز به پرتاب تاس باشیم. با کدام احتمال، حداکثر بعد از پرتاب سوم سکه، عدد تاس مضرب 3 است؟
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از کشور 1394 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

هریک از اعداد 6، 5، 4، 3، 2 و 1، بر روی شش گوی یکسان نوشته شده است. به طور متوالی و تصادفی گوی ها را از جعبه خارج24

می کنیم. با کدام احتمال اعداد فرد یا زوج یک درمیان خارج می شوند؟
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کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1394

در کیسه ای 5 مهره با شماره های 1 تا 5 وجود دارد. این مهره ها را به طور تصادفی پی درپی و بدون جایگذاری خارج می کنیم. با25

کدام احتمال دو مهره با شمارۀ فرد متوالیاً خارج نمی شوند؟
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کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1392

دو تاس را با هم پرتاب می کنیم. با کدام احتمال مجموع دو عدد رو شده مضرب 4 است؟26
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کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1392

قلمچی علوم تجربی دوازدهم آزمون شماره 1 تابستان 1398
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در ظرفی 4 مهره آبی، 3 مهره قرمز و 2 مهره سفید موجود است. به تصادف 3 مهره از ظرف خارج می کنیم. با کدام احتمال،27

حداقل یک مهره آبی خارج می شود؟
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از کشور 1393 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

در کیسه ای 5 مهرۀ سفید و 4 مهرۀ سیاه و 3 مهرۀ قرمز موجود است. اگر سه مهره از کیسه خارج کنیم، با کدام احتمال، حداکثر 282

مهره از مهره های خارج شده همرنگ هستند؟
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کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1395

، عددی به تصادف انتخاب می کنیم. با کدام احتمال این عدد بر 6 یا بر 297 از بین مجموعه اعداد متوالی 

بخش پذیر است ولی مضرب 42 نیست؟
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کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1395

در جعبه ای 7 مهرۀ سفید، 5 مهرۀ سیاه و 2 مهرۀ قرمز موجود است. به تصادف 4 مهره از آن بیرون می آوریم. با کدام احتمال یک30

مهرۀ قرمز و حداقل 2 مهرۀ سفید، خارج  شده است؟
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قلمچی علوم تجربی چهارم آزمون شماره 1 1395

از کشور 1394 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

در جعبه ای 3 مهرۀ سفید، 2 مهرۀ سیاه و 5 مهرۀ قرمز موجود است. اگر دو مهره از آن بیرون می آوریم، با کدام احتمال این دو مهره31

همرنگ نیستند؟
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کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1394
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در جعبه ای 4 مهرۀ سفید و 3 مهرۀ سیاه و 2 مهرۀ قرمز است. به تصادف 3 مهره از آن بیرون می آوریم، با کدام احتمال فقط یکی از32

مهره ها سفید است؟
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از کشور 1395 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

دو تاس را باهم می اندازیم، با کدام احتمال دو عدد رو شده، متوالی هستند؟33
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از کشور 1395 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

هریک از ارقام 5 و 4 و 3 و 2 و 1، بر روی پنج کارت یکسان نوشته شده است، به تصادف سه کارت از آن ها را کنار هم قرار34

می دهیم. با کدام احتمال عدد سه رقمی حاصل مضرب 3 است؟
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کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1395

در کیسه ای 5 مهرۀ سفید و 3 مهرۀ سیاه و 2 مهرۀ قرمز وجود دارد. سه مهره به تصادف از کیسه خارج می کنیم. با کدام احتمال35

فقط دو مهرۀ خارج شده، همرنگ هستند؟
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از کشور 1396 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

در کیسه ای 5 مهرۀ سفید و 4 مهرۀ سیاه و 3 مهرۀ آبی وجود دارد. سه مهره به تصادف از کیسه خارج می کنیم. با کدام احتمال36

رنگ مهره های خارج شده متفاوت است؟
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کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1396

دو تاس را باهم می اندازیم. احتمال آنکه مجموع اعداد رو  شده مضرب 3 باشد، کدام است؟37
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از کشور 1397 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 
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دو تاس را باهم می اندازیم. احتمال آنکه مجموع دو عدد رو شده مضرب 4 باشد، کدام است؟38
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کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1397

در دو ظرف به ترتیب 24 و 18 مهره یکسان موجود است. در ظرف اول شش مهره سفید و در ظرف دوم سه مهره سفید است. از39

اولی هفت مهره و از دومی پنج مهره به تصادف برداشته و در ظرف دیگری می ریزیم. سپس از ظرف آخر یک مهره بیرون می آوریم.

با کدام احتمال این مهره سفید است؟
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ایران ریاضی و فیزیک چهارم آزمون شماره 1 1395 مدارس برتر 

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1394

در جعبۀ اول 6 مهرۀ سفید و 3 مهرۀ سیاه و در جعبۀ دوم 4 مهرۀ سفید و 5 مهرۀ سیاه قرار دارند. از جعبۀ اول یک مهره به دلخواه40

خارج و در جعبۀ دوم می اندازیم. سپس دو مهره از جعبۀ دوم بیرون می آوریم. با کدام احتمال، لااقل یکی از این دو مهره، سفید

است؟
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از کشور 1399 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

سه ظرف داریم. در ظرف اول 9 مهرۀ سفید، در دومی 9 مهرۀ سیاه و در سومی 4 مهرۀ سفید و 5 مهرۀ سیاه قرار دارند. به تصادف از41

یک ظرف دو مهره بیرون می آوریم. با کدام احتمال، لااقل یکی از این دو مهره سیاه است؟
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۱۱

 

۳۶
۲۵

 

۱۸
۱۳

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1399

55 درصد دانشجویان سال اول دختر و بقیه پسر هستند. 60 درصد دختران و 64 درصد پسران تمام واحدهای درسی خود را42

گذرانده اند. چند درصد کل دانشجویان، تمام واحدهای درسی خود را گذرانده اند؟

(2 (1

(4 (3

۶۱/۴۶۱/۸

۶۲/۴۶۲/۸

از کشور 1388 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 
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احتمال انتقال بیماری مسری به افرادی که واکسن زده اند  و احتمال انتقال به افراد دیگر  است.  کارگران یک کارگاه43

واکسن زده اند. اگر فرد حامل بیماری با یکی از کارگران ملاقات کند، با کدام احتمال، این بیماری منتقل می شود؟

۰/۰۲۵۰/۲ 

۵
۲

(2 (1

(4 (3

۰/۱۳۰/۱۴

۰/۱۵۰/۱۶

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1389

در یک روستا 54 درصد جمعیت را مردان و 46 درصد را زنان تشکیل می دهند. اگر 60 درصد مردان و 75 درصد زنان دفترچه44

سلامت داشته باشند، با کدام احتمال یک فرد انتخابی به تصادف از بین آن ها دفترچۀ سلامت دارد؟

(2 (1

(4 (3

۰/۶۵۸۰/۶۶۹

۰/۶۸۵۰/۶۹۶

از کشور 1390 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

قلمچی علوم تجربی چهارم آزمون شماره 1 1396

از بین 3 کارت سفید و 4 کارت سبز یکسان به تصادف یک کارت بدون جای گذاری بیرون می آوریم. سپس کارت دوم را خارج45

می کنیم. با کدام احتمال هر دو کارت هم رنگ هستند؟

(2 (1

(4 (3

 

۷
۲

 

۱۴
۵

 

۷
۳

 

۷
۴

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1391

در جعبۀ اول 4 مهرۀ سفید و 3 مهرۀ سیاه و در جعبۀ دوم 3 مهرۀ سفید و 6 مهرۀ سیاه موجود است. به تصادف یکی از جعبه ها را46

انتخاب کرده و دو مهره با هم از آن بیرون می آوریم. با کدام احتمال هر دو مهره سفید است؟

(2 (1

(4 (3

 

۱۶۸
۳۱

 

۵۶
۱۱

 

۸۴
۱۷

 

۵۶
۱۳

از کشور 1392 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

ظرف A دارای 4 مهرۀ سفید و 5 مهرۀ سیاه است و هریک از دو ظرف B و C دارای 6 مهرۀ سفید و 3 مهرۀ سیاه است. به تصادف47

یکی از سه ظرف را انتخاب کرده و 4 مهره از آن خارج می کنیم. با کدام احتمال، دو مهره از مهره های خارج شده، سفید است؟

(2 (1

(4 (3

 

۶۳
۲۵

 

۶۳
۲۶

 

۲۱
۱۰

 

۲۱
۱۱

قلمچی علوم تجربی چهارم آزمون شماره 1 1396

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1393
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در جعبه ای 6 مهرۀ سفید و 9 مهرۀ سیاه موجود است. دو مهره متوالیاً و بدون جایگذاری بیرون می آوریم. با کدام احتمال بدون48

توجه به اولین مهره، دومین مهرۀ خارج شده سفید است؟

(2 (1

(4 (3

 

۱۴
۵

 

۷
۳

 

۵
۲

 

۵
۳

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1392

قلمچی علوم تجربی دوازدهم آزمون شماره 1 تابستان 1398

در یک شهر صنعتی 60 درصد جمعیت مرد و 40 درصد آن زن هستند. اگر 18 درصد مردان و 12 درصد زنان تحصیلات دانشگاهی49

داشته باشند، چند درصد این جمعیت تحصیلات دانشگاهی دارند؟

15/6 (2 15/2 (1

16/2 (4 15/8 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1396

در جعبه ای 6 مهرۀ سفید، 4 مهرۀ سیاه است. دو مهره به صورت پی درپی و بدون جایگذاری از آن خارج می کنیم. با کدام احتمال،50

مهرۀ دوم، سفید است؟

0/6 (2 0/5 (1

0/72 (4 0/64 (3

از کشور 1398 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

بهروز جهت مشارکت در یک مسابقه، از بین پرسش های 5 بستۀ ریاضی، 7 بستۀ تجربی و 6 بستۀ علوم انسانی، به تصادف یک51

بسته اختیار کرده است. احتمال برنده شدن در هر بستۀ این دروس به ترتیب 0/7، 0/8 و 0/9 است. با کدام احتمال، بهروز برنده

می شود؟

(2 (1

(4 (3

 

۳۶
۲۵

 

۳۶
۲۹

 

۳۶
۳۰

 

۳۶
۳۱

از کشور 1398 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

در دو جعبه به  ترتیب 20 و 12 لامپ موجود است. در جعبۀ اول 4 لامپ و در جعبۀ دوم 3 لامپ معیوب است. از جعبۀ اول 525

لامپ و از جعبۀ دوم 7 لامپ، به تصادف برداشته و در جعبۀ جدید قرار می دهیم. با کدام احتمال، یک لامپ انتخابی از جعبۀ

جدید، معیوب است؟

(2 (1

(4 (3

 

۲۴
۵

 

۴۸
۱۱

 

۴۸
۱۳

 

۲۴
۷

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1398
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انتقال نوعی بیماری ارثی از والدین به فرزند پسر 10 درصد و به فرزند دختر 6 درصد است. با کدام احتمال فرزندی که به دنیا می آید53

این نوع بیماری را ندارد؟

92% (2 91% (1

94% (4 93% (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1383

در 25 دادۀ آماری، میانگین و انحراف معیار به ترتیب 30 و 8 است. اگر داده های ناجور 10، 15، 45 و 50، از بین آن ها حذف شوند،54

واریانس داده های باقی مانده، تقریباً کدام است؟

14/81 (2 14/72 (1

16/66 (4 15/33 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1393

قلمچی علوم تجربی چهارم آزمون شماره 2 1395

قلمچی علوم تجربی چهارم آزمون شماره 2 1396

قلمچی ریاضی و فیزیک چهارم آزمون شماره 8 1394

قلمچی علوم تجربی چهارم آزمون شماره 1 1394

در 150 دادۀ آماری با میانگین 12، به دو برابر هریک از داده ها 3 واحد اضافه می کنیم تا داده های جدیدی حاصل شود. ضریب55

تغ�رات داده های جدید چندبرابر ضریب تغ�رات داده های قبلی است؟

(2 (1

(4 (3

 

۹
۷

 

۶
۵

 

۸
۷

 

۹
۸

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1392

قلمچی علوم تجربی دوازدهم آزمون شماره 1 تابستان 1398

، احتمال وقوع56 ،  و با فرض  ، اگر  در دو پیشامد مستقل  و 

پیشامد  کدام است؟

ABP (A ∩ B) = ۰/۱P (A ∪ B) = ۰/۶P (B ) >′ P (B)

B

0/3 (2 0/4 (1

0/25 (4 0/2 (3

از کشور 1399 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

57
،  و  مفروض اند. ضریب تغ�رات داده ها کدام است؟   ،  ،  ،  ، ⋍ ۵۷۸۸۸۱۰۱۰داده های آماری  ۰/۵۳۴(  

۷
۲

)

(2 (1

(4 (3

۰/۱۵۰/۲۰

۰/۲۵۰/۳۰

از کشور 1399 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 
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،  و  باشد،58  و  دو پیشامد از یک فضای نمونه ای هستند. اگر 

، کدام است؟

ABP (A) = ۰/۴P (B∣A) = ۰/۲۵P (B) = ۰/۳
P (B∣A )′

(2 (1

(4 (3

 

۳
۲

 

۳
۱

 

۴
۱

 

۵
۱

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1399

ضریب تغ�رات داده های آماری به صورت جدول زیر، کدام است؟59

داده ۱۰, ۱۰, ۱۰, ۱۰, ۱۰, ۱۱, ۱۱, ۱۱, ۱۱, ۱۴, ۱۴, ۱۴, ۱۴, ۱۴, ۱۴, ۱۴

(2 (1

(4 (3

۰/۱۲۰/۱۵

۰/۱۷۰/۱۸

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1399

میانگین و انحراف معیار 18 دادۀ آماری به ترتیب 25 و 3 است. اگر داده های 20، 27 و 28 به آنان افزوده شود، واریانس 21 دادۀ60

جدید کدام است؟

9/36 (2 9/25 (1

9/63 (4 9/52 (3

از کشور 1393 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

واریانس 11 دادۀ آماری صفر است. اگر داده های 16،24 و 26 به آن اضافه شود، میانگین داده ها تغ�ر نمی کند، انحراف معیار 6114

دادۀ حاصل کدام است؟

1/25 (2 0/75 (1

2 (4 1/5 (3

از کشور 1391 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

اگر میانگین و ضریب تغ�رات اندازۀ اضلاع مربع هایی 15 و 0/2 باشد، میانگین مساحت این مربع ها کدام است؟62

229 (2 227 (1

234 (4 232 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1391

در یک خانوادۀ دو فرزندی، می دانیم یکی از فرزندان پسر است. با کدام احتمال این خانواده فرزند دختر دارد؟63

(2 (1

(4 (3

 

۳
۱

 

۲
۱

 

۳
۲

 

۴
۳

از کشور 1385 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 
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 نرخ بیکاری یک کشور در 10 سال گذشته به صورت زیر است، مقدار  کدام است؟64

Q  − Q  ۳ ۱

Q  + Q  − ۲Q  ۱ ۳ ۲

۱۲/۷, ۳۰/۲, ۱۰/۶, ۱۱/۹, ۱۰/۶, ۱۲/۳, ۱۱/۲, ۱۳/۵, ۱۲/۸, ۱۱/۵

-0/125 (2 -0/225 (1

0/275 (4 0/175 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1398

احتمال موفقیت فردی در آزمون اول 0/7 و در آزمون دوم 0/6 است. اگر این فرد در آزمون اول موفق شود، احتمال موفقیت وی در65

آزمون دوم 0/8 است. با کدام احتمال، لااقل در یکی از این دو آزمون موفق می شود؟

0/76 (2 0/74 (1

0/84 (4 0/82 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1398

در یک کارگاه، دو گروه مشغول کار هستند. میانگین نمرات مسئولیت پذیری و واریانس در گروه اول به ترتیب 80 و 25 و در گروه66

دوم 72 و 16 می باشد. کدام گروه بهتر است؟

گروه دوم (2 گروه اول (1

اظهارنظر نمی توان کرد (4 یکسان (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1398

یک خانوادۀ سه فرزندی با کدام احتمال، حداقل دو فرزند دختر دارد؟ در صورتی که می دانیم حداقل یکی از فرزندان، دختر است.67

(2 (1

(4 (3

 

۸
۳

 

۸
۵

 

۷
۳

 

۷
۴

از کشور 1387 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

در یک خانواده سه فرزندی می دانیم فرزند اول آن ها دختر است. با کدام احتمال لااقل یکی از فرزندان پسر است؟68

(2 (1

(4 (3

 

۳
۱

 

۲
۱

 

۸
۵

 

۴
۳

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1387

در آزمایشگاهی 5 موشِ سفید و 3 موشِ سیاه نگه داری می شوند. به تصادف متوالیاً سه موش از بین آن ها انتخاب می شود. با69

کدام احتمال اولین موش سفید و سومین موش سیاه است؟

(2 (1

(4 (3

 

۵۶
۱۱

 

۵۶
۱۷

 

۵۶
۱۳

 

۵۶
۱۵

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1388
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در یک خانواده سه فرزندی، می دانیم یکی از فرزندان پسر است. با کدام احتمال دو فرزند دیگر، دختر است؟70

(2 (1

(4 (3

 

۸
۳

 

۷
۳

 

۷
۴

 

۸
۵

از کشور 1389 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

در جدول فراوانی زیر، واریانس داده  ها کدام است؟71

مرکز دسته2421181512

فراوانی27934

11/96 (2 11/72 (1

12/36 (4 12/24 (3

از کشور 1390 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

داده های آماری در 4 دسته با درصد فراوانی نسبی آن ها بیان شده است. میانگین این داده ها کدام است؟72

مرکز دسته21181512

a253015درصد فراوانی نسبی

16/8 (2 16/5 (1

17/1 (4 17 (3

از کشور 1391 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

در گروه زنان ساکن یک روستا، 60 درصد آنان تحصیلات ابتدایی و 25 درصد آنان مهارت قالی بافی دارند. اگر یک فرد از این گروه73

انتخاب شود، با کدام احتمال این فرد تحصیلات ابتدایی دارد یا مهارت قالی بافی دارد؟

(2 (1

(4 (3

۰/۷۰/۷۵

۰/۸۰/۸۵

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1390

دو تاس سالم را باهم پرتاب می کنیم تا برای اولین بار هر دو عدد رو شده زوج باشند. با کدام احتمال، حداکثر در سه پرتاب این74

نتیجه حاصل می شود؟

(2 (1

(4 (3

 

۶۴
۲۷

 

۶۴
۳۷

 

۳۲
۱۹

 

۶۴
۳۹

قلمچی علوم تجربی چهارم آزمون شماره 1 1395

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1391
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در جعبه ای 3 مهرۀ سفید و 4 مهرۀ سیاه موجود است. 2 مهره بدون رؤیت از جعبه خارج می کنیم، سپس از بین باقی ماندۀ مهره ها75

به تصادف یک مهره بیرون می آوریم. با کدام احتمال این مهره سفید است؟

(2 (1

(4 (3

 

۱۴
۵

 

۷
۳

 

۷
۴

 

۱۴
۹

از کشور 1393 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

میانگین محیط مربع هایی برابر 84 و میانگین مساحت این مربع ها 490 می باشند. ضریب تغ�رات در طول ضلع این مربع ها، کدام76

است؟

0/27 (2 0/25 (1

0/33 (4 0/28 (3

از کشور 1392 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

دستگاه A کالایی با میانگین وزن 150 و انحراف معیار 3/6 و دستگاه B همان کالا را با میانگین وزن 160 و انحراف معیار 773/84

بسته بندی می کند. دقت عمل کدام، پیرامون میانگین با اطمینان بیشتر است؟

A (2 یکسان (1

نمی توان اظهارنظر کرد. (4 B (3

از کشور 1395 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

نمرات آزمون مهارت فنی دو کارگر A و B به صورت زیر است:78

دقت عمل کدام بیشتر است؟

A : ۱۵, ۱۴, ۱۵, ۱۶, ۱۷, ۱۹
B : ۱۶, ۱۴, ۱۷, ۱۴, ۱۷, ۱۸

B (2 A (1

غیرقابل پیش بینی (4 یکسان (3

قلمچی ریاضی و فیزیک چهارم آزمون شماره 8 1394

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1393

در 12 دادۀ آماری مجموع تمام داده ها 72 و مجموع مجذورات آن ها 480 است، ضریب تغ�رات این داده ها کدام است؟79

(2 (1

(4 (3
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کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1392
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میانگین طول اضلاع مربع هایی 12 و واریانس آن ها 5 است. میانگین مساحت این مربع ها، کدام است؟80

134 (2 124 (1

169 (4 149 (3

از کشور 1392 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

xداده     های  مفروض است. ضریب تغ�رات داده     های  کدام است؟81  =i ۱, ۲, ۳, ۴, ۵u  =i ۱۲x  +i ۶

(2 (1

(4 (3

۰/۴۰/۴۸

۰/۵۲۰/۶

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک دوم داخل 1395

یک جامعه به اندازۀ 12 و واریانس 12/6، با جامعۀ دیگری به اندازۀ 24 و واریانس 7/2، تشکیل جامعۀ جدیدی داده اند. اگر میانگین82

این دو جامعه یکسان باشد، انحراف معیار جامعۀ جدید کدام است؟

3 (2 2/9 (1

3/2 (4 3/1 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1396

در جعبه ای 5 مهرۀ سفید و 6 مهرۀ سیاه است. ابتدا یک مهره را بدون رؤیت خارج می کنیم، سپس از بین بقیۀ مهره ها، 2 مهره83

بیرون می کشیم. با کدام احتمال هر دو مهرۀ اخیر، سفید است؟

(2 (1

(4 (3

 

۱۱
۱

 

۱۱
۲

 

۱۱
۴

 

۲۲
۵

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1398

، آنگاه  کدام است؟84 ، اگر  و  ABPدر دو پیشامد مستقل  و  A ∩ B =( ) ۰/۶P A ∩ B =( ′) ۰/۲P A ∪ B( ′)

0/75 (2 0/7 (1

0/9 (4 0/85 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1398

۰/۲میانگین طول اضلاع مربع هایی 15 واحد با ضریب تغ�رات  محاسبه شده است. میانگین مساحت این مربع ها، کدام است؟85

232 (2 229 (1

236 (4 234 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1395
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در 30 دادۀ آماری، مجموع تمام داده ها برابر 240 و مجموع مربعات این داده ها 2190 است. ضریب تغ�رات، کدام است؟86

(2 (1

(4 (3

۰/۲۲۵۰/۲۷۵

۰/۳۲۵۰/۳۷۵

از کشور 1395 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

میانگین اضلاع مربع هایی برابر 8 و میانگین مساحت آن ها 65/44 است. ضریب تغ�رات در طول اضلاع این مربع ها، کدام است؟87

0/15 (2 0/12 (1

0/25 (4 0/2 (3

از کشور 1394 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

ظرف  شامل ۸ مهره از عدد ۱ تا ۸ و ظرف  دارای ۵ مهره از عدد ۱ تا ۵ شماره گذاری شده است. از هر ظرف یک مهره بیرون88

می آوریم. با کدام احتمال مجموع آن ها از ۸ بیشتر است؟

AB

(2 (1

(4 (3

 

۸
۳

 

۸
۵

 

۴
۳

 

۸
۷

از کشور 1397 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

دو سکه و یک تاس را باهم پرتاب می کنیم. با کدام احتمال هر دو سکه "رو" یا تاس 6 ظاهر می شود؟89

(2 (1

(4 (3

 

۸
۳

 

۸
۵

 

۱۲
۵

 

۱۲
۷

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1396

سه سکه و یک تاس را باهم پرتاب می کنیم. احتمال اینکه لااقل یکی از پیشامدهای سکه فقط یک "رو" یا عدد تاس زوج باشد،90

کدام است؟

(2 (1

(4 (3

 

۱۶
۹

 

۱۲
۷

 

۸
۵

 

۱۶
۱۱

از کشور 1397 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

یک سکه و دو تاس را باهم پرتاب می کنیم. با کدام احتمال جمع عدد دو تاس بیشتر از 4 یا سکه "رو" ظاهر شده است؟91

(2 (1

(4 (3

 

۱۲
۷

 

۸
۵

 

۸
۷

 

۱۲
۱۱

از کشور 1396 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

www.konkur.in

forum.konkur.in
@jozveh_nub



18لرنیتو 1399 /19

در 25 دادۀ آماری، مجموع تمام داده ها 275 و مجموع مربعات آن ها 3250 می باشد. ضریب تغ�رات در این داده ها کدام است؟92

0/2645 (2 0/2572 (1

0/2727 (4 0/2672 (3

از کشور 1396 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

احتمال موفقیت عمل جراحی برای شخص A برابر 0/9 و برای شخص B برابر 0/8 می باشد. با کدام احتمال، لااقل عمل جراحی برای93

یکی از این دو نفر، موفقیت آمیز است؟

0/94 (2 0/92 (1

0/98 (4 0/96 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1395

قلمچی علوم تجربی دوازدهم آزمون شماره 1 تابستان 1398

احتمال قبولی فرد A در یک آزمون  و احتمال قبولی فرد B در همان آزمون  است. با کدام احتمال لااقل یکی از آنان،94

در این آزمون قبول می شوند؟

۰/۸۴۰/۷۵

(2 (1

(4 (3

۰/۹۲۰/۹۴

۰/۹۶۰/۹۸

از کشور 1396 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

نمرات مهارت برای کارگر  16، 15، 14، 13 و 12 و برای کارگر  16/5، 16، 15/5، 13 و 11/5 بوده است. دقت عمل کدام95

بیشتر است؟

: A( ): B( )

(2 (1

اظهارنظر نمی توان کرد. (4 یکسان (3

AB

از کشور 1398 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

احتمال موفقیت فردی، در یک آزمون مستقل، 2 برابر احتمال موفقیت دوست وی است. احتمال موفقیت لااقل یکی از آن دو، 96

است. احتمال موفقیت این فرد کدام است؟

 

۹
۷

(2 (1

(4 (3

 

۶
۱

 

۳
۱

 

۹
۴

 

۳
۲

از کشور 1398 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

شش دادۀ آماری با میانگین ۱۲ و واریانس ۶ با ۹ دادۀ دیگر با میانگین ۱۴ و واریانس ۴ ترکیب شده اند. انحراف معیار گروه جدید،97

کدام است؟

2/3 (2 2/2 (1

2/5 (4 2/4 (3

از کشور 1397 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

www.konkur.in

forum.konkur.in
@jozveh_nub



19/19لرنیتو 1399

اگر میانگین 9 عدد 20، 9، 18، 16، 11، 14، 10، 7 و a، برابر با 13 باشد، میانۀ آن ها کدام است؟98

11 (2 10 (1

14 (4 12 (3

از کشور 1397 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

۰/۰۶میانگین طول ضلع مربع هایی 25 واحد با ضریب تغ�رات  است. میانگین مساحت این مربع ها کدام است؟99

(2 (1

(4 (3

۶۲۶/۵۶۲۷/۲۵

۶۲۷/۷۵۶۲۸/۵

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1397

در آزمایشگاهی 5 موش سالم و 3 موش دیابتی نگه داری می شوند. اگر دو موش از محفظه گریخته باشند، با کدام احتمال فقط100

یکی از موش های فراری دیابتی است؟

(2 (1

(4 (3

 ۵۶
۱۵

 ۱۴
۵

 ۸
۳

 ۲۸
۱۵
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مبحثدرس

گزینه 3 1

برای محاسبۀ احتمال اینکه دو فرد موردنظر در کنار هم نباشند، احتمال اینکه هر دو فرد در کنار هم باشند را محاسبه می کنیم و از احتمال کل کم می کنیم.

دو نفر در کنار هم باشند:

دو نفر در کنار هم نباشند:

 

۲نفر 

◯◯

۸نفر 

 ◯ ◯ ◯ ◯ ◯ ◯ ◯◯

P (A ) =′
 =

۱۰!
۲!۹!

 

۵
۱

P (A) = ۱ − P (A ) =′ ۱ −  =
۵
۱

 

۵
۴

گزینه 3 2

کتاب فارسی   ۵ کتاب انگلیسی   ۳

n(S) = ۸!

n(A) = ۵! × ۳! × ۲

⇒ P (A) =  =
n(S)
n(A)

 =
۸!

۵! × ۳! × ۲
 =

۸ × ۷ × ۶
۳ × ۲ × ۲

 

۲۸
۱

گزینه 1 3

فضای نمونه ای این آزمایش  حالت دارد.

فضای مطلوب به صورت زیر است:

این مجموعه 15 عضوی است:

۶ =۲ ۳۶

A =     

⎩⎪
⎨
⎪⎧(۱, ۱)(۱, ۲), (۲, ۱), (۱, ۴), (۴, ۱), (۱, ۶), (۶, ۱)

(۲, ۳)(۳, ۲)(۲, ۵)(۵, ۲)(۳, ۴)(۴, ۳)

(۵, ۶)(۶, ۵) ⎭⎪
⎬
⎪⎫

P (A) =  =
n(S)
n(A)

 =
۳۶
۱۵

 

۱۲
۵

پاسخنامه آمار و احتمالریاضی | آقای کنکور
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گزینه 4

گام اول

گام دوم

4

الف) از بین  موش، 3 موش انتخاب می شود. قرار است لااقل یک موش سفید باشد پس می تواند یکی، دو تا یا هر سه تای آن ها سفید باشد.

ب) متمم این که لااقل یک موش از سه موش انتخاب شده سفید باشد، سیاه بودن هر سه موش است.

۵ + ۶ = ۱۱

روش اول:

روش دوم: حل تست با استفاده از پیشامد احتمال متمم

P (لااقل یک موش سفید) = P (یک موش سفید) + P (دو موش سفید) + P (سه موش سفید)

=  +
 (

۱۱
۳)

  (
۵
۱ ) (

۶
۲)

 +
 (

۱۱
۳)

  (
۵
۲) (

۶
۱)

 =
 (

۱۱
۳)

 (
۵
۳)

 +
۱۶۵
۷۵

 +
۱۶۵
۶۰

 =
۱۶۵
۱۰

 =
۱۶۵
۱۴۵

 

۳۳
۲۹

P A =( ′) P (هر سه موش سیاه) =  =
 (

۱۱
۳)

 (
۶
۳)

 =
۱۶۵
۲۰

 

۳۳
۴

P A =( ) P (لااقل یک موش سفید) = ۱ − P A =( ′) ۱ −  =
۳۳
۴

 

۳۳
۲۹

گزینه 2

گام اول

گام دوم

5

الف) به واژۀ حداقل در صورت تست دقت کنید. حداقل دو نفر از 4 نفر ماه تولد یکسان داشته باشند یعنی یا دو نفر در یک ماه به دنیا آمده باشند، یا سه نفر در یک ماه به دنیا

آمده باشند و یا چهار نفر.

ب) اگر پیشامد  چنین تعریف شود که حداقل دو نفر از میان 4 نفر در یک ماه به دنیا آمده باشند آن گاه پیشامد متمم  یعنی هیچ دو نفری از میان 4 نفر ماه تولدشان

یکسان نباشد و همگی در ماه های متفاوت به دنیا آمده باشند.

ج) می دانیم 

AA( ′)

P A =( ) ۱ − P A( ′)

P A =( ′) P (هیچ دو نفری متولد یک ماه نباشند) =  ×
۱۲
۱۲

 ×
۱۲
۱۱

 ×
۱۲
۱۰

 =
۱۲
۹

 

۹۶
۵۵

P A =( ) P (حداقل دو نفر در یک ماه به دنیا آمده باشند) = ۱ − P A =( ′) ۱ −  =
۹۶
۵۵

 

۹۶
۴۱
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گزینه 3

گام اول

گام دوم

6

الف) اگر قرار باشد حداقل یکی از سکه ها رو بیاید، می تواند یک سکه رو و دیگری پشت بیاید و یا اینکه هر دو رو بیایند.

ب) اگر قرار باشد عدد تاس مضرب 3 باشد، عدد رو شده 3 یا 6 است.

APج) اگر  پیشامد مطلوب خواسته شده باشد احتمال اتفاق افتادنش به صورت مقابل تعریف می شود:  A =( )  

n S( )
n A( )

تعداد کل حالت ها در پرتاب دو سکه و یک تاس برابر است با:

حالت های مطلوب به صورت زیر است:

احتمال مورد نظر برابر است با:

n S =( ) ۲ × ۲ × ۶ = ۲۴

A = ,ر) ,پ ۳), ,ر) ,پ ۶), ,پ) ,ر ۳), ,پ) ,ر ۶), ,ر) ,ر ۳), ,ر) ,ر ۶){ }

n A =( ) ۶

P A =( )  =
n S( )
n A( )

 =
۲۴
۶

 

۴
۱

گزینه 1

گام اول

گام دوم

7

الف) برای اینکه مهره ها هم رنگ باشند باید هر 3 سیاه  یا هر 3 سفید باشند.

ب) فضای حالت به صورت انتخاب 3 مهره از میان  مهرۀ موجود است.

ج) پیشامد مورد نظر به صورت انتخاب 3 مهره از میان 4 مهرۀ سفید یا انتخاب 3 مهره از میان 5 مهرۀ سیاه تعریف می شود.

د) احتمال پیشامد  را می توان از رابطۀ زیر محاسبه کرد:

۴ + ۵ = ۹

A

P A =( )  

n S( )
n A( )

n S =  =  =  = ۸۴( ) (
۹
۳)

۳! × ۶!
۹!

۶ × ۶!
۹ × ۸ × ۷ × ۶!

n A =  +  = ۴ + ۱۰ = ۱۴( ) (
۴
۳) (

۵
۳)

P A =  =  =  ( )
n S( )
n A( )

۸۴
۱۴

۶
۱

گزینه 3 8

P (A) =  =
 (

۱۲
۵)

  (
۵
۳) (

۷
۲)

 =
 

۵ × ۴ × ۳ × ۲
۱۲ × ۱۱ × ۱۰ × ۹ × ۸

۱۰ × ۲۱
 

۱۳۲
۳۵
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گزینه 2 9

می توانیم براساس پیشامد رخ داده، فضای نمونه ای را محدود کنیم، فضای نمونه ای جدید عبارت است از:

و پیشامد مطلوب را به عنوان زیرمجموعه ای از فضای نمونه ای جدید می نویسیم. داریم:

یعنی  و  و داریم:

S = (۱, ۱), (۱, ۲), (۱, ۳), (۱, ۴), (۲, ۱), (۲, ۲), (۲, ۳), (۳, ۱), (۳, ۲), (۴, ۱){ }

A = (۱, ۲), (۲, ۱), (۲, ۳), (۳, ۲){ }

n(A) = ۴n(S) = ۱۰

P (A) =  =
n(S)
n(A)

 =
۱۰
۴

 

۵
۲

گزینه 2 10

تعداد حالات بیرون آوردن دو کارت به تصادف از میان 9 کارت برابر است با:

مجموعۀ حالاتی که مجموع دو کارت، برابر 11 باشند، عبارت است از:

پس  و داریم:

n(S) =   =(
۹
۲) ۳۶

A = (۲, ۹), (۳, ۸), (۴, ۷), (۵, ۶){ }

n(A) = ۴

P (A) =  =
n(S)
n(A)

 =
۳۶
۴

 

۹
۱

گزینه 3 11

باتوجه به فرض سؤال، احتمال موردنظر برابر است با:

P (A) =  =
 (

۹
۶)

 ×  (
۴
۲) (

۵
۴)

 =
۸۴

۶ × ۵
 =

۸۴
۳۰

 

۱۴
۵

گزینه 2

گام اول

گام دوم

12

۵به طور کلی  موش داریم. پیشامد مطلوب این است که هر 3 موش از بین 6 موشِ سفید انتخاب شوند. + ۶ = ۱۱

n S =  =  =  = ۱۶۵( ) (
۱۱
۳)

۳!۸!
۱۱!

۶ × ۸!
۱۱ × ۱۰ × ۹ × ۸!

n A =  =  =  = ۲۰( ) (
۶
۳)

۳!۳!
۶!

۶ × ۳!
۶ × ۵ × ۴ × ۳!

P A =  =  =  ( )
n S( )
n A( )

۱۶۵
۲۰

۳۳
۴

گزینه 2 13

P (A) =  =
 (

کل مهره ها
۲ )

 +  (
سفید

۲ ) (
سیاه

۲ )
 =

 (
۱۰
۲)

 +  (
۵
۲) (

۵
۲)

 =
۴۵
۲۰

 

۹
۴
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گزینه 3

گام اول

گام دوم

14

الف) چون در صورت تست گفته شده لااقل بر روی یکی از دو موش انتخاب شده آزمایش صورت گرفته باشد، یعنی یا یکی از موش ها یا هر دوی آن ها مورد آزمایش قرار بگیرند.

′AAب) اگر پیشامد  را مورد آزمایش واقع شدنِ لااقل یکی از موش ها تعریف کنیم،  یعنی هیچ موشی آزمایش نشده باشد.

روش اول:

 روش دوم: حل تست با استفاده از احتمال پیشامد متمم

n S =( )  =(
۷
۲)  =

۵!۲!
۷!

 =
۲
۴۲

۲۱

n A =( ) (یکی از موش ها آزمایش شده باشد) + (هردو موش آزمایش شده باشند)

=   +(
۳
۱ ) (

۴
۱ )  =(

۳
۲) ۱۲ + ۳ = ۱۵

P A =( )  =
n S( )
n A( )

 =
۲۱
۱۵

 

۷
۵

P A =( ′) P (هیچ موشی آزمایش نشده باشد) =  =
n S( )
n A( ′)

 =

 (
۷
۲)

 (
۴
۲)

 =
۲۱
۶

 

۷
۲

P A =( ) ۱ − P A =( ′) ۱ −  =
۷
۲

 

۷
۵

گزینه 2
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الف) احتمال مرغوب بودن هر کالا  و احتمال نامرغوب بودنش  است.

ب) هدف این است که از میان 4 کالای خریداری شده حداقل یکی مرغوب باشد. پس می تواند یک کالا، دو کالا، سه کالا و یا هر چهار کالای خریداری شده مرغوب باشد.

۰/۷۵۰/۲۵

′A از احتمال پیشامد متمم استفاده می کنیم، یعنی احتمال اینکه تمام کالاها نامرغوب باشد را محاسبه می کنیم. پیشامد متمم را با  نشان می دهیم، بنابراین:

P (A ) =′ P (همگی نامرغوب باشند) = (  ) =
۱۰۰
۲۵ ۴ (  ) =

۴
۱ ۴

 

۲۵۶
۱

P A =( ) ۱ − P A =( ′) ۱ −  =
۲۵۶

۱
 

۲۵۶
۲۵۵

گزینه 3
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قرار است فقط یکی از 4 موش انتخاب شده سفید باشد پس باید یک موش از بین 3 موشِ سفید و 3 موش از بین 5 موشِ سیاه انتخاب شود.

n A =   = ۳ × ۱۰ = ۳۰( ) (
۳
۱ ) (

۵
۳)

n S =  =  = ۷۰( ) (
۸
۴)

۴!۴!
۸!

P A =  =  =  ( )
n S( )
n A( )

۷۰
۳۰

۷
۳

گزینه 1 17

گروه خونی افراد، یک متغیر کیفی اسمی است.

www.konkur.in

forum.konkur.in
@jozveh_nub



6/33لرنیتو 1399

گزینه 4

گام اول

گام دوم

18

الف) یک عدد در صورتی بر 6 بخش پذیر است که هر بر 2 و هم بر 3 بخش پذیر باشد.

ب) عددی بر 3 بخش پذیر است که مجموع ارقامش بر 3 بخش پذیر باشد. چون  پس عدد ساخته شده حتماً بر 3 بخش پذیر است.

ج) عددی بر 2 بخش پذیر است که رقم یکانش زوج باشد یعنی 2 یا صفر. چون یکی از ارقام صفر است، در یک حالت یکان را صفر و در حالت دیگری یکان را 2 در نظر می گیریم.

۰ + ۱ + ۲ + ۳ = ۶

بنابراین احتمال خواسته شده برابر است با:

 ⇒ n A = ۶ + ۴ = ۱۰
یکان صفر : ۳ × ۲ × ۱ × ۱ = ۶
یکان دو : ۲ × ۲ × ۱ × ۱ = ۴ } ( )

n S = ۳ × ۳ × ۲ × ۱ = ۱۸( )

P A =( )  =
n S( )
n A( )

 =
۱۸
۱۰

 

۹
۵

گزینه 2
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. الف) تعداد کلمات ساخته شده با  حرف که  حرف از آن ها تکراری باشد برابر است با 

ب) برای حل تست از روش دسته بندی استفاده می کنیم. یعنی حروفی که قرار است کنار هم باشند را در یک دسته قرار می دهیم و به عنوان یک حرف جدید در نظر می گیریم. به

این صورت:

پس پیشامد مطلوب تعداد کلمات ساخته شده با 4 حرف است.

nm 

m!
n!

TXI
یک حرف

 AAA

 

n S =  = ۱۲۰( )
۳!
۶!

n A = ۴!( )

P A =  =  =  =( )
n S( )
n A( )

۱۲۰
۴!

۱۲۰
۲۴

۵
۱

گزینه 2 20

اگر مهره های سفید و سیاه را باتوجه به شماره های آن ها با  تا  و  تا  نمایش دهیم، فضای نمونۀ آزمایش موردنظر برابر است با:

و پیشامد مطلوب عبارت است از:

ω۱ω  ۵b  ۱b  ۵

S = (ω ,ω  ), (ω  ,ω  ), (b  , b  ), (b  , b  ), (ω  , b  ), (ω  , b  ), (ω  , b  ), (ω  , b  ), (ω  , b  ){ ۱ ۵ ۲ ۴ ۱ ۵ ۲ ۴ ۱ ۵ ۲ ۴ ۳ ۳ ۴ ۲ ۵ ۱ }

A = (ω  ,ω  ), (ω  ,ω  ), (b  , b  ), (b  , b  ){ ۱ ۵ ۲ ۴ ۱ ۵ ۲ ۴ }

احتمال موردنظر : P (A) =  =
n(S)
n(A)

 

۹
۴

گزینه 3 21

ازآنجایی که نوع آلایندگی هوا می تواند به صورت آلایندگی مونوکسید کربن، دی اکسید کربن و غیره باشد، پس کیفی اسمی است. توجه کنید در این سؤال میزان آلایندگی هوا که

کمّی پیوسته می باشد، سؤال نشده است.
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گزینه 2 22

+

هر دو سفید

 ×  

 (
۸
۲)

 (
۵
۲)

 (
۶
۲)

 (
۴
۲)

 =

هر دو سیاه

  ×  

 (
۸
۲)

 (
۳
۲)

 (
۶
۲)

 (
۲
۲)

=
۲۸ × ۱۵
۶۰ + ۳

 =
۲۰
۳

۱۰۰
۱۵

گزینه 3 23

می دانیم هر سکه دو حالت دارد پس احتمال ظاهر شدن هریک از حالت ها برابر  است، همچنین در پرتاب یک تاس، با احتمال  عدد ظاهرشده مضرب 3 خواهد بود.

باتوجه به  صورت سؤال اگر در پرتاب سکه "رو" بیاید، تاس می ریزیم و اگر "پشت" بیاید، دوباره سکه پرتاب می کنیم. می خواهیم حداکثر در پرتاب سوم سکه، عدد تاس مضرب 3

باشد؛ بنابراین باید یکی از سه حالت زیر اتفاق بیفتد:

حالت اول: در اولین پرتاب سکه، "رو" بیاید و با پرتاب تاس، عدد ظاهرشده مضرب 3 باشد.

حالت دوم: در اولین پرتاب سکه، "پشت" و در دومین پرتاب سکه، "رو" بیاید و با پرتاب تاس، مضرب 3 ظاهر شود.

حالت سوم: در اولین و دومین پرتاب سکه، "پشت" و در سومین پرتاب سکه، "رو" بیاید سپس با پرتاب تاس، مضرب 3 ظاهر شود.

بنابراین داریم:

 

۲
۱

 

۶
۲

P (x = ۱) =  × 

۲
۱
رو

 = 

۶
۲

۳ مضرب

 

۶
۱

P (x = ۲) =  × 

۲
۱

پشت

 × 

۲
۱
رو

 = 

۶
۲

۳ مضرب

 

۱۲
۱

P (x = ۳) =  × 

۲
۱

پشت

 × 

۲
۱

پشت

 × 

۲
۱
رو

 = 

۶
۲

۳ مضرب

 

۲۴
۱

P (x ≤ ۳) = P (x = ۱) + P (x = ۲) + P (x = ۳) =  +
۶
۱

 +
۱۲
۱

 =
۲۴
۱

 =
۲۴

۴ + ۲ + ۱
 

۲۴
۷

گزینه 1 24

تعداد حالت های فضای نمونه ای برابر  است. برای اینکه شماره های زوج و فرد، یک  درمیان قرار گیرند، داریم:

ولی چون می توان ابتدا با عدد فرد شروع کرد، پس تعداد اعضای پیشامد موردنظر برابر است با:

n(S) = ۶!

n(A) = ۲ × ۳! × ۳!

P (A) =  =  = ۰/۱
۶!

۲ × ۳! × ۳!
۱۰
۱
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الف) 5 مهره با شماره های 1 تا 5 داریم. از میان 5 مهره، 3 مهر دارای شمارۀ فرد و 2 مهره دارای شمارۀ زوج هستند. پیشامد مورد نظر خارج نشدن دو مهره با شمارۀ فرد به صورت

متوالی است. بنابراین مهره ها باید به صورت یک در میان زوج و فرد خارج شوند و چون تعداد مهره ها به شماره های فرد یکی بیشتر است پس تنها حالت ممکن چنین می شود:

ب) احتمال پیشامد  را می توان از رابطۀ زیر محاسبه کرد:

A پیشامد : ,فرد ,زوج ,فرد ,زوج فرد

A

P A =( )  

n S( )
n A( )

فضای حالت به صورت تمام حالت هایی که 5 شماره می توانند به صورت پشت سر هم قرار گیرند تعریف می شود پس:

بنابراین:

n S =( ) ۵! = ۱۲۰

A : ,فرد ,زوج ,فرد ,زوج فرد

n A =( ) ۳ × ۲ × ۲ × ۱ × ۱ = ۱۲

P A =( )  =
n S( )
n A( )

 =
۱۲۰
۱۲

 =
۱۰
۱

۰  ۱/

گزینه 3
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الف) تعداد کل حالت ها  در پرتاب دو تاس برابر 36 است.

ب) مجموع اعداد ظاهر شده در پرتاب دو تاس عددی بین 2 و 12 خواهد بود. بنابراین پیشامد مورد نظر شامل حالت هایی می شود که جمع دو تاس برابر 4، 8 یا 12 است.

ج) احتمال پیشامد  را می توان از رابطه زیر محاسبه کرد.

(n(S))

A

P A =( )  

n S( )
n A( )

حالت هایی که مجموع دو تاس برابر 4، 8 یا 12 شود را مشخص می کنیم:

بنابراین  و  و داریم:

مجموع دو تاس برابر۴ : ۱, ۳ , ۲, ۲ , ۳, ۱( ) ( ) ( )

مجموع دو تاس برابر۸ : ۲, ۶ , ۳, ۵ , ۴, ۴ , ۵, ۳ , ۶, ۲( ) ( ) ( ) ( ) ( )

مجموع دو تاس برابر۱۲ : ۶, ۶( )

n A =( ) ۹n S =( ) ۳۶

P A =( )  =
n S( )
n A( )

 =
۳۶
۹

 

۴
۱
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الف) به واژۀ حداقل در صورت تست توجه کنید. این واژه نقش تع�ن کننده ای در حل تست دارد. وقتی قرار است حداقل یک مهره از 3 مهرۀ انتخاب شده، آبی باشد یعنی تعداد

مهره های آبی می تواند یکی، دو تا یا سه تا باشد.

ب) اگر پیشامد  را انتخاب حداقل یک مهرۀ آبی تعریف کنیم آن گاه پیشامد  انتخاب نشدن مهرۀ آبی یا انتخاب هر سه مهره از میان مهره های قرمز و سفید را بیان می کند.

این تست را می توان با احتمال پیشامد متمم نیز حل کرد.

AA′

P A =( ) ۱ − P A( ′)

روش اول:

فضای نمونه ای شامل انتخاب 3 مهره از میان 9 مهرۀ موجود است. بنابراین

روش دوم:

با استفاده از احتمال پیشامد متمم داریم:

P (حداقل یک مهرۀ آبی) = P (یک مهرۀ آبی) + P (دو مهرۀ آبی) + P (سه مهرۀ آبی)

=  +
 (

۹
۳)

  (
۴
۱ ) (

۵
۲)

 +
 (

۹
۳)

  (
۴
۲) (

۵
۱ )

 =
 (

۹
۳)

 (
۴
۳)

 =
۸۴

۴۰ + ۳۰ + ۴
 =

۸۴
۷۴

 

۴۲
۳۷

P A =( ′) P (مهرۀ آبی نداشته باشیم) =  =
 (

۹
۳)

 (
۵
۳)

 

۸۴
۱۰

P A =( ) ۱ − P A =( ′) ۱ −  =
۸۴
۱۰

 =
۸۴
۷۴

 

۴۲
۳۷

گزینه 4 28

) پیشامد خارج شدن سه مهرۀ همرنگ خواهد بود. پیشامد  را خارج شدن حداکثر 2 مهرۀ همرنگ تعریف می کنیم؛ بنابراین متمم آن (

بنابراین احتمال اینکه حداکثر 2 مهره از مهره های خارج شده، همرنگ باشند برابر است با:

AA′

P A =( ′) P (هر سه مهره همرنگ) =  =
 (

۱۲
۳)

 +  +  (
۵
۳) (

۴
۳) (

۳
۳)

 =
۲۲۰

۱۰ + ۴ + ۱
 

۲۲۰
۱۵

P A =( ) ۱ −  =
۲۲۰
۱۵

 =
۲۲۰
۲۰۵

 

۴۴
۴۱
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عددی مضرب 42 است که هم بر 6 و هم بر 7 بخش پذیر باشد. اگر پیشامد بخش پذیر بودن عدد انتخاب شده بر 6 را با  و بخش پذیر بودن آن بر 7 را با  نشان دهیم، هدف

محاسبۀ  است.

تعداد اعضای فضای نمونه ای برابر است با:

تعداد اعداد بخش پذیر بر 6 برابر است با:

بنابراین داریم:

تعداد اعداد بخش پذیر بر 7 برابر است با:

بنابراین داریم:

تعداد اعداد بخش پذیر بر 42 برابر  است:

بنابراین:

AB

P A ∪ B −( ) P A ∩ B( )

n S =( ) ۳۰۰ − ۵۱ + ۱ = ۲۵۰

n A =( )  −[
۶

۳۰۰
]  =[

۶
۵۰

] ۵۰ − ۸ = ۴۲

P A =( )  =
n(S)
n(A)

 

۲۵۰
۴۲

n B =( )  −[
۷

۳۰۰
]  =[

۷
۵۰

] ۴۲ − ۷ = ۳۵

P B =( )  =
n(S)
n(B)

 

۲۵۰
۳۵

n A ∩ B( )

n A ∩ B =( )  −[
۴۲
۳۰۰

]  =[
۴۲
۵۰

] ۷ − ۱ = ۶

P A ∩ B =( )  =
n(S)

n(A ∩ B)
 

۲۵۰
۶

⇒ P A ∪ B −( ) P A ∩ B =( ) P A +( ) P B −( ) P A ∩ B −( ) P A ∩ B( )

= P A +( ) P B −( ) ۲P A ∩ B =( )  +
۲۵۰
۴۲

 −
۲۵۰
۳۵

 =
۲۵۰
۱۲

 =
۲۵۰
۶۵

 =
۵۰
۱۳

۰/۲۶

گزینه 3 30

P کل=  P مهره قرمز، ۲ مهره سفید، ۱ مهره سیاه) ۱) + P مهره قرمز، ۳ مهره سفید) ۱)

=  +
 (

۱۴
۴ )

   (
۲
۱) (

۷
۲) (

۵
۱ )

 =
 (

۱۴
۴ )

  (
۲
۱) (

۷
۳)

 

 

۴! × ۱۰!
۱۴!

۲ ×  × ۵ + ۲ ×  

۲
۷ × ۶

۳! × ۴!
۷!

=  

 

۴ × ۳ × ۲
۱۴ × ۱۳ × ۱۲ × ۱۱

۷ × ۶ × ۵ + ۲ ×  

۳ × ۲
۷ × ۶ × ۵

P کل=   =
۷ × ۱۳ × ۱۱
۲۱۰ + ۷۰

 =
۱۳ × ۱۱

۴۰
 

۱۴۳
۴۰
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به طور کلی  مهره در جعبه وجود دارد که دو تا از آن بیرون می آوریم. همرنگ بودن دو مهره یعنی یا هر دو سفید، یا هر دو سیاه و یا هر دو قرمز باشند.

احتمال همرنگ نبودن را خواسته اند پس می توان از احتمال پیشامد متمم استفاده کرد.

۳ + ۲ + ۵ = ۱۰

پیشامد متمم به صورت احتمال همرنگ بودن دو مهره خواهد بود، یعنی:

P (همرنگ بودن) = P (هر دو سفید) + P (هردو سیاه) + P (هردو قرمز)

=  + +  =  +  +  =  

 (
۱۰
۲)

 (
۳
۲)

(
۱۰
۲)

 (
۲
۲)

 (
۱۰
۲)

 (
۵
۲)

۴۵
۳

۴۵
۱

۴۵
۱۰

۴۵
۱۴

P (غیرهمرنگ بودن) = ۱ − P (دو مهره همرنگ) = ۱ −  =
۴۵
۱۴

 

۴۵
۳۱
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.( Aاز میان 3 مهرۀ انتخاب شده، فقط یکی سفید است؛ یعنی یک مهره از بین 4 مهرۀ سفید و 2 مهره از بین مهره های سیاه و قرمز انتخاب شود (پیشامد 

انتخاب 3 مهره از بین 9 مهره:  

انتخاب یک مهره از بین 4 مهرۀ سفید:  

انتخاب دو مهره از مهره های سیاه و قرمز:  

بنابراین احتمال اینکه فقط یکی از مهره ها سفید باشد برابر است با:

(
۹
۳)

(
۴
۱)

(
۵
۲)

n A =( )  ×(
۴
۱ )  =(

۵
۲) ۴ × ۱۰ = ۴۰

n S =( )  =(
۹
۳)  =

۳! × ۶!
۹!

 =
۶ × ۶!

۹ × ۸ × ۷ × ۶!
۸۴

P A =( )  =
n S( )
n A( )

 =
۸۴
۴۰

 

۲۱
۱۰

گزینه 2 33

پیشامد  را رو شدن دو عدد متوالی تعریف می کنیم، تمام حالت های ممکن به صورت زیر است:

تعداد حالت های مطلوب برابر 10 و تعداد کل حالت ها برابر 36 است؛ بنابراین احتمال پیشامد  برابر می شود با:

A

A = ۱, ۲ , ۲, ۱ , ۲, ۳ , ۳, ۲ , ۳, ۴ , ۴, ۳ , ۴, ۵ , ۵, ۴ , ۵, ۶ , ۶, ۵{( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )}

A

P A =( )  =
n S( )
n A( )

 =
۳۶
۱۰

 

۱۸
۵

گزینه 2 34

n(A) = (۱, ۲, ۳)(۲, ۳, ۴)(۱, ۳, ۵)(۳, ۴, ۵) ⇒ n(A) = ۴ , n(S) =  = ۱۰{ } (
۵
۳)

⇒ P =  =  

n(S)
n(A)

۱۰
۴
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گزینه 3 35

P  (دو مهرۀ همرنگ) = P (دو مهرۀ سفید و یک مهرۀ غیر از سفید) + P (دو مهرۀ سیاه و یک مهرۀ غیر از سیاه) + P (دو مهرۀ قرمز و یک مهرۀ غیر از قرمز)

=  =  =  

 (
۱۰
۳)

  +   +   (
۵
۲) (

۵
۱ ) (

۳
۲) (

۷
۱ ) (

۲
۲) (

۸
۱ )

۱۲۰
۵۰ + ۲۱ + ۸

۱۲۰
۷۹

گزینه 2

گام اول

گام دوم

36

برای اینکه رنگ مهره های خارج شده متفاوت باشد باید از هر رنگ یک مهره انتخاب کنیم.

n(S) =  =(
۱۲
۳)  =

۳! × ۹!
۱۲!

 =
۶

۱۲ × ۱۱ × ۱۰
۲۲۰

n(A) =  ×(
۵
۱ )  ×(

۴
۱ )  =(

۳
۱ ) ۵ × ۴ × ۳ = ۶۰

P (A) =  =
n(S)
n(A)

 =
۲۲۰
۶۰

 =
۲۲
۶

 

۱۱
۳

گزینه 2 37

برای اینکه مجموع مضرب 3 باشد، باید 3، 6، 9 یا 12 باشد.

پس در کل 12 حالت داریم که احتمال آن برابر با  است.

مجموعحالت ها

(۱, ۲), (۲, ۱)۳

(۱, ۵), (۲, ۴), (۳, ۳), (۴, ۲), (۵, ۱)۶

(۳, ۶), (۴, ۵), (۵, ۴), (۶, ۳)۹

(۶, ۶)۱۲

P (A) =  =
n(S)
n(A)

 =
۶۲
۱۲

 =
۳۶
۱۲

 

۳
۱

گزینه 1 38

مجموع باید 4، 8 یا 12 باشد:

۴ مجموع : (۱, ۳), (۲, ۲), (۳, ۱)

۸ مجموع : (۲, ۶), (۳, ۵), (۴, ۴), (۵, ۳), (۶, ۲)

۱۲ مجموع : (۶, ۶)

P (A) =  =
۳۶
۹

 

۴
۱

گزینه 4 39

۱۲ اگر مهره ای را از ظرف آخر برداریم به احتمال  متعلق به ظرف اول است.  پس با قانون احتمال کل داریم:
۷

P (مهره سفید)  ⇒{
مهره از ظرف اول  ⇒    ۱۲

۷ احتمال سفید بودن
۲۴
۶

مهره از ظرف دوم ⇒    ۱۲
۵ احتمال سفید بودن

۱۸
۳

P (مهره سفید) =  ×
۱۲
۷

 +
۲۴
۶

 ×
۱۲
۵

 =
۱۸
۳

 

۱۴۴
۳۱
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گزینه 1 40

احتمال خواسته شده را به صورت زیر مرحله به مرحله بررسی می کنیم:

P (A) = اگر مهرۀ خارج شده از ظرف اول سفید باشد × احتمال حداقل یک مهرۀ سفید
+ اگر مهره خارج شده از ظرف اول سیاه باشد × احتمال حداقل یک مهرۀ سفید

P (A) =  ×  +  ×  

۹
۶

 (
۱۰
۲)

 +   (
۵
۲) (

۵
۱ ) (

۵
۱ )

۹
۳

 (
۱۰
۲)

 +   (
۴
۲) (

۴
۱ ) (

۶
۱)

=  × +  ×  =  =  =  =
۳
۲

۴۵
۱۰ + ۲۵

۳
۱

۴۵
۶ + ۲۴

۳ × ۴۵
۲ × ۳۵ + ۱ × ۳۰

۳ × ۴۵
۷۰ + ۳۰

۳ × ۴۵
۱۰۰

۲۷
۲۰

گزینه 2 41

شکل نمودار درختی مسئله به صورت زیر است:

احتمال خواسته شده عبارت است از:

P (A) =  ×  +  ×  +  ×  

۳
۱

 (
۹
۲)

۰
۳
۱

 (
۹
۲)

 (
۹
۲)

۳
۱

 (
۹
۲)

 +   (
۵
۲) (

۴
۱ ) (

۵
۱ )

= ۰ +  +  ×  =  +  ×  =  × (۱ +  ) =  ×  =  

۳
۱

۳
۱

۳۶
۱۰ + ۲۰

۳
۱

۳
۱

۳۶
۳۰

۳
۱

۶
۵

۳
۱

۶
۱۱

۱۸
۱۱

گزینه 2

گام اول

گام دوم

42

هر دانشجوی سال اول با احتمال  دختر است و با احتمال  پسر است. هر دانشجوی دختر با احتمال  تمام واحدهای درسی خود را گذرانده و با احتمال 

درس افتاده دارد. همچنین هر دانشجوی پسر با احتمال  تمام واحدهای درسی خود را گذرانده و با احتمال  درس افتاده دارد.

۰/۵۵۰/۴۵۰/۶۰/۶
۰/۶۴۰/۳۶

با استفاده از نمودار درختی می توان احتمال این که هر دانشجو تمام واحد درسی خود را گذرانده باشد، را حساب کرد:

بنابراین  درصد از دانشجویان تمام واحدهای درسی را گذرانده اند.

P (گذراندن تمام واحدها) = P (پسر و گذراندن تمام واحدها) + P (دختر و گذراندن تمام واحدها)

= ۰  ۴۵ × ۰  ۶۴ +( / / ) ۰  ۵۵ × ۰  ۶ =( / / ) ۰  ۶۱۸/

۶۱/۸
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گزینه 1

گام اول

گام دوم

43

الف) هر یک از کارگران کارگاه می توانند واکسن زده باشند یا واکسن نزده باشند. احتمال این که کارگری واکسن زده باشد  و احتمال این که واکسن نزده باشد 

است.

ب) هر فرد واکسن زده با احتمال بیماری مسری را می گیرد و با احتمال  بیمار نمی شود.

ج) هر فردی که واکسن نزده باشد با احتمال  بیماری مسری را می گیرد و با احتمال  بیمار نمی شود.

 

۵
۲

۱ −  =
۵
۲

 

۵
۳

۰/۰۲۵۱ − ۰  ۰۲۵ =/ ۰ ۹۷۵/

۰/۲۱ − ۰  ۲ =/ ۰ ۸/

با استفاده از نمودار درختی احتمال این که یک کارگر به بیماری مسری مبتلا شود را محاسبه می کنیم.

P (انتقال بیماری به کارگر) = P (انتقال به واکسن زده) + P (انتقال به واکسن نزده)

=  × ۰  ۰۲۵ +(
۵
۲

/ )  × ۰  ۲ =(
۵
۳

/ ) ۰  ۰۱ +/ ۰  ۱۲ =/ ۰  ۱۳/

گزینه 2

گام اول

گام دوم

44

فرد انتخاب شده با احتمال مرد و با احتمال  زن است.

هر مرد با احتمال  دفترچه دارد و با احتمال  دفترچه ندارد. همچنین هر زن با احتمال  دفترچه دارد و با احتمال  دفترچه ندارد.

۰/۵۴۰/۴۶
۰/۶۱ − ۰  ۶ =/ ۰ ۴/۰/۷۵۰/۲۵

با رسم یک نمودار درختی می توان احتمال دفترچه دار بودن فرد انتخاب شده را محاسبه کرد. 

حالت مطلوب می تواند به صورت مردی با دفترچه باشد یا یک زن با دفترچه، پس:

P (دفترچه دار بودن) = P (مرد با دفترچه) + P (زن با دفترچه)

= (۰/۵۴ × ۰/۶) + (۰/۴۶ × ۰/۷۵) = ۰/۳۲۴ + ۰/۳۴۵ = ۰/۶۶۹
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گزینه 3

گام اول

گام دوم

45

کارت اول می تواند سفید یا سبز باشد و کارت دوم هم می تواند سفید یا سبز باشد. حالت دلخواه همرنگ بودن دو کارت است یعنی هر دو سبز یا هر دو سفید. دقت کنید که

۳کارت ها بدون جای گذاری بیرون آورده می شوند و کل کارت های موجود برابر است با:  + ۴ = ۷

با استفاده از نمودار درختی احتمال همرنگ بودن دو کارت را محاسبه می کنیم.

P (همرنگ بودن) = P (هردو سفید) + P (هردو سبز) =  ×  +(
۷
۳

۶
۲

)  ×  =(
۷
۴

۶
۳

)  +
۷
۱

 =
۷
۲

 

۷
۳

گزینه 1

گام اول

گام دوم

46

الف) احتمال انتخاب هر یک از جعبه ها برابر  است.

ب) احتمال سفید بودن دو مهره خارج شده از هر یک از جعبه ها را تع�ن کرده و با استفاده از نمودار درختی احتمال کل را محاسبه می کنیم.

 ۲
۱

P (هر دو مهره سفید) = P (جعبۀ اول و سفید) + P (جعبۀ دوم و سفید)

=  ×  +(
۲
۱

۲۱
۶

)  ×  =(
۲
۱

۳۶
۳

)  

۱۶۸
۳۱
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گزینه 1 47

دقت کنید که چون می خواهیم احتمال آن را بیابیم که 2 مهره از 4 مهرۀ انتخابی سفید باشد بنابراین باید 2 مهرۀ دیگر سیاه باشند و چون سه ظرف داریم، احتمال انتخاب هریک از

3 ظرف  است. احتمال آنکه از هر ظرف 2 مهرۀ سیاه و 2 مهرۀ سفید خارج شود را پیدا می کنیم:

توجه کنید:

 

۳
۱

⇒ P (E) =  (  +
۳
۱

۱۲۶
۶۰

 +
۱۲۶
۴۵

 ) =
۱۲۶
۴۵

 ×
۳
۱

 =
۱۲۶
۱۵۰

 =
۱۲۶
۵۰

 

۶۳
۲۵

=(
n
۲)  ⇒

۲
n(n − ۱)

  

⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧

=  = ۱۵(
۶
۲)

۲
۶ × ۵

 =  = ۱۰(
۵
۲)

۲
۵ × ۴

گزینه 3

گام اول

گام دوم

48

الف) مهره اول خارج شده می تواند سفید یا سیاه باشد. احتمال سفیدبودن مهرۀ دوم بر اساس حالت مهرۀ اول قابل محاسبه است.

ب) از نگاهی دیگر، چون رنگ مهرۀ اول را نمی دانیم فرض می کنیم هنوز مهره ای خارج نشده و احتمال سفیدبودن مهرۀ دوم را محاسبه می کنیم.

روش اول:

بنابراین داریم:

روش دوم:

بدون توجه به رنگ مهرۀ اول و با فرض اینکه هنوز مهره ای خارج نشده، احتمال سفیدبودن رنگ مهرۀ دوم برابر  است.

P  دو مهرۀ سفید =( )  ×  +(
۱۵
۶

۱۴
۵

)  ×  =(
۱۵
۹

۱۴
۶

)  =
۲۱۰

۳۰ + ۵۴
 =

۲۱۰
۸۴

 

۵
۲

 

۵
۲
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گزینه 2

گام اول

گام دوم

49

فرد تحصیل کرده می تواند زن با تحصیلات دانشگاهی یا مرد با تحصیلات دانشگاهی باشد. برای حل سؤال از قانون احتمال کل (نمودار درختی) استفاده می کنیم.

P (تحصیلات دانشگاهی) = (۰/۶ × ۰/۱۸) + (۰/۴ × ۰/۱۲) = ۰/۱۰۸ + ۰/۰۴۸

= ۰/۱۵۶ ⇒ P (تحصیلات دانشگاهی) = %۱۵/۶

گزینه 2 50

راه حل اول:

باتوجه به آنکه رنگ مهرۀ اولی که از جعبه خارج شده، مشاهده نشده است، مثل این است که مهره ای خارج نشده، پس احتمال خروج مهرۀ سفید در انتخاب دوم 

است.

راه حل دوم:

پیشامد سفید بودن کارت اول: 

پیشامد سیاه بودن کارت اول: 

پیشامد سفیدبودن کارت دوم: 

 =
۱۰
۶

۰/۶

B

B′

A

P (A) = P (B)P (A∣B) + P (B )P (A∣B ) =  × +  ×  

′ ′

۱۰
۶

۹
۵

۱۰
۴

۹
۶

=  = ۰/۶
۹۰
۵۴

گزینه 2 51

Aفرض کنید  پیشامد برنده شدن بهروز باشد، پس:

P A =  × ۰/۷ +  × ۰/۸ +  × ۰/۹( )
۱۸
۵

۱۸
۷

۱۸
۶

=  + +  =  =  

۱۸۰
۳۵

۱۸۰
۵۶

۱۸۰
۵۴

۱۸۰
۱۴۵

۳۶
۲۹
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گزینه 2 52

در جعبۀ جدید در کل 12 لامپ وجود دارد. حال اگر لامپی از جعبۀ جدید انتخاب کنیم، احتمال اینکه به  ترتیب متعلق به جعبۀ اول و دوم باشد برابر  و  است. همچنین

احتمال معیوب بودن لامپ جعبۀ اول و دوم برابر  و  است. فرض کنید  پیشامد معیوب بودن لامپ جعبۀ جدید باشد، پس:

 

۱۲
۵

 

۱۲
۷

 

۲۰
۴

 

۱۲
۳

A

P A =( )  ×
۱۲
۵

 +
۲۰
۴

 ×
۱۲
۷

 =
۱۲
۳

 +
۱۲
۱

 =
۴۸
۷

 

۴۸
۱۱

گزینه 2

گام اول

گام دوم

53

الف) هر فرزند پسر با احتمال  بیماری ارثی از والدینش دریافت می کند و با احتمال  دریافت نمی کند و سالم است. به همین ترتیب هر فرزند دختر با احتمال  بیماری

ارثی دریافت می کند و با احتمال  دریافت نمی کند و سالم است.

ب) به کلمه ندارد دقت کنید. احتمال سالم بودن فرزند به دنیا آمده را باید حساب کرد.

۰/۱۰/۹۰/۰۶
۰/۹۴

هر فرزند به دنیا آمده با احتمال  دختر و با احتمال  پسر است. دو حالت مطلوب وجود دارد: فرزند پسر و سالم باشد یا فرزند دختر و سالم باشد. با استفاده از نمودار درختی

احتمال خواسته شده را محاسبه می کنیم.

 ۲
۱

 ۲
۱

P (سالم بودن فرزند) = P (دختر و سالم) + P (پسر و سالم) =  × ۰/۹۴ +(
۲
۱

)  × ۰/۹ =(
۲
۱

) ۰  ۴۷ +/ ۰  ۴۵ =/ ۰  ۹۲ =/ %۹۲

گزینه 4 54

با حذف داده ها، میانگین تغ�ری نکرد، بنابراین برای محاسبۀ واریانس داده های باقی مانده، کافی است جملات مربوط به داده های ناجور را از واریانس حذف کنیم:

میانگین داده ها با حذف داده های ناجور : =x̄  =
۲۵ − ۴

۲۵ × ۳۰ − (۵۰ + ۴۵ + ۱۵ + ۱۰)
 =

۲۱
۷۵۰ − ۱۲۰

 =
۲۱

۶۳۰
۳۰

σ = (۸) = ۶۴ ⇒ (σ ) =  

۲ ۲ ′ ۲

۲۵ − ۴
۶۴ × ۲۵ − [(۱۰ − ۳۰) + (۱۵ − ۳۰) + (۴۵ − ۳۰) + (۵۰ − ۳۰) ]۲ ۲ ۲ ۲

=  =  = ۱۶/۶۶
۲۱

۱۶۰۰ − ۱۲۵۰
۲۱

۳۵۰
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گزینه 4 55

انحراف معیار و میانگین داده های اولیه را به ترتیب با  و  نشان می دهیم، در این صورت ضریب تغ�رات این داده ها برابر می شود با:

برای محاسبۀ ضریب تغ�رات داده های جدید داریم:

، پس: می دانیم 

، پس نسبت ضریب تغ�رات داده های جدید به ضریب تغ�رات داده های اولیه، برابر است با: باتوجه به فرض سؤال 

σxx̄

CV  =x  (∗)
x̄
σ  x

CV  =(۲x+۳)  

 ۲x + ۳
σ  (۲x+۳)

  {
 = a + bax + b x̄

σ  = ∣a∣σ  ax+b x

CV  =(۲x+۳)  (∗∗)
۲ + ۳x̄

۲σ  x

(∗),(∗∗)
 =

CV  x

CV  (۲x+۳)
 =

 

x̄
σ  x

 

۲ + ۳x̄
۲σ  x

 

۲ + ۳x̄
۲x̄

=x̄ ۱۲

 =
۲ × ۱۲ + ۳

۲ × ۱۲
 =

۲۷
۲۴

 

۹
۸

گزینه 3 56

رابطۀ احتمال اجتماع را به صورت زیر می نویسیم:

همچنین چون  و  مستقل اند، پس:

بنابراین:

. باتوجه به اینکه  است، پس 

P (A ∪ B) = P (A) + P (B) − P (A ∩ B)

⇒ ۰/۶ = P (A) + P (B) − ۰/۱ ⇒ P (A) + P (B) = ۰/۷

AB

P (A ∩ B) = P (A).P (B) ⇒ P (A).P (B) = ۰/۱ ⇒ P (A) =  

P (B)
۰/۱

P (A) + P (B) = ۰/۷ ⇒  + P (B) = ۰/۷ ⇒ P (B) − ۰/۷P (B) + ۰/۱ = ۰
P (B)
۰/۱ ۲

P (B) =  =  ⇒ P (B) = ۰/۵ , ۰/۲
۲

۰/۷ ±  ۰/۴۹ − ۰/۴
۲

۰/۷ ± ۰/۳

P (B ) >′ P (B)P (B) = ۰/۲
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گزینه 2 57

راه حل اول: ابتدا میانگین را محاسبه می کنیم:

سپس انحراف معیار را به دست می آوریم:

واریانس:

حال ضریب تغ�رات را محاسبه می کنیم:

راه حل دوم: برای کمتر شدن محاسبات، عدد 8 را از همۀ داده ها کم می کنیم:

=x  =
n

x  + x  + ... + x  ۱ ۲ n
 =

۷
۵ + ۷ + ۳ × ۸ + ۲ × ۱۰

 =
۷

۱۲ + ۲۴ + ۲۰
 =

۷
۵۶

۸

σ =۲
 

n
x  − + x  − + ... + x  −( ۱ x)۲ ( ۲ x)۲ ( n x)۲

=  

۷
(۵ − ۸) + (۷ − ۸) + ۳ × ۸ − ۸ + ۲ × ۱۰ − ۸۲ ۲ ( )۲ ( )۲

=  =
۷

۹ + ۱ + ۰ + ۸
 

۷
۱۸

⇒ انحراف معیار : σ =  = 

۷
۱۸

۳   

۷
۲

CV =  =
x
σ

 =
۸

۳   

۷
۲

 ×
۸
۳

۰/۵۳۴ ≃ ۰/۲۰

−۳, −۱ , ۰ , ۰ , ۰ , ۲ , ۲

=x جدید  =
۷

۲ + ۲ − ۱ − ۳
۰

σ =۲
 =

۷
۲ × ۲ + (−۱) + (−۳)۲ ۲ ۲

 ⇒
۷
۱۸

σ = ۳   

۷
۲

=xاصلی  +x جدید ۸ = ۰ + ۸ = ۸

⇒ CV =  =
 xاصلی

σ
 ≃

۸

۳   

۷
۲

۰/۲۰

گزینه 2 58

برای محاسبۀ  به  و  نیاز است.

پس:

P (B∣A )′P (B ∩ A )′P (A )′

P (A ) =′ ۱ − P (A) = ۱ − ۰/۴ = ۰/۶

P (B ∩ A ) = P (B − A) = P (B) − P (A ∩ B) = ۰/۳ − P (A).P (B∣A)′

= ۰/۳ − ۰/۴ × ۰/۲۵ = ۰/۳ − ۰/۱ = ۰/۲

P (B∣A ) =′
 =

P (A )′
P (B ∩ A )′

 =
۰/۶
۰/۲

 

۳
۱
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گزینه 2 59

راه حل اول:

ابتدا میانگین را محاسبه می کنیم:

سپس انحراف معیار را محاسبه می کنیم:

حالت ضریب تغ�رات را به دست می آوریم:

راه حل دوم:

برای کمتر شدن محاسبات، عدد 10 را از همۀ داده ها کم می کنیم:

=x  =
n

x  + x  + ... + x  ۱ ۲ n
 =

۱۶
۵ × ۱۰ + ۴ × ۱۱ + ۷ × ۱۴

 =
۱۶

۵۰ + ۴۴ + ۹۸
 =

۱۶
۱۹۲

۱۲

واریانس  σ =۲
 

n
(x  − ) + (x  − ) + ... + (x  − )۱ x ۲

۲ x ۲
n x ۲

=  

۱۶
۵ × (۱۰ − ۱۲) + ۴ × (۱۱ − ۱۲) + ۷ × (۱۴ − ۱۲)۲ ۲ ۲

=  =
۱۶

۵ × ۴ + ۴ × ۱ + ۷ × ۴
 =

۱۶
۲۰ + ۴ + ۲۸

 =
۱۶
۵۲

 

۴
۱۳

⇒ انحراف معیار  = σ =  = 

۴
۱۳

 

۲
 ۱۳

CV =  =
x
σ

 =
۱۲

 

۲
 ۱۳

 ≃
۲۴

 ۱۳
۰/۱۵

داده ها  :  ,  ,  

تا ۵

 ۰, ۰, ..., ۰
تا ۴

 ۱, ..., ۱
تا ۷

 ۴, ۴, ...., ۴

=x کوچک  =
۱۶

۰ + ۴(۱) + ۷(۴)
 =

۱۶
۳۲

۲

σ =۲
 =

۱۶
۵(−۲) + ۴(−۱) + ۷(۲)۲ ۲ ۲

 =
۱۶
۵۲

 

۴
۱۳

⇒ σ =  = 

۴
۱۳

 

۲
 ۱۳

=x اصلی  +x کوچک ۱۰ = ۲ + ۱۰ = ۱۲

CV =  =
 x اصلی

σ
 ≃

۱۲

 

۲
 ۱۳

۰/۱۵

گزینه 3 60

، بنابراین میانگین داده های جدید همان 25 است. ازآنجاکه میانگین سه دادۀ آماری اضافه شده برابر 25 می باشد 

واریانس =  ⇒
n

(x  − )∑ i x̄ ۲

۹ =  ⇒
۱۸

(x  − )∑ i x̄ ۲

 (x  − ۲۵) = ۱۸ × ۹ = ۱۶۲
i=۱

∑
۱۸

i
۲

 = ۲۵(
۳

۲۰ + ۲۷ + ۲۸
)

σ =  =  

′۲

۲۱

 (x  − ۲۵)
i=۱
∑
۲۱

i
۲

۲۱

 (x  − ۲۵) + (۲۰ − ۲۵) + (۲۷ − ۲۵) + (۲۸ − ۲۵)
i=۱
∑
۱۸

i
۲ ۲ ۲ ۲

=  =  ≃ ۹/۵۲
۲۱

۱۶۲ + ۲۵ + ۴ + ۹
۲۱
۲۰۰
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گزینه 4 61

چون واریانس برابر صفر است نتیجه می گیریم تمام داده ها باهم برابرند و چون با افزودن 24 و 16 و 26 میانگین تغ�ر نمی کند میانگین این 3 عدد برابر یازده دادۀ قبلی است.

بنابراین باید انحراف معیار داده های زیر را حساب کنیم:

=x̄  =
۳

۲۴ + ۱۶ + ۲۶
۲۲

, ۱۶, ۲۴, ۲۶, = ۲۲
۱۱

۲۲, ..., ۲۲ x̄

σ = = ۲ 

۱۴
(۲۲ − ۱۶) + (۲۴ − ۲۲) + (۲۶ − ۲۲)۲ ۲ ۲

گزینه 4 62

نکته: واریانس داده ها را می توان از رابطۀ  به دست آورد.

اگر طول اضلاع مربع ها را  درنظر بگیریم، باتوجه به فرض سؤال داریم:

ازآنجاکه مساحت مربع ها به صورت  است، پس میانگین مساحت مربع ها برابر 234 است.

σ =۲
 −

n
Σx  i

۲
(  )

n
Σx  i ۲

xi

CV =  =
x̄
σ

۰/۲  

=۱۵x̄
σ = ۱۵ × ۰/۲ = ۳ ⇒ ۹ =  −

n
Σx  i

۲
۱۵ ⇒۲

 =
n

Σx  i
۲

۲۳۴

xi
۲

گزینه 3

گام اول

گام دوم

63

الف) فضای نمونه ای مربوط به یک خانواده دو فرزندی چهار حالت دارد. اما با توجه به اینکه می دانیم یکی از فرزندان پسر است، حالتی که هر دو فرزند دختر باشند را حذف

می کنیم.

ب) با توجه به فضای نمونه ای جدید، احتمال پیشامد خواسته شده را حساب می کنیم.

از میان 3 حالت نوشته شده فقط 2 حالت مطلوب ماست و حالتی که هر دو فرزند پسر باشد قابل قبول نیست. بنابراین احتمال این که این خانواده دارای فرزند دختر باشد برابر 

است.

S = ,پ) ,(پ ,پ) ,(د ,د) (پ , n S ={ } ( ) ۳

 

۳
۲

گزینه 2 64

داده ها را مرتب می کنیم:

) برابر میانگین دادۀ پنجم و ششم است. چون تعداد داده ها زوج است، پس میانه (

5 عدد قبل از میانه و 5 عدد بعد از آن قرار دارند، بنابراین:

پس:

۱۰/۶, ۱۰/۶, ۱۱/۲, ۱۱/۵, ۱۱/۹, ۱۲/۳, ۱۲/۷, ۱۲/۸, ۱۳/۵, ۳۰/۲

Q۲

چارک دوم(میانه) Q  =۲  =
۲

۱۱/۹ + ۱۲/۳
۱۲/۱

Q =۱ ۱۱/۲ , Q  =۳ ۱۲/۸

 =
Q  − Q  ۳ ۱

Q  + Q  − ۲Q  ۱ ۳ ۲
 =

۱۲/۸ − ۱۱/۲
۱۱/۲ + ۱۲/۸ − ۲(۱۲/۱)

 =
۱/۶

−۰/۲
−۰/۱۲۵
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گزینه 1 65

Pاحتمال قبولی در آزمون اول را  و احتمال قبولی در آزمون دوم را  فرض می کنیم. (A)P (B)

P (A) = ۰/۷ , P (B) = ۰/۶ , P (B∣A) = ۰/۸

P (B∣A) =  ⇒
P (A)

P (B ∩ A)
P (B ∩ A) = ۰/۷ × ۰/۸ = ۰/۵۶

P (A ∪ B) = P (A) + P (B) − P (A ∩ B) = ۰/۷ + ۰/۶ − ۰/۵۶
= ۱/۳ − ۰/۵۶ = ۰/۷۴

گزینه 2 66

در گروه اول  و  و در گروه دوم  و  است. برای دو گروه، ضریب تغ�رات را محاسبه می کنیم:

چون  است، پس گروه دوم بهتر است.

 =X ۱ ۸۰σ  =۱ ۵ =X ۲ ۷۲σ  =۲ ۴

CV  =۱  =
 X ۱

σ  ۱
 =

۸۰
۵

 

۱۶
۱

CV  =۲  =
 X ۲

σ  ۲
 =

۷۲
۴

 

۱۸
۱

CV  <۲ CV ۱

گزینه 4

گام اول

گام دوم
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الف) در چنین تست های احتمال شرطی بهتر است ابتدا فضای نمونه ای جدید را با توجه به شرط داده شده تعریف کنیم. می دانیم در یک خانوادۀ سه فرزندی تعداد اعضای فضای

نمونه ای  است. چون حداقل یکی از فرزندان حتماً دختر است پس حالتی که هر سه فرزند پسر باشند از فضای نمونه ای حذف می شود.

ب) پیشامد مطلوب را با توجه به فضای نمونه ای جدید تع�ن می کنیم.

۲ =۳ ۸

اگر پیشامد داشتن حداقل دو فرزند دختر را با  نشان دهیم، داریم:

n S =( ) ۸ − ۱ = ۷

A

A = ,د) ,د ,(پ ,د) ,پ ,(د ,پ) ,د ,(د ,د) ,د }(د }

n A = ۴( )

P A =  =  ( )
n S( )
n A( )

۷
۴

گزینه 4

گام اول

گام دوم

68

الف) با توجه به این که مشخص شده فرزند اول خانواده دختر است، اعضای فضای نمونه ای را در حالت جدید حساب کرده و احتمال مورد نظر را به دست می آوریم.

ب) چون گفته شده لااقل یکی از فرزندان پسر باشد، پس از دو فرزند باقی مانده یکی یا هر دو باید پسر باشد.

S = ,د) ,پ ,(پ ,د) ,پ ,(د ,د) ,د ,(پ ,د) ,د }(د }

n S =( ) ۴

A = ,د) ,پ ,(د ,د) ,د ,(پ ,د) ,پ }(پ }

n A =( ) ۳

P A =( )  =
n S( )
n A( )

 

۴
۳
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گزینه 4

گام اول

گام دوم

69

الف) به طور کلی  موش در آزمایشگاه وجود دارد. قرار است اولین موش سفید و سومین موش سیاه باشد پس موش دوم می تواند سفید یا سیاه باشد. یعنی دو

حالت داریم.

ب) این دو حالت هیچ اشتراکی با هم ندارند پس احتمال کل برابر مجموع احتمال های دو حالت تعریف می شود.

۵ + ۳ = ۸

حالت اول: موش اول سفید، موش دوم سفید، موش سوم سیاه

حالت دوم: موش اول سفید، موش دوم سیاه، موش سوم سیاه

پس احتمال خواسته شده برابر است با:

P  =۱  ×
۸
۵

 ×
۷
۴

=
۶
۳

 =
۳۳۶
۶۰

۲۸
۵

P  =۲  ×
۸
۵

 ×
۷
۳

=
۶
۲

 =
۳۳۶
۳۰

۵۶
۵

P = P  +۱ P =۲  +
۲۸
۵

 =
۵۶
۵

 =
۵۶

۱۰ + ۵
 

۵۶
۱۵

گزینه 2
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با این شرط که می دانیم یکی از فرزندان خانوادۀ سه فرزندی پسر است، فضای نمونه ای جدید را تعریف کرده و پیشامد مطلوب را از میان آن مشخص می کنیم.

در واقع حالتی که تمام فرزندان دختر باشد، حذف شده است. پس در حالت جدید داریم:

پیشامد  که داشتن دو دختر از میان سه فرزند را بیان می کند، 3 عضو دارد.

S = ,پ) ,د ,(د ,د) ,پ ,(د ,د) ,د ,(پ ,پ) ,پ ,(د ,پ) ,د ,(پ ,د) ,پ ,(پ ,پ) ,پ }(پ }

n S =( ) ۷

A

A = ,پ) ,د ,(د ,د) ,پ ,(د ,د) ,د }(پ }

n A = ۳( )

P A =  =  ( )
n S( )
n A( )

۷
۳

گزینه 3 71

، میانگین ابتدا از همۀ داده ها، 11 واحد کم می کنیم. با انجام این تغ�ر، واریانس داده ها تغ�ری نمی کند؛ بنابراین به جدول زیر می رسیم که با استفاده از رابطۀ 

داده ها را محاسبه می کنیم:

مرکز دسته 1310741

27934( فراوانی (

=x̄  

Σf  i

Σf  x  i i

(x )i

f  i

=  =  = ۷x̄
۴ + ۳ + ۹ + ۷ + ۲

۴ × ۱ + ۳ × ۴ + ۹ × ۷ + ۷ × ۱۰ + ۲ × ۱۳
۲۵
۱۷۵

واریانس : σ =  =  

۲

Σf  i

Σf  (x  − )i i x̄ ۲

۴ + ۳ + ۹ + ۷ + ۲
۴(۱ − ۷) + ۳(۴ − ۷) + ۹(۷ − ۷) + ۷(۱۰ − ۷) + ۲(۱۳ − ۷)۲ ۲ ۲ ۲ ۲

=  =  = ۱۲/۲۴
۲۵

۱۴۴ + ۲۷ + ۰ + ۶۳ + ۷۲
۲۵
۳۰۶
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گزینه 4 72

مجموع درصد فراوانی های نسبی باید برابر با 100 درصد باشد. داریم:

اگر  و  به ترتیب فراوانی نسبی و فراوانی (مطلق) دستۀ iام و n تعداد کل داده ها باشد، داریم: 

۱۵ + ۳۰ + ۲۵ + α = ۱۰۰ ⇒ α = ۳۰ درصد

F if  iF  =i  ⇒
n
f  i f  =i nF  i

میانگین =  

n
۱۲ × f  + ۱۵ × f  + ۱۸ × f  + ۲۱ × f  ۱ ۲ ۳ ۴

=  

n
۱۲ × nF  + ۱۵ × nF  + ۱۸ × nF  + ۲۱ × nF  ۱ ۲ ۳ ۴

⇒ میانگین = ۱۲ × F  + ۱۵ × F  + ۱۸ × F  + ۲۱ × F  ۱ ۲ ۳ ۴

= ۱۲ × ۰/۱۵ + ۱۵ × ۰/۳ + ۱۸ × ۰/۲۵ + ۲۱ × ۰/۳ = ۱۷/۱

گزینه 1

گام اول

گام دوم

73

الف) پیشامد داشتن تحصیلات ابتدایی را با  و پیشامد داشتن مهارت قالی بافی را با  نشان می دهیم. هدف محاسبه  است.

ب) می دانیم

ج) دو پیشامد  و  مستقل اند پس 

با محاسبه  می توان  را حساب کرد.

ABP A ∪ B( )

P A ∪ B =( ) P A +( ) P B −( ) P A ∩ B( )

ABP A ∩ B =( ) P A ×( ) P B( )

P A ∩ B( )P A ∪ B( )

P A ∩ B = P A × P B = ۰  ۶ × ۰  ۲۵ = ۰  ۱۵( ) ( ) ( ) / / /

P A ∪ B = P A + P B − P A ∩ B = ۰  ۶ + ۰  ۲۵ − ۰  ۱۵ = ۰  ۷( ) ( ) ( ) ( ) / / / /

گزینه 2 74

ابتدا توجه کنید که در هر بار پرتاب هر تاس، احتمال زوج آمدن عدد رو شده برابر  است.

سه حالت مطلوب امکان پذیر است که با توجه به مستقل بودن پرتاب تاس ها از هم، می توان نوشت:

1) در پرتاب اول، هر دو تاس زوج بیایند: 

2) در پرتاب دوم، برای اولین بار هر دو تاس زوج بیایند:

3) در پرتاب سوم، برای اولین بار هر دو تاس زوج بیایند:

چون سه حالت بالا ناسازگارند، پس:

 =
۶
۳

 

۲
۱

P  =۱  ×
۲
۱

 =
۲
۱

 

۴
۱

P  =۲   =

پرتاب اول

 (۱ −  ) 

۴
۱

 

↑
هر دو زوج

پرتاب دوم

 (  ×  )
۲
۱

۲
۱

 ×
۴
۳

 =
۴
۱

۱۶
۳

P  =۳    =

پرتاب اول

 (۱ −  ) 

۴
۱

 

↑
هر دو زوج

پرتاب دوم

 (۱ −  ) 

۴
۱

 

↑
هر دو زوج

پرتاب سوم

 (  ×  )
۲
۱

۲
۱

 ×
۴
۳

 ×
۴
۳

 =
۴
۱

 

۶۴
۹

⇒ احتمال مورد نظر : P = P  + P  + P  ۱ ۲ ۳

=  +  +  =  +  +  =  =  

۴
۱

۱۶
۳

۶۴
۹

۶۴
۱۶

۶۴
۱۲

۶۴
۹

۶۴
۱۶ + ۱۲ + ۹

۶۴
۳۷
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گزینه 2 75

چون هیچ اطلاعی از رنگ مهره های خارج شده نداریم، پس می توانیم فرض کنیم که هیچ مهره ای خارج نشده و احتمال سفید بودن این مهره را به دست آوریم:

P (سفید بودن) =  

۷
۳

گزینه 4 76

σ =  −  σ = ۴۹۰ − ۴۴۱ = ۴۹ ⇒ σ = ۷۲
n

Σx  i
۲

x̄۲ =۴ ,۴ =۸۴⇒ =۲۱P̄ x̄ x̄ x̄ ۲

CV =  =  =  ≃ ۰/۳۳
x̄
σ

۲۱
۷

۳
۱

گزینه 1 77

برای مقایسۀ دقت عمل دو دستگاه، باید ضریب تغ�رات مربوط به دو دستگاه را به دست آوریم.

چون ضریب تغ�رات دو دستگاه یکسان است؛ پس دقت عمل دو دستگاه نیز یکسان می باشد.

A دستگاه : CV  =  =  = ۰/۰۲۴A x  A

σ  A

۱۵۰
۳/۶

B دستگاه : CV  =  =  = ۰/۰۲۴B x  B

σ  B

۱۶۰
۳/۸۴

گزینه 2 78

ضریب تغ�رات نمرات آزمون هر کارگری کمتر باشد به منزلۀ آن است که دقت بیشتری دارد. 

پس دقت عمل B بیشتر است. 

=xA  =
۶

۱۵ + ۱۴ + ۱۵ + ۱۶ + ۱۷ + ۱۹
۱۶

=xB  =
۶

۱۶ + ۱۴ + ۱۷ + ۱۴ + ۱۷ + ۱۸
۱۶

σ  =A
۲

 =
۶

(−۱) + (−۲) + (−۱) + ۰ + ۱ + ۳۲ ۲ ۲ ۲ ۲ ۲
 

۳
۸

σ  =B
۲

 =
۶

۰ + (−۲) + ۱ + (−۲) + ۱ + ۲۲ ۲ ۲ ۲ ۲ ۲
 

۳
۷

σ  <B
۲ σ  ⇒A

۲ σ  <B σ   A
 =  x  A x  B CV  <B CV  A

گزینه 3 79

میانگین داده ها : =  =  = ۶x̄
n

Σx  i

۱۲
۷۲

واریانس داده ها : σ =  − =  − ۳۶ = ۴۲
n

Σx  i
۲

x̄۲
۱۲

۴۸۰

⇒ ضریب تغ�رات داده ها : CV =  =  =  

x̄
σ

۶
۲

۳
۱

گزینه 3 80

σ =۲
 −

n
Σx  i

۲
⇒x̄۲ ۵ =  −

n
Σx  i

۲
۱۲ ⇒۲

 =
n

Σx  i
۲

میانگین مساحت ها = ۱۴۹
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گزینه 1

گام اول

گام دوم

81

اگر n دادۀ  داشته باشیم، ضریب تغ�رات این داده ها به صورت زیر تعریف می شود:

که  میانگین داده هاست و داریم:

و  انحراف معیار داده هاست و داریم:

x  , ..., x  , x  n ۲ ۱

CV =  

x̄
σ

x̄

=x̄  

n
x  + x  + ... + x  ۱ ۲ n

σ

σ =۲
 

n
x  − + x  − + ... + x  −( ۱ x̄)۲ ( ۲ x̄)۲ ( n x̄)۲

ها را محاسبه کرد. با دو روش می توان ضریب تغ�رات 

روش اول:

بنابراین ضریب تغ�رات  ها برابر است با:

روش دوم:

نکتۀ 1: اگر تمام داده ها را در یک عدد ثابت ضرب کنیم آنگاه میانگین داده ها نیز در آن عدد ثابت ضرب می شود و اگر تمام داده ها با یک عدد ثابت جمع شود آنگاه میانگین

داده ها نیز با آن عدد ثابت جمع می شود.

نکتۀ 2: اگر تمام داده ها را در یک عدد ثابت ضرب کنیم آنگاه انحراف معیار داده ها نیز در آن عدد ثابت ضرب می شود و اگر تمام داده ها با یک عدد ثابت جمع شود آنگاه انحراف

معیار داده ها تغ�ری نمی کند.

ها را به دست می آوریم، سپس با توجه به دو نکتۀ بالا، میانگین و انحراف معیار  ها و در آخر ضریب تغ�رات آنها را ابتدا با استفاده از روابط گام اول، میانگین و انحراف معیار 

محاسبه می کنیم.

بنابراین:

ui

u =i ۱۲x  +i ۶ ⇒ u  =i ۱۸, ۳۰, ۴۲, ۵۴, ۶۶

=x̄  =
۵

۱۸ + ۳۰ + ۴۲ + ۵۴ + ۶۶
 =

۵
۲۱۰

۴۲

σ =۲
 =

۵
۱۸ − ۴۲ + ۳۰ − ۴۲ + ۴۲ − ۴۲ + ۵۴ − ۴۲ + ۶۶ − ۴۲( )۲ ( )۲ ( )۲ ( )۲ ( )۲

 =
۵

۵۷۶ + ۱۴۴ + ۰ + ۱۴۴ + ۵۷۶
۲۸۸

⇒ σ =  = ۱۲  ۲۸۸ ۲

ui

CV =  =
۴۲

۱۲  ۲
 ≃

۷
۲  ۲

 =
۷

۲ × ۱/۴
۰/۴

xiui

x =i ۱, ۲, ۳, ۴, ۵

=x̄  =
۵
۱۵

۳ ⇒  =x̄جدید ۱۲ +x̄ ۶ = ۱۲ ۳ +( ) ۶ = ۴۲

σ =  =  = ۲۲
۵

۱ − ۳ + ۲ − ۳ + ۳ − ۳ + ۴ − ۳ + ۵ − ۳( )۲ ( )۲ ( )۲ ( )۲ ( )۲

۵
۴ + ۱ + ۰ + ۱ + ۴

⇒ σ =  ⇒۲ σ جدید=  ۱۲σ = ۱۲  =( ۲) ۱۲  ۲

CV جدید=   =
 x̄جدید

σ جدید 
 ≃

۴۲
۱۲  ۲

 =
۷

۲ × ۱/۴
۰/۴
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گزینه 2 82

اگر داده های جامعۀ اول را با  و داده های جامعۀ دوم را با  نمایش دهیم، آنگاه داریم:

، پس واریانس کل داده ها برابر است با: باتوجه به آنکه 

و درنتیجه انحراف معیار داده ها برابر با  است.

xiyi

σ  =۱
۲

 ⇒
n  ۱

(x  − )∑ i x̄ ۲

۱۲/۶ =
۱۲

(x  − )∑ i x̄ ۲

⇒ (x  −∑ i ) =x̄ ۲ ۱۵۱/۲

σ  =۲
۲

 ⇒
n  ۲

(y  − )∑ i ȳ ۲

۷/۲ =
۲۴

(y  −  )∑ i ȳ ۲

⇒ (y  −∑ i  ) =ȳ ۲ ۱۷۲/۸

=x̄ ȳ

σ =۲
 =

n  + n  ۱ ۲

(x  − ) + (y  −  )∑ i x̄ ۲ ∑ i ȳ ۲

 =
۳۶
۳۲۴

۹

σ = ۳

گزینه 2 83

مهرۀ اول در حل مسئله تأثیری ندارد.

P (A) =  =
n(S)
n(A)

 =
 (

۱۱
۲)

  (
۵
۲)

 =
 

۲
۱۱ × ۱۰

 

۲
۵ × ۴

 

۱۱
۲

گزینه 3 84

وقتی  و  باشند،  و  نیز مستقل اند. پس:

، پس  و داریم: حال چون 

ABAB′

P A ∩ B = P A P B = ۰/۶( ) ( ) ( )

P A ∩ B = P A P B = ۰/۲( ′) ( ) ( ′)

⇒  =  =  = ۳
P A ∩ B( ′)
P A ∩ B( )

P B( ′)
P B( )

۰/۲
۰/۶

⇒ P B =( ) ۳P B , P B +( ′) ( ) P B =( ′) ۱

⇒ P B =( ′)  , P B =
۴
۱

( )  

۴
۳

P A P B =( ) ( ) ۰/۶P (A) =  

۵
۴

P A ∪ B = P A + P B − P A ∩ B( ′) ( ) ( ′) ( ′)

=  + −  =  = ۰/۸۵
۵
۴

۴
۱

۱۰
۲

۲۰
۱۷

گزینه 3 85

مطابق رابطۀ واریانس داریم:

ضریب تغ�رات =  ⇒
میانگین

انحراف معیار
CV =   

x̄
σ =۱۵x̄

CV =۰/۲
σ = ۳ ⇒ σ =۲ ۹

σ =۲
 −

n
x  + x  + ... + x  ۱

۲
۲
۲

n
۲

 x̄۲ x  =S  i
۲

i

=۱۵x̄
۹ + ۱۵ =۲

 =
n

S  + S  + ... + S  ۱ ۲ n ⇒S̄ =S̄ ۲۳۴
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گزینه 4

گام اول

گام دوم

86

الف) ضریب تغ�رات از رابطۀ  به دست می آید که  انحراف معیار و  میانگین داده ها است. می دانیم:

ب) داریم:

CV =  

x̄
σ

σx̄

=x̄  

n
x  + x  + ... + x  ۱ ۲ n

σ =۲
 −

n
x  + x  + ... + x  ۱

۲
۲
۲

n
۲

(x̄)۲

n = ۳۰
x + x  + ... + x  = ۲۴۰۱ ۲ ۳۰

x + x  + ... + x  = ۲۱۹۰۱
۲

۲
۲

۳۰
۲

با توجه به اطلاعات موجود، ابتدا میانگین و انحراف معیار داده ها را به دست آوریم:

پس ضریب تغ�رات داده ها برابر است با:

=x̄  =
۳۰
۲۴۰

۸

σ =۲
 −

۳۰
x  + x  + ... + x  ۱

۲
۲
۲

۳۰
۲

⇒(x̄)۲ σ =۲
 −

۳۰
۲۱۹۰

۸ =۲ ۷۳ − ۶۴ = ۹ ⇒ σ =  =۹ ۳

CV =  =
x̄
σ

 =
۸
۳

۰/۳۷۵

گزینه 2

گام اول

گام دوم

87

برای به دست آوردن ضریب تغ�رات در طول اضلاع این مربع ها، ابتدا انحراف معیار طول اضلاع را با  نشان داده و از رابطۀ زیر به دست می آید:

، ضریب تغ�رات را مشخص می کنیم. در این تست  و  است، پس  را محاسبه کرده و با استفاده از فرمول 

σ

σ =  −
n
x  ∑ i

۲
x۲

=x̄ ۸ =
n
x  ∑ i

۲
۶۵/۴۴σCV =  

x̄
σ

σ =  =−
n
x  ∑ i

۲
x۲

 =۶۵/۴۴ − ۸۲
 =۶۵/۴۴ − ۶۴  =۱/۴۴ ۱/۲

CV =  =
x̄
σ

 =
۸

۱/۲
۰/۱۵
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گزینه 1 88

گام اول: تعداد کل حالت های پیش آمده برابر است با:

گام دوم: حالت های مطلوب را می نویسیم:

تعداد حالت ها برابر 15تا است.

 

گام آخر: احتمال مطلوب ما برابر است با:

×(
۸
۱ )   =(

۵
۱ ) ۸ × ۵ = ۴۰

۴, ۵( )

۵, ۴ , ۵, ۵( ) ( )

۶, ۳ , ۶, ۴ , ۶, ۵( ) ( ) ( )

۷, ۲ , ۷, ۳ , ۷, ۴ , ۷, ۵( ) ( ) ( ) ( )

۸, ۱ , ۸, ۲ , ۸, ۳ , ۸, ۴ , ۸, ۵( ) ( ) ( ) ( ) ( )

P (A) =  =
۴۰
۱۵

 

۸
۳

گزینه 1 89

: پیشامد آن است که هر دو سکه رو بیاید.

: پیشامد آن است که تاس 6 بیاید.

نکته: دقت کنید که A و B دو پیشامد مستقل از یکدیگر هستند.

A

B

P (A ∪ B) = P (A) + P (B) − P (A ∩ B) =  ×
۲
۱

 +
۲
۱

 −
۶
۱

 ×
۲
۱

 ×
۲
۱

 =
۶
۱

 =
۲۴

۶ + ۴ − ۱
 =

۲۴
۹

 

۸
۳

گزینه 4 90

گام اول: احتمال هر پیشامد را حساب می کنیم:

توجه داشته باشید که دو پیشامد از هم مستقل اند، بنابراین:

P A = فقط یک سکه رو =   × (  ) =  ( ) (
۳
۱ ) ۲

۱ ۳

۸
۳

P B = تاس زوج =  ( )
۲
۱

P (مطلوب) = P (A ∪ B) = P (A) + P B − P A ∩ B =  +  −  ×  =  ( ) ( )
۲
۱

۸
۳

۲
۱

۸
۳

۱۶
۱۱

P A ∩ B =( ) P A .P B( ) ( )

گزینه 4 91

اگر پیشامد آنکه جمع عدد دو تاس بیشتر از 4 باشد را با  و پیشامد آنکه سکه رو ظاهر شود را با  نمایش دهیم، آنگاه متمم پیشامد  آن است که جمع دو تاس کمتر یا

مساوی 4 باشد. در این صورت داریم:

، مستقل از یکدیگرند، پس  است. داریم: همچنین احتمال وقوع پیشامد  برابر  است. دو پیشامد  و 

ABA

A = {(۱, ۱), (۱, ۲), (۱, ۳), (۲, ۱), (۲, ۲), (۳, ۱)}′

P (A ) =  =  =  ⇒ P (A) =  

′

n(S)
n(A )′

۳۶
۶

۶
۱

۶
۵

BP (B) =  

۲
۱

ABP (A ∩ B) =  ×
۶
۵

 =
۲
۱

 

۱۲
۵

P (A ∪ B) = P (A) + P (B) − P (A ∩ B) =  +
۶
۵

 −
۲
۱

 =
۱۲
۵

 

۱۲
۱۱
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گزینه 4 92

σ =  − ( ) = − (  ) = ۱۳۰ − ۱۲۱ = ۹ ⇒ σ = ۳۲

n
x  ∑ i

۲
x̄ ۲

۲۵
۳۲۵۰

۲۵
۲۷۵ ۲

=  , =  = ۱۱x̄
n
x  ∑ i x̄

۲۵
۲۷۵

CV =  =  = ۰/۲۷۲۷
x̄
σ

۱۱
۳

گزینه 4 93

  راه حل اول:  

دو پیشامد مستقل از یکدیگرند:

 راه حل دوم:

متمم پیشامد آنکه "حداقل یک نفر عمل موفقیت آمیز داشته باشد" آن است که "هیچ کدام عمل موفقیت آمیز نداشته باشند"، ازآنجاکه عمل جراحی  و  مستقل از هم است،

احتمال پیشامد اخیر برابر است با:  

   .  پس احتمال موردنظر سؤال، برابر می شود با 

P (A ∪ B) = P (A) + P (B) − P (A ∩ B)

= P (A) + P (B) − P (A)P (B)

= ۰/۹ + ۰/۸ − ۰/۹ × ۰/۸ = ۰/۹۸

AB

۱ − ۰/۹ ×( ) (۱ − ۰/۸) = ۰/۰۲

۱ − ۰/۰۲ = ۰/۹۸

گزینه 3 94

راه حل اول:

چون دو پیشامد  و  مستقل هستند، بنابراین داریم:

راه حل دوم:

هرگاه در مسائل احتمال لااقل یکی داشتیم از متمم استفاده می کنیم ( : احتمال اینکه هیچ کدام قبول نشوند):

AB

P (A ∪ B) = P (A) + P (B) − P (A).P (B) =  +
۱۰۰
۸۴

 −
۱۰۰
۷۵

(  ×
۱۰۰
۸۴

 ) =
۱۰۰
۷۵

۰/۹۶

C′

P (C ) =′
 ×

۱۰۰
۱۶

 =
۱۰۰
۲۵

 ⇒
۱۰۰
۴

P (C) = ۱ −  =
۱۰۰
۴

 

۱۰۰
۹۶

گزینه 1 95

 کوچک تر است، پس کارگر  دقت بیشتری دارد.

A :     ۱۲ ۱۳ ۱۴   ⇒  = ۱۴۱۵ ۱۶ x̄A

B :     ۱۱/۵ ۱۳ ۱۵/۵   ⇒  = ۱۴/۵۱۶ ۱۶/۵ x̄B

σ =۲
 , CV =

n
(x  − )∑ i x̄ ۲

 

x̄
σ

σ  =  =  =  = ۲A
۲

۵
(۱۲ − ۱۴) + (۱۳ − ۱۴) + ۰ + (۱۵ − ۱۴) + (۱۶ − ۱۴)۲ ۲ ۲ ۲

۵
۴ + ۱ + ۰ + ۱ + ۴

۵
۱۰

⇒ CV  =  A ۱۴
 ۲

σ  =  B
۲

۵
(۱۱/۵ − ۱۴/۵) + (۱۳ − ۱۴/۵) + (۱۵/۵ − ۱۴/۵) + (۱۶ − ۱۴/۵) + (۱۶/۵ − ۱۴/۵)۲ ۲ ۲ ۲ ۲

=  =  = ۳/۷ ⇒ CV  =  

۵
۹ + ۲/۲۵ + ۱ + ۲/۲۵ + ۴

۵
۱۸/۵

B ۱۴/۵
 ۳/۷

CV AA
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گزینه 4 96

بنابراین  است.

P A = ۲P B = ۲x( ) ( )

P A ∪ B =  ⇒ P A + P B −  =  ( )
۹
۷

( ) ( )

P A P B( ) ( )

 P A ∩ B( )
۹
۷

⇒ ۲x + x − ۲x x =  ⇒ ۳x − ۲x =  ( )
۹
۷ ۲

۹
۷

 ۲۷x − ۱۸x = ۷ ⇒ ۱۸x − ۲۷x + ۷ = ۰
×۹ ۲ ۲

⇒ ۳x − ۱ ۶x − ۷ =( ) ( ) ۰ ⇒    

⎩⎪
⎨
⎪⎧x =  ✓

۳
۱

x =  ×
۶
۷

P A =( ) ۲x =  

۳
۲

گزینه 3 97

گام اول: ابتدا میانگین تمام داده ها را به دست می آوریم:

گام دوم: رابطۀ دوم واریانس را برای هرکدام از دسته داده  ها می نویسیم:

گام سوم: حال واریانس تمام داده های ترکیب شده را می یابیم:

=x̄  =
۶ + ۹

۶ × ۱۲ + ۹ × ۱۴
۱۳/۲

σ  =۱
۲

 −
n
x  ∑ i

۲
 ⇒x̄۱

۲ ۶ =  −
۶
x  ∑ i

۲
۱۲ ⇒۲ x  =∑ i

۲ ۹۰۰

σ  =۲
۲

 −
n′

x  ∑ i
′۲

 ⇒x̄۲
۲ ۴ =  −

۹
x  ∑ i

′۲

۱۴ ⇒۲ x  =∑ i
′۲ ۱۸۰۰

σ =  − ⇒ σ = − ۱۳/۲ ⇒ σ = ۵/۷۶۲

n + n′

x  + x  ∑ i
۲ ∑ i

′۲

x̄۲ ۲

۱۵
۹۰۰ + ۱۸۰۰ ۲ ۲

⇒ σ = ۲/۴

گزینه 3 98

حالا با داشتن a، داده ها را مرتب می کنیم تا میانۀ آن ها را پیدا کنیم:

=x̄ ۱۳ ⇒  =
۹

a + ۷ + ۱۰ + ۱۴ + ۱۱ + ۱۶ + ۱۸ + ۹ + ۲۰
 =

۹
a + ۱۰۵

۱۳

⇒ a + ۱۰۵ = ۱۱۷ ⇒ a = ۱۲

        

۷ ۹ ۱۰ ۱۱  

میانه
۱۲ ۱۴ ۱۶ ۱۸ ۲۰

گزینه 2 99

CV =  ⇒
x̄
σ

۰/۰۶ =  ⇒
۲۵
σ

σ = ۱/۵

σ =۲ ۲/۲۵ =  −
n

x + ... + x۱
۲

n
۲

( )x̄ ۲

۲/۲۵ = میانگین مساحت ها − ۲۵۲

۲/۲۵ + ۶۲۵ = ۶۲۷/۲۵ : میانگین مساحت ها
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گزینه 4

گام اول

گام دوم

100

به طور کلی  موش در آزمایشگاه وجود دارد. پیشامد مطلوب این است که فقط یکی از موش ها دیابتی باشد. پس یک موش از بین 5 موشِ سالم و یک موش از

بین 3 موشِ دیابتی انتخاب می شود.

۵ + ۳ = ۸

n S =  =  =  =  = ۲۸( ) (
۸
۲)

۲!۶!
۸!

۲ × ۶!
۸ × ۷ × ۶!

۲
۵۶

n A =   = ۳ × ۵ = ۱۵( ) (
۳
۱ ) (

۵
۱ )

P A =  =  ( )
n S( )
n A( )

۲۸
۱۵
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مبحثدرس

نام و نام خانوادگی

f(۲xاگر  باشد، ضابطۀ  برابر با کدام است؟1 − ۳) = ۴x −۲ ۱۴x + ۱۳f(x)

(2 (1

(4 (3

x −۲ x + ۳x −۲ ۲x − ۱

x −۲ ۲x + ۱x −۲ x + ۱

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1397

،  از چند پاره خط مساوی هم، تشکیل شده است؟2 xنمودار تابع با ضابطۀ  ∈ [−۲, ۶)y = ۲  +[
۲
x

] ۱

4 (2 3 (1

6 (4 5 (3

از کشور 1386 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

در بازه ای که تابع با ضابطۀ  اکیداً نزولی است، نمودار آن با نمودار تابع 3

در چند نقطه مشترک هستند؟

f(x) = ∣x − ۲∣ + ∣x − ۳∣g(x) = ۲x −۲ x − ۱۰

2 (2 1 (1

فاقد نقطۀ مشترک (4 3 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1397

f(x)اگر  باشد، ضابطۀ تابع  کدام است؟4 =  

 ۱ + x۲

x
f (sin x)−۱

(2 (1

(4 (3

tan xcot x

 

sin x
cos x∣ ∣

 

cos x∣ ∣
sin x

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1390

اگر  و  باشند، مساحت ناحیۀ محدود به نمودار تابع  و خط به معادلۀ  کدام5

است؟

f(x) = x +۲ xg(x) =  ۴x + ۱gofy = ۳

4 (2 3 (1

6 (4 4/5 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1395

تابعریاضی | کانال آقای کنکور
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، آنگاه  کدام گزینه می تواند باشد؟6 fاگر  و  x =( ) x −۲ x − ۲f g x =( ( )) x +۲ x − ۲f + g x( ) ( )

(2 (1

(4 (3

x −۲ ۱x +۲ ۱

x −۲ ۲xx +۲ ۲x

از کشور 1390 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

g(x)اگر  و  باشند آنگاه حاصل  کدام است؟7 = f(x) + f(x)f (x) =−۱
 

۳ ۲xg (۶)−۱

2 (2 1 (1

4 (4 3 (3

از کشور 1389 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

کدام است؟8 ، مقدار  fاگر  x =( ) ۲ − x − x۲f f −۱( ( ))

صفر (2 تعریف نشده (1

(4 1 (3۲

از کشور 1388 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

های مثبت انتقال می دهیم. نمودار9 ها تع�ن کرده، سپس 2 واحد به طرف  قرینۀ نمودار تابع  را نسبت به محور 

حاصل، نیمساز ناحیۀ اول و سوم را با کدام طول قطع می کند؟

f(x) =  xyx

(2 (1

(4 (3

−۲۰/۵

۱۱/۵

قلمچی علوم تجربی دوازدهم آزمون شماره 2 1398

قلمچی ریاضی و فیزیک دوازدهم آزمون شماره 1 1398

از کشور 1397 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، کدام است؟10 yمساحت ناحیۀ محدود به نمودارهای دو تابع  و  = x + ∣x∣y = ۲ − ∣x∣

(2 (1

(4 (3

۲
 

۳
۷

 

۳
۸۳

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1395

قلمچی ریاضی و فیزیک یازدهم آزمون شماره 12 1397

، خط d می نامیم. عرض از مبدأ خط d کدام است؟11 ۳yقرینۀ خط به معادلۀ  را نسبت به خط  − ۲x = ۴y = x

-1 (2 -2 (1

2 (4 1 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1397
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f(x)در تابع با ضابطه  حاصل  کدام است؟12 = x (۲ − x)۲ ۲f(۱ + x) − f(۱ − x)

(2 صفر (1

(4 (3

۴x

۲x۲۴x۲

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1385

13

، کدام است؟ ، مفروض باشد.  ، تابع با ضابطۀ  ,۰]فرض کنید در دامنۀ  +∞)f(x) =  

۲

۲ +  

x (
۲
۱

)
x

f (۲)−۱

(2 (1

(4 (3

log۲
(۲− )۳log۲

( −۱)۳

log۲
(۱+ )۳log۲

(۲+ )۳

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1399

، کدام است؟14 yمساحت ناحیۀ محدود به نمودارهای دو تابع  و  = ۵ − ∣x − ۱∣y = ∣x∣

9 (2 8 (1

12 (4 10 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1397

، دامنه تابع  کدام است؟15 f(x)اگر  = ۲x − x۲f(۳ − x)

(2 (1

(4 (3

[۰, ۲][۰, ۳]

[۱, ۲][۱, ۳]

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1392

fاگر  باشد، نمودارهای دو تابع  و  با کدام طول، متقاطع هستند؟16 x =( ) x −۲ ۲x − ۳ ; x ≥ ۱f−۱g x =( )  

۲
x − ۹

15 (2 12 (1

21 (4 18 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1398

، بخش پذیر باشد،  کدام است؟17 ، بر سه جمله ای  axاگر عبارت  +۳ ۴x −۲ ۱۴x + ۱۰ − ax −۲ ۲x + ۱a

2 (2 1 (1

4 (4 3 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1395
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xاگر عبارت  بر  بخش پذیر باشد، b کدام است؟18 +۴ ax −۲ bx + ۴(x − ۱)۲

4 (2 3 (1

6 (4 5 (3

از کشور 1394 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

f(x)در تابع با ضابطۀ  مقدار  کدام است؟19 = −x + −۲xf (۴)−۱

-5 (2 -8 (1

تعریف نشده (4 -2 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1388

، به ازای هر عدد طبیعی  بر دوجمله ای  بخش پذیر باشد، آنگاه20 اگر عبارت 

باقی ماندۀ تقسیم آن بر  کدام است؟

x +۲n+۱ ۲x +۲n x −۵ ۵x +۳ knx + ۲
x −۲ ۱

(2 (1

(4 (3

−۳x − ۶−۲x + ۱

۲x + ۴۳x − ۴

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1389

yشکل زیر، نمودار تابع  است. دامنۀ تابع  کدام است؟  21 = f(x) xf(x)

(1

(2

(3

(4

[۰, ۲]

[−۳, ۲]

[−۴, −۳] ∪ [۱, ۲]

[−۳, ۰] ∪ [۱, ۲]

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1392

قلمچی علوم تجربی چهارم آزمون شماره 7 1394

f(x)اگر  باشد، نمودار تابع  کدام است؟22 = x∣x∣y = f (x)−۱

(2 (1

(4 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1395

قلمچی علوم تجربی دوازدهم آزمون شماره 1 تابستان 1398
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23
، کدام است؟ f(x)اگر  و  باشند، دامنۀ تابع  =  

۱ + x۲
۱ − x۲

g(x) =  x − x۲gof

(2 (1

(4 (3

[۰, ۱][−۱, ۱]

RR− (−۱, ۱)

از کشور 1396 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، آنگاه عدد  کدام است؟24 ،  و  fاگر  x =( ) x + xg = ۱, ۲ , ۵, ۴ , ۶, ۵ , ۲, ۳{( ) ( ) ( ) ( )}g f a =( ( )) ۵a

2 (2 1 (1

4 (4 3 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1391

ها، 2 واحد در25 ها، 12 واحد در جهت مثبت و سپس در امتداد محور  نمودار تابع با ضابطۀ  را در امتداد محور 

، از مبدأ مختصات، کدام است؟ جهت مثبت، انتقال می دهیم. فاصلۀ نقطۀ برخورد منحنی حاصل با نمودار تابع 

f(x) =  xxy

f

(2 (1

(4 (3

۴ ۱۵۶ ۷

۴ ۱۷۶ ۱۰

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1399

، کدام است؟26 fاگر  و  باشند، ضابطۀ تابع  x =( ) ۲x + ۳g f x =( ( )) ۸x +۲ ۲۲x + ۲۰fog

(2 (1

(4 (3

۲x −۲ ۷x + ۳۲x −۲ ۳x + ۷

۴x −۲ ۲x + ۱۳۴x −۲ ۴x + ۱۱

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1392

، چند عضو زوج مرتب دارد؟27 Rرابطه  = (x, y)∣x, y ∈ Z, x + y = ۲{ ∣ ∣ ∣ ∣ }

6 (2 4 (1

8 (4 7 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1388

 اگر خروجی از ماشین شکل زیر  باشد، مقدار ورودی کدام است؟28

۳
۴

ورودی  ۲x − ۲    

 + ۱x
x

خروجی

(2 (1

(4 (3

 

۹
۱۱

 

۲
۷

۳۴

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1386
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f(x)اگر  و  باشند، ضابطۀ تابع  کدام است؟29 = x − xg(x) = sin x۴fog

(2 (1

(4 (3

−  sin ۲x
۴
۱ ۲−  sin ۲x

۲
۱ ۲

 cos ۲x
۴
۱ ۲

 cos ۲x
۲
۱ ۲

از کشور 1392 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، کدام است؟30 f(x)اگر  و  باشند، برد تابع  = [x] − xg(x) =  

x + ۱
۱ − ۲x

gof

(2 (1

(4 (3

[−۱ , ۱)(−۱, ۱]

[۱ , +∞)(−∞, ۱]

از کشور 1399 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، آنگاه ضابطۀ  کدام است؟31 ،  و  f(x)اگر  = ۱ + xg(x) = x۲x > ۰g of−۱ −۱

(2 (1

(4 (3

x − ۱x + ۱

x −۲ ۱x +۲ ۱

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1381

، دامنۀ تابع  کدام است؟32 fاگر  و  x =( ) x + x∣ ∣g x =( )  

x − ۴x۲
۱

gof

(2 (1

(4 (3

۰, ۸ ∪( ) ۸, +∞( )R − ۰, ۸{ }

R − ۰{ }۰, ∞( )

از کشور 1387 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، کدام است؟33 f(x)اگر  و  باشند، برد تابع = ۲x − ۲x[ ]g(x) = −x +۲ ۴xgof

(2 (1

(4 (3

[۰, ۲)[۰, ۳)

[۰, ۴)[۱, ۴)

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1399

، در یک بازه، صعودی است. ضابطۀ معکوس آن، در این بازه، کدام است؟34 f(x)تابع با ضابطۀ  = ∣۲x − ۶∣ − ∣x + ۱∣

(2 (1

(4 (3

−x + ۷ ; x > ۸
 x +

۳
۱

۲ ; x > ۳

x + ۷ ; x > −۴
 x −

۲
۱

۲ ; −۴ < x < ۸

از کشور 1394 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 
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، کدام است؟35 ، آنگاه حاصل  fاگر  و  x =( ) x∣ ∣g x =( ) x +۲ ۲x + ۱fog ۱ −  −( ) ( ۲) gof ۱ −  ( ) ( ۲)

(2 (1

(4 4 (3

۴ ۱ −  ( ۲)۴  − ۱( ۲ )

۴ ۲

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1389

36
، کدام تابع در  پیوسته است؟ f(x)اگر  و  =  {  , x < ۰

۲
−۱

۲x , x ≥ ۰
g(x) =  {

−۲x , x < ۰
۱ , x ≥ ۰x = ۰

(2 (1

(4 (3

f + gfof

goffog

از کشور 1386 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، کدام است؟37 yمساحت ناحیۀ محدود به نمودارهای دو تابع  و  = x −∣ ∣ xy = ۲ −  x
۲
۳

(2 (1

(4 (3

 

۳
۸۴

 

۳
۱۶۶

از کشور 1395 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

قلمچی علوم تجربی دوازدهم آزمون شماره 1 تابستان 1398

قلمچی ریاضی و فیزیک دوازدهم آزمون شماره 2 تابستان 1398

f(x)اگر  آنگاه  کدام است؟38 = ۳ + ۲xf(۸)

3 (2 5 (1

8 (4 7 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1386

fتابع با ضابطۀ  در کدام بازه اکیداً نزولی است؟39 x =( ) x + ۲ +∣ ∣ x − ۱∣ ∣

(2 (1

(4 (3

−∞, −۲( )−∞, ۱( )

−۲, ۱( )۱, +∞( )

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1398

، با کدام طول متقاطع اند؟40 fاگر  و  نمودارهای دو تابع  و  x =( ) ۲x − ۳( )۲g x =( ) x + ۲ffog

(2 (1

(4 1 (3

−۱
 

۲
۱

 

۲
۳

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1392
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8لرنیتو 1399 /23

، کدام است؟41 ؛ آنگاه برد تابع  f(x)اگر  و  = x + ∣x∣g(x) = ∣x + ۱∣ + ۱(  )(x)
g
f

(2 (1

(4 (3

[۰, ۱)[۰, ۲)

[۰, +∞)[۱, +∞)

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1397

42
، بازۀ  زیرمجموعه ای از دامنۀ تابع  است؟ kkبه ازای کدام مجموعه مقادیر  − ۲, ۳k + ۲( )f x =( )  

x − ۱
 ۹ − x۲

(2 (1

(4 (3

(  , ۳]
۳
۱

[−  ,  )
۳
۱

۳
۱

[−۱,  )
۳
۱

[−۱, −  )
۳
۱

از کشور 1398 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، کدام است؟43 f(x)اگر  و  باشند، دامنۀ تابع  = ۳ − xg(x) = log  ۲
(x +۲x)۲

fog

(2 (1

(4 (3

[−۴, ۲][−۲, ۰]

[−۴, −۱] ∪ (۱, ۲][−۴, −۲) ∪ (۰, ۲]

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1394

ها قرار44 اگر  و  آنگاه مجموعۀ طول نقاطی از منحنی تابع  که در بالای محور 

می گیرند برابر کدام بازه است؟

f x =( ) x +۲ ۳xg x =( ) −  x +
۲
۱

۲gofx

(2 (1

(4 (3

−۴, ۱( )−۳, ۲( )

−۲, ۱( )−۱, ۴( )

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1391

، کدام است؟45 f(x)اگر  باشد، حاصل  =  (x +
۲
۱

)x + ۴۲f (x) +−۱ f (  )−۱
x
۱

(2 (1

صفر (4 (3

۲x
 

x
۲

x −۲ ۱

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1395

، تابع  چگونه است؟46 f(x)اگر  = x +۲
 

x۲

۱
g(x) = (f(  )) −x

۲
f(x)

همانی (2 ثابت (1

یک به یک (4 چندجمله ای (3

از کشور 1391 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 
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f(x)اگر  و  باشند، ضابطۀ تابع  کدام است؟47 =  

x + ۱
۲x − ۱

g(x) =  

۲ − x
۲x + ۲

g(f(x))

(2 (1

(4 (3

x − ۱x + ۱

x۲x

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1396

، کدام است؟48 f(x)اگر  و  باشند. دامنۀ تابع  =  

 −x + x + ۲۲

x
g(x) = (  )

۴
۱ x

fog

(2 (1

(4 (3

(−  , +∞)
۲
۱

(  , +∞)
۲
۱

(−۲, ۰)(−۱ ,  )
۲
۱

از کشور 1394 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

fgدو تابع  و  به صورت مجموعۀ زوج های مرتب بیان شده اند، در حالت کلی کدام رابطه ممکن است تابع نباشد؟49

(2   (1

(4 (3

f ∪ gf ∩ g

f − gfog

از کشور 1385 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

g(x)اگر  و  باشند، تابع  کدام است؟50 = ۲x − ۳(fog)(x) = ۴(x −۲ ۴x + ۵)f(x)

(2 (1

(4 (3

x −۲ ۴x + ۳x −۲ ۴x + ۵

x −۲ ۲x + ۵x −۲ ۲x + ۳

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1393

f(xاگر  آنگاه  کدام است؟51 − ۳) = x −۲ ۴x + ۵f(۱ − x)

(2 (1

(4 (3

x +۲ ۱x +۲ ۳

x +۲ ۴x + ۵x −۲ ۴x + ۵

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1390

fاگر  و  ضابطۀ تابع  برابر کدام است؟52 x =( )  

۲ − x
x

gof x =( )  x
۲
۱

g

(2 (1

(4 (3

 

x + ۱
x

 

x
x − ۱

 

x − ۱
x

 

x
x + ۱

از کشور 1384 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 
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g(x)اگر  و  باشند، تابع  برابر کدام است؟53 = ۲x + ۱(fog)(x) = ۸x +۲ ۶x + ۵f x( )

(2 (1

(4 (3

۲x +۲ ۳x + ۱۲x −۲ ۲x + ۳

۲x −۲ x + ۴۲x +۲ x + ۳

از کشور 1395 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

Aاگر  و  تابع  چند عضو دوتایی دارد؟54 = ۱, ۲, ۳, ۴, ۵{ }f = x, ۲x − ۱ , x ∈ A{( ) }f f x( ( ))

2 (2 1 (1

4 (4 3 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1383

، کدام است؟55 ، حاصل  f(x)با فرض  و  = x −۲ ۴x + ۹ ; x ≥ ۲g(x) =  

۲
۳ − x

(f og )(−۹)−۱ −۱

4 (2 3 (1

6 (4 5 (3

از کشور 1399 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

f(x)اگر  و  باشند، ضابطۀ تابع  کدام است؟56 =  

۲ − x
۲x + ۳

g(x) =  

x + ۲
۱ − ۳x

g(f(x))

(2 (1

(4 (3

x−x

−x − ۱x + ۱

از کشور 1396 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

: جزء صحیح)57 x)اگر جزء صحیح  برابر  باشد، آنگاه  کدام است؟ ( +۲ x)(−۱)[x ]۲۰[ ]

صفر (2 (1

2 (4 1 (3

−۱

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1388

fدو تابع  و  مفروض اند. تابع  کدام است؟58 = (۱, ۲), (۲, ۳), (۴, ۵), (۳, ۴){ }g = (۲, ۱), (۳, ۲), (۵, ۴){ }g of−۱ −۱

(2 (1

(4 (3

(۴, ۴), (۱, ۱), (۳, ۴){ }(۳, ۳), (۵, ۵), (۴, ۳){ }

(۲, ۲), (۱, ۱), (۴, ۴){ }(۲, ۲), (۳, ۳), (۵, ۵){ }

از کشور 1390 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 
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59
، به کدام صورت است؟ yضابطه معکوس تابع  =    

⎩
⎨
⎧

 ; x  ۰
x
x∣ ∣

x∣ ∣ =

۰ ; x = ۰

(2 (1

(4 (3

y = x  ; x ∈x∣ ∣ Ry = x  ; x ∈x∣ ∣ R− ۰{ }

y = x x ; x ∈∣ ∣ R− ۰{ }y = x x ; x ∈∣ ∣ R

از کشور 1392 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

yشکل زیر، نمودار تابع  و نیمساز ناحیۀ اول و سوم است. دامنۀ تابع با ضابطۀ  کدام است؟60 = f(x) x − f (x)−۱

(1

(2

(3

(4

[۰, ۲]

[۲, ۳]

[۲, ۸]

[۳, ۸]

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1394

قلمچی علوم تجربی دوازدهم آزمون شماره 4 1398

61
، کدام است؟ }  ضابطۀ وارون تابع 

 ; x ≥ ۰x

−  ; x < ۰−x

(2 (1

(4 (3

y = x∣x∣ ; x ∈ Ry = −x ; x <۲ ۰

y = ±x ; x ∈۲ Ry = ±x∣x∣ ; x ∈ R

از کشور 1391 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، کدام است؟62 f(x)اگر  و  باشند، مقدار  = x + xg(x) =  

۱ − x
۹x + ۶

(g of )(۲۰)−۱ −۱

(2 (1

(4 (3

 

۵
۲

 

۵
۳

 

۳
۲

 

۴
۳

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1399

fاگر  و  باشند، مقدار  کدام است؟63 x =( )  x −
۵
۲

۴g x =( ) x +۳ xg of ۸( −۱ −۱) ( )

2 (2 1/5 (1

3 (4 2/5 (3

از کشور 1398 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

www.konkur.in

forum.konkur.in
@jozveh_nub



12لرنیتو 1399 /23

، نمودار وارون خود را با کدام طول قطع می کند؟64 ، با دامنۀ  f(x)نمودار تابع  =  

x − ۲
x + ۴R− {۲}

2) و  1) و 

4) و  3) و 

−۴−۱۴−۱

−۴۱۴۱

از کشور 1396 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

ها منفی انتقال می دهیم. نمودار جدید،65 های منفی، سپس 9 واحد به طرف  نمودار تابع  را 2 واحد به طرف 

ها است؟ در کدام بازه، زیر محور 

y = x −۲ x − ۳xy

x

(2 (1

(4 (3

−۵, ۲( )−۵, ۳( )

−۲, ۳( )−۲, ۵( )

از کشور 1398 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

f(x) (xشکل زیر، نمودار تابع با ضابطۀ  است. دامنۀ تابع غیرنقطه ای  کدام است؟66 + ۱)f(x)

(1

(2

(3

(4

[−۳, ۲]

[−۱, +∞)

(−∞, −۱]

R− (−۳, ۲)

از کشور 1397 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

xباقی ماندۀ تقسیم عبارت  بر  برابر 4 است،  کدام است؟67 −۴ ax +۳ x +۲ ۲ax + ۱x + ۱a

-1 (2 -4 (1

4 (4 1 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1380

، به ترتیب 3 و 1 باشند. باقی ماندۀ تقسیم68 فرض کنید باقی ماندۀ تقسیم چندجمله ای  بر  و 

، کدام است؟  بر 

p(x)x − ۴x + ۲
p(x ) +۲ ۴p(−x)x − ۲

(2 (1

(4 صفر (3

۷۱

−۱

از کشور 1399 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

تابع  با ضابطۀ  بر دامنۀ  مفروض است. نمودار تابع  نیمساز ناحیۀ دوم را با کدام طول قطع69

می کند؟

ff(x) = x −  

۲x
۱

(۰ , +∞)f−۱

(2 (1

(4 (3

−  

۲
۳

−  

۴
۳

−۱−  

۲
۱

از کشور 1399 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 
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13/23لرنیتو 1399

g(x)اگر  و  آنگاه حاصل  کدام است؟70 = f(۳x − ۴)f (x) =−۱ x +  xg (۱۶)−۱

6 (2 5 (1

8 (4 7 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1389

ها تع�ن کرده، سپس منحنی حاصل را 4 واحد به سمت راست، انتقال71 قرینۀ نمودار تابع  را نسبت به محور 

می دهیم. منحنی اخیر و منحنی اصلی نسبت به کدام خط، متقارن هستند؟

f(x) =  xy

(2 (1

(4 (3

x = ۱x = ۱/۵

x = ۲x = ۲/۵

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1399

x اگر مجموعه جواب نامعادلۀ  بازۀ  باشد، طول وسط این بازه کدام است؟72 − ۲  <∣
∣ ۲

∣
∣ x + ۱ −∣ ∣ ۱(a, b)

1 (2 0/5 (1

2 (4 1/5 (3

از کشور 1395 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

73
، مقدار  کدام است؟ fدر تابع با ضابطۀ  x =( )  {

x −  ; x > ۳x + ۴
۲x + ۳ ; x ≤ ۳f f ۵ +( ( )) f f ۱( ( ))

7 (2 6 (1

9 (4 8 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1390

قلمچی علوم تجربی دوازدهم آزمون شماره 1 تابستان 1398

، در کدام بازه، اکیداً صعودی است؟74 fتابع با ضابطۀ  x =( ) x + ۱ −∣ ∣ x − ۲∣ ∣

(2 (1

(4 (3

−∞, ۲( )−۱, +∞( )

−۱, ۲( )۲, +∞( )

از کشور 1398 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

f(x)تابع با ضابطۀ  در بازه ای وارون پذیر است. ضابطۀ  در آن بازه کدام است؟75 = ۲x − ۴ − ۲x∣ ∣f (x)−۱

(2 (1

(4 (3

 x +
۴
۱

۱ ; x ≥ ۴ x −
۴
۱

۱ ; x ≤ ۴

 x −
۴
۱

۱ ; x ≥ ۴ x +
۴
۱

۱ ; x ≤ ۴

از کشور 1392 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 
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ها قرار می76 ، آنگاه مجموعۀ طول نقاطی از منحنی تابع  که در زیر محور  اگر  و 

گیرند برابر کدام بازه است؟

f(x) = x +۲ x − ۲g(x) =  (x −
۲
۱

۳)fogx

(2 (1

(4 (3

(−۵, ۱)(−۱, ۵)

(−۲, ۱)(۱, ۵)

از کشور 1391 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

اگر  و  دو تابع باشند، برد تابع77

، کدام است؟

f = ۱, ۲ , ۲, ۵ , ۳, ۴ , ۴, ۶{( ) ( ) ( ) ( )}g = ۲, ۳ , ۴, ۲ , ۵, ۶ , ۳, ۱{( ) ( ) ( ) ( )}

(g of) −−۱ f

(2 (1

(4 (3

−۱, ۴{ }۲, ۳{ }

۳, ۴{ }۲, −۱{ }

از کشور 1398 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

Rرابطۀ  دارای چند زوج مرتب است؟78 = (x, y)∣x, y ∈ N, ۲x + y ≤ ۷{ }

6 (2 5 (1

9 (4 8 (3

از کشور 1388 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، در چند نقطه مشترک79 اگر  باشد، نمودارهای دو تابع  و 

هستند؟

[x − ۲] = ۱f(x) = ∣x − ۳∣ − ∣x − ۴∣g(x) = ۲x +۲ x − ۱۷

2 (2 1 (1

فاقد نقطۀ مشترک (4 3 (3

از کشور 1397 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

Aاگر خروجی ماشین شکل مقابل برای ورودی ۲، برابر ۵- باشد،  کدام است؟80

ورودی  ۲x + A   −x ۲x − ۴ خروجی 

-3 (2 (1

(4 3 (3

 ۴
−۱۵

 ۴
۱۵

از کشور 1382 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

yتابع با ضابطۀ  در یک بازه نزولی است. ضابطۀ معکوس آن کدام است؟81 = x∣x − ۲∣

(2 (1

(4 (3

۱ −  ; x < ۰۱ + x۱ −  ; x < ۱۱ − x

۱ +  ; ۰ ≤ x ≤ ۱۱ − x۱ −  ; ۰ < x < ۱۱ − x

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1394

قلمچی علوم تجربی دوازدهم آزمون شماره 4 1398
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yنمودار تابع  در یک بازه اکیداً نزولی است. ضابطۀ معکوس آن در این بازه کدام است؟82 = ∣۲x − ۶∣ − ∣x + ۴∣ + x

(2 (1

(4 (3

−x + ۶ ; x < −۴−x + ۵ ; x > ۲

−  x +
۲
۱

۱ ; −۴ < x < ۳−  x +
۲
۱

۱ ; −۴ < x < ۱۰

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1394

83
f(x)ضابطۀ وارون تابع  کدام است؟ =   {

 ; x ≥ ۰x

−  ; x < ۰−x

(2 (1

(4 (3

−x۲x۲

x x∣ ∣−x x∣ ∣

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1396

yضابطۀ وارون تابع  کدام است؟84 =  

۱ + x∣ ∣
x

(2 (1

(4 (3

y =  ; x <
۱ − x∣ ∣

x
∣ ∣ ۱y =  ; x >

x∣ ∣
۱ − x∣ ∣

∣ ∣ ۱

y =  ; x >
x − ۱∣ ∣

x
∣ ∣ ۱y =  ; x <

x
x − ۱∣ ∣

∣ ∣ ۱

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1391

xاگر  باشد، حاصل  کدام است؟85 +۲ x < ۰x +[ ] x +[ ۲] x +[ ۳] x[ ۴]

(2 (1

1 (4 صفر (3

−۲−۱

قلمچی ریاضی و فیزیک دوازدهم آزمون شماره 8 1398

از کشور 1388 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

های منفی انتقال می دهیم. نمودار86 های مثبت، سپس 2 واحد به  طرف  نمودار تابع  را 3 واحد به  طرف 

جدید در کدام بازه، بالای نیمساز ربع اول است؟

y = −x +۲ ۲x + ۵xy

(2 (1

(4 (3

۳, ۴( )۲, ۵( )

۳, ۵( )۲, ۶( )

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1398

، مقدار  کدام است؟87 fاگر  و  x =( ) ۲x +۲ ۴f g x =( ( )) ۴x +۲ ۶xg −۲( )

1 (2 صفر (1

2 (4 -1 (3

از کشور 1384 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 
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، مقدار  کدام است؟88 gاگر  و  x =( ) ۲x − ۱fog x =( ) ( )  

x − ۳
x

f ۳( )

-2 (2 -4 (1

4 (4 2 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1391

دو تابع با ضابطه های  و  مفروض اند. اگر  آنگاه مجموعۀ مقادیر89

 کدام است؟

f(x) = x +[ ] −x[ ]g(x) = x +۲ x − ۲g(f(x)) = −۲
x

(2 (1

(4 (3

R− ZZ

R∅

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1389

، کدام است؟90 ، در بازۀ  بزرگ تر از  است. بیشترین مقدار  f(x)مقادیر تابع با ضابطۀ  = −  x +
۲
۱ ۲ ۲x + ۶(a, b) 

۲
۷

b − a

5 (2 4 (1

6 (4 (3۵/۵

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1389

قلمچی علوم تجربی دوازدهم آزمون شماره 1 تابستان 1398

، کدام است؟91 yشکل زیر، نمودار تابع  است. دامنۀ تابع با ضابطۀ  = f(x − ۲) xf(x)

(1

(2

(3

(4

[−۱, ۱] ∪ [۰, ۶]

[−۳, ۱] ∪ [۰, ۲]

[−۵, −۳] ∪ [−۱, ۲]

[−۵, −۳] ∪ [۰, ۲]

از کشور 1394 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، بر  بخش پذیر است. در این حالت باقی ماندۀ92 ، چندجمله ای  به  ازای یک مقدار 

، کدام است؟  بر 

aP (x) = ۲x +۴ ax +۳ ۲x −۲ ۳x۲x − ۱
P (x)x + ۲

-8 (2 -10 (1

6 (4 4 (3

از کشور 1399 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

تابع  و  مفروض اند. اگر  و93

 باشند، دوتایی  کدام است؟

f = ۲, ۱ , ۳, ۲ , ۴, ۵ , ۱, ۷{( ) ( ) ( ) ( )}g = ۱, ۲ , ۳, ۱ , a, ۳ , b, ۱{( ) ( ) ( ) ( )}۴, ۲ ∈( ) fog

(۴, ۱) ∈ gofa, b( )

(2 (1

(4 (3

۳, ۴( )۴, ۳( )

۴, ۵( )۵, ۴( )

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1390
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94
دو تابع با ضابطه های  و  مفروض اند.

اگر  باشد، a کدام است؟

f(x) =   {
 ; x ≥ ۰x

−  ; x < ۰−x
g = {(۲, −۱), (−۱, ۴), (۳, −۲), (−۴, −۳)}

g (f(a)) =−۱ ۳

-1 (2 -4 (1

4 (4 2 (3

از کشور 1393 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

fاگر رابطۀ  تابع یک به یک باشد، دوتایی  کدام است؟95 = (۳, ۲), (a, ۵), (۳, a − a), (b, ۲), (−۱, ۴){ ۲ }(a, b)

(2 (1

(4 (3

(−۱, ۱)(−۱, ۳)

(۲, ۱)(۲, ۳)

از کشور 1386 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، ضابطه تابع  برابر کدام است؟96 fاگر  x =( ) ۲ − x − ۲∣ ∣f f x( ( ))

(2 (1

(4 (3

x۴ − x

f x( )۲ − f x( )

از کشور 1390 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، چگونه است؟97 f(x)تابع با ضابطۀ  با دامنۀ  = x∣
∣ ۳

∣
∣R

صعودی (2 نزولی (1

یک به یک (4 وارون ناپذیر (3

از کشور 1395 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، کدام98 اگر  و  باشند، تابع 

است؟

f = ۱, ۲ , ۲, ۵ , ۳, ۴ , ۴, ۶{( ) ( ) ( ) ( )}g = ۲, ۳ , ۴, ۲ , ۵, ۶ , ۳, ۱{( ) ( ) ( ) ( )} 

gof−۱
g

(2 (1

(4 (3

۴, ۲ , ۵, ۲{( ) ( )}۴, ۲ , ۳, ۵{( ) ( )}

۵, ۲ , ۲, ۴{( ) ( )}۳, ۵ , ۲, ۴{( ) ( )}

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1398

، آنگاه برد تابع  کدام است؟99 f(x)اگر  و  = ۲ − x + ۱∣ ∣g(x) = x + x∣ ∣(  )(x)
g
f

(2 (1

(4 (3

(−∞,  )
۲
۱(−۱, +∞)

(−  , +∞)
۲
۱(۰, +∞)

از کشور 1397 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 
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، تابع  کدام است؟100 fاگر  و  = (۱, ۲), (۲, ۵), (۰, ۳), (۴, −۱){ }g = (۲, ۳), (−۱, ۴), (۴, ۱), (۳, ۰){ }gof−۱

(2 (1

(4 (3

(۱, ۳), (۰, ۰){ }(۲, ۴), (۳, ۵){ }

(۲, ۰), (−۱, ۴){ }(۵, ۳), (−۱, ۱){ }

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1385

، کدام است؟101 g(x)f(x)فرض کنید  وارون تابع  باشد. حاصل  = x + ۲  xg(۳) + g(۱۵)

11 (2 12 (1

8 (4 10 (3

از کشور 1399 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، آنگاه برد تابع  کدام است؟102 f(x)اگر  = x − x[ ]g(x) = f(۲x − ۳) − ۲f(x)

(2 (1

(4 (3

[−۱, ۰][۰, ۱]

−۱, ۰{ }۰, ۱{ }

از کشور 1392 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

103،   باقی ماندۀ تقسیم چندجمله ای  بر  و  به  ترتیب 8 و 5 است. باقی ماندۀ تقسیم  بر 

کدام است؟

P (x)x − ۱۲x + ۱P (x)۲x −۲ x − ۱

(2 (1

(4 (3

−x + ۴x + ۳

۲x + ۶۲x − ۳

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1399

ها را 16 واحد در امتداد104 ، مفروض است. قرینۀ نمودار آن نسبت به محور  نمودار تابع با ضابطۀ 

، از مبدأ مختصات، کدام است؟ ها در جهت مثبت انتقال می دهیم. فاصلۀ نقطه برخورد منحنی حاصل با نمودار تابع  محور 

f(x) = x −۲ ۲x ; (x > ۱)x

yf

(2 (1

(4 (3

۴ ۵۶ ۲

۵ ۲۲ ۵

از کشور 1399 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

xعبارت  بر  بخش پذیر است.  کدام است؟105 +۴ ۴ax +۲ ۲bx + ۱x −۲ ۴a + b

(2 (1

(4 (3

−  

۸
۱۵

−  

۱۶
۱۷

 

۱۶
۱۷

 

۸
۱۵

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1386
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، کدام است؟106 f(x)اگر  و  باشند، دامنۀ تابع  = ۲ − xg(x) = log(x −۲ ۱۵x)fog

(2 (1

(4 (3

۰, ۵ ∪( ] ۲۰, ۲۵[ )−۵, ۰ ∪[ ) ۱۵, ۲۰( ]

۱۵, ۲۰( ]−۵, ۰[ )

از کشور 1395 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، دقیقاً ضابطۀ  برابر کدام است؟107 f(x)اگر  = x + x + ۱۲f (x)−۱

(2 (1

(4 (3

 (x −
۲
۱

 ) , x ∈
x
۱ R (  −

۲
۱

x
۱

x) , x ∈ R

 (x −
۲
۱

 ) , x >
x
۱

۰ (  −
۲
۱

x
۱

x) , x > ۰

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1383

دو تابع  و  مفروض اند. اگر  باشد، 108

کدام است؟

f = (۲, ۵), (۶, ۳), (۳, ۷), (۴, ۱), (۱, ۹){ }g(x) =  

x − ۱
x

f (g(۲a)) =−۱ ۶a

(2 (1

(4 (3

 

۲
۱

 

۴
۳

 

۲
۳

 

۲
۵

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1396

109
، مقدار  کدام است؟ fاگر  و  x =( )  

x − ۱
x + ۱

fog x =( )  

x + ۱۲
x + ۲۲

g ۱( )

3 (2 2 (1

5 (4 4 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1384

باقی ماندۀ تقسیم چندجمله ای  بر  و  به ترتیب 1 و 4- است. باقی ماندۀ تقسیم  بر  کدام110

است؟

P (x)x − ۲x + ۳P (x)x +۲ x − ۶

(2 (1

(4 (3

x − ۱x + ۱

−x + ۲۲x − ۱

از کشور 1397 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، انگاه برد تابع  کدام است؟111 f(x)اگر  و  = −x + x[ ]g(x) = ۲xgof

(2 (1

(4 (3

(  , ۱]
۲
۱

[  , ۱)
۲
۱

(۱, ۲][۱, ۲)

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1390
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دو تابع  و  مفروض اند. اگر  باشد،112

a کدام است؟

f = {(۵, ۲), (۷, ۳), (۱, ۴), (۳, ۶), (۹, ۱)}g(x) =  ۵x + ۹(g of )(a) =−۱ −۱ ۸

3 (2 2 (1

7 (4 6 (3

از کشور 1396 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، ضابطه تابع  برابر کدام است؟113 fاگر  x =( ) x −∣ ∣ xfof(x)

(2 (1

صفر (4 (3

xx∣ ∣

x + x∣ ∣

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1383

ها کدام است؟114 ها و نقطۀ برخورد معکوس این تابع نمایی با محور  yفاصلۀ نقطۀ برخورد تابع نمایی  با محور  = ۲xyx

(2 (1

(4 (3

۱۲

۲۲ ۲

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1382

، به کدام صورت است؟115 yضابطۀ معکوس تابع  = ۲ − x − ۱

(2 (1

(4 (3

y = x −۲ ۴x + ۵ ; x ≤ ۲y = −x −۲ ۴x + ۵ ; x ≤ ۲

y = x −۲ ۴x + ۵ ; x ≥ ۱y = −x +۲ ۴x − ۵ ; x ≥ ۱

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1392

f(x)اگر  و  باشند، جواب معادلۀ  کدام است؟116 =  

x + ۲
۲x − ۱

g(x) = x + ۴(gof)(x) = (fog)(x)

7- و 1 (2 7- و 1- (1

7 و 1 (4 7 و 1- (3

از کشور 1397 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

تابع  با ضابطۀ  در دامنۀ  را در نظر بگیرید. نمودار تابع نیمساز ناحیۀ چهارم را با کدام117

طول، قطع می کند؟

ff(x) = x −  

x
۲

D  =f (−∞, ۰)f−۱

1 (2 (1

2 (4 (3

 

۴
۳

 

۲
۳

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1399
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اگر توابع  و  به عنوان ماشین به صورت زیر باشد:118

آنگاه مقدار  کدام است؟

fg

x
  f   g ۲x , g x =( ) ۳x + ۴

f ۵( )

2 (2 1 (1

4 (4 3 (3

از کشور 1391 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

برای هر عدد طبیعی  حاصل  کدام است؟ (نماد  به مفهوم جزء صحیح119

است.)

n > ۲[  ] −۴n − ۳n + ۱۲ ۲ [ ]n − ۲n۲[ ]

2 (2 1 (1

4 (4 3 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1391

نمودار تابع با ضابطۀ  از  پاره خط مساوی به اندازۀ  تشکیل  شده است. دوتایی مرتب120

 کدام است؟

y = x − [x] ; x ∈ [−۲ , ۳)nL

(n, L)

(2 (1

(4 (3

(۴, ۱)(۴,  )۲

(۵, ۱)(۵,  )۲

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1383

نماد جزء صحیح است)121 کدام است؟ ( ، مقدار  f(x)در تابع با ضابطۀ  = x −۲ ۲ x[ ]f(−  f(  ))
۲
۱

۳[ ]

2/25 (2 1/75 (1

2/75 (4 2/5 (3

از کشور 1390 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

به ازای مقداری از a، چندجمله ای  بر  بخش پذیر است. کوچک ترین ریشۀ معادلۀ 122

کدام است؟

f(x) = x +۴ ax −۳ ۸xx + ۲f(x) = ۰

(2 (1

(4 (3

۱ − ۳۱ − ۵

−۱ − ۳−۱ − ۵

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1394

، آنگاه باقی ماندۀ تقسیم123 ، بخش پذیر باشد. اگر  فرض کنید چندجمله ای  بر 

 بر  کدام است؟

p(x)x −۲ ۱Q(x) = p(x − ۱) + p(۱ − x)

Q(x)x − ۲

صفر (2 (1

(4 (3

−۱

۱۲

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1399
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124
، عدد حقیقی باشد، مجموعۀ مقادیر x در کدام بازه است؟ ۴+ اگر عبارت 

 −  

x۲
۲

۲
۹ ۳ ۲x − x۲

(2 (1

(4 (3

[  , ۲]
۳
۲

[−  ,  ]
۳
۲

۳
۲

[−  , ۰) ∪
۳
۲

(۰, ۲][−  , ۰) ∪
۳
۲

(۰,  ]
۳
۲

از کشور 1396 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، برد تابع  کدام بازه است؟125 f(x)اگر  و  = x − x[ ]g(x) =  

x
۱ − x

gof

(2 (1

(4 (3

(۰, +∞)[۰, +∞)

(۱, +∞)[۱, +∞)

از کشور 1386 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

قلمچی ریاضی و فیزیک دوازدهم آزمون شماره 1 تابستان 1398

دو تابع با ضابطه های  و  مفروض اند. اگر126

 باشد،  کدام است؟

g = {(۲, ۵), (۳, ۴), (۱, ۶), (۴, ۷), (۸, ۱)}f(x) = ۲x − ۵
(f og)(a) =−۱ ۶a

2 (2 1 (1

4 (4 3 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1393

کدام است؟127 ، مقدار  fاگر  x =( ) x + ۲ x∣ ∣f f −۱۴۴( ( ))

6 (2 تعریف نشده (1

12 (4 8 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1388

128
f(x)اگر  و  باشند، دامنۀ تابع  کدام است؟ =  

۱ − x۲
۱ + x۲

g(x) =  x − x۲gof

(2 (1

(4 (3

[۰, ۱){۰}

(−۱, ۱)R− {۱, −۱}

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1396

۳x< اگر مجموعه جواب نامعادلۀ  بازۀ  باشد، طول وسط این بازه کدام است؟129 + ۴ ۲∣x − ۱∣ − x(a, b)

3 (2 (1

4 (4 (3

 

۲
۵

 

۲
۷

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1395
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، روی بازۀ  از چند پاره خط تشکیل شده است؟ (نماد  به مفهوم جزء صحیح است)130 yنمودار تابع  = [x ]۲x ∈ (−۲ , ۲)[ ]

5 (2 4 (1

7 (4 6 (3

از کشور 1391 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

ابتدا قرینۀ نمودار تابع  را نسبت به مبدأ مختصات رسم کرده، سپس منحنی حاصل را 4 واحد به سمت بالا131

انتقال می دهیم. طول نقاط تلاقی منحنی اخیر با منحنی اصلی، کدام است؟

f(x) = (x − ۱)۲

(2 (1

(4 (3

۰ , ۲−۱ , ۱

−۱ , ۲−۲ , ۱

از کشور 1399 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، دامنۀ تابع  کدام است؟132 fاگر  x =( ) x + x + ۲∣ ∣f −x( )

(2 (1

(4 (3

x ≤ −۱x ≥ −۱

x ≤ ۱x ≥ ۱

از کشور 1392 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

قلمچی علوم تجربی دوازدهم آزمون شماره 4 1398

Aرابطۀ  به ازای کدام مقدار  یک تابع است؟133 = (۳, m ), (۲, ۱), (−۳, m), (−۲, m), (۳, m + ۲), (m, ۴){ ۲ }m

-1 (2 -2 (1

هیچ مقدار  (4 2 (3m

از کشور 1385 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

تابع با ضابطۀ  مفروض است. اگر نمودار تابع f محور  xها را در دو نقطه به طول های 6 و  قطع کند، آنگاه134

، محور xها را با کدام طول قطع می کند؟ نمودار تابع 

g(x) = x −  x−  

۴
۱

fog

9 و  (2 4 و  (1

9 و 4 (4 3) و 4

 

۹
۱

 

۴
۱

 

۴
۱

از کشور 1394 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، کدام است؟135 g(x)f(x)اگر  وارون تابع  باشد، مقدار  = x +  xg(۶) + g(۱۲)

11 (2 10 (1

14 (4 13 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1399
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گزینه 4 1

راه حل اول:

فقط در گزینۀ 4،  است.

راه حل دوم:

f(۲x − ۳) = ۴x −۲ ۱۴x + ۱۳

x = ۱ ⇒ f(−۱) = ۴ − ۱۴ + ۱۳ = ۳

f(−۱) = ۳

۲x − ۳ = t ⇒ x =  

۲
t + ۳

f(t) = ۴(  ) −
۲

t + ۳ ۲ ۱۴(  ) +
۲

t + ۳
۱۳

= t +۲ ۶t + ۹ − ۷t − ۲۱ + ۱۳ = t −۲ t + ۱

گزینه 2

گام اول

گام دوم

2

با توجه به ضابطۀ تابع که به صورت  است، محدودۀ اولیۀ  را به زیربازه های زیر تقسیم کرده و در هر زیربازه

مقدار  را تع�ن می کنیم.

y = ۲  +[
۲
x

] ۱x

y

 ۲ ≤ x < ۴, ۴ ≤ x < ۶ , ۰ ≤ x < ۲−۲ ≤ x < ۰,

برای پاسخ گویی به تست نیازی به رسم نمودار تابع نیست. به تعداد ضابطه های به دست آمده، پاره خط در نمودار تابع وجود

دارد.

پس نمودار تابع از چهار پاره خط مساوی به طول 2 تشکیل شده است.

− ۲ ≤ x < ۰ ⇒ −۱ ≤  < ۰ ⇒  = −۱ ⇒ y = ۲(−۱) + ۱ = −۲ + ۱ = −۱
۲
x

[
۲
x

]

۰ ≤ x < ۲ ⇒ ۰ ≤  < ۱ ⇒  = ۰ ⇒ y = ۱
۲
x

[
۲
x

]

۲ ≤ x < ۴ ⇒ ۱ ≤  < ۲ ⇒  = ۱ ⇒ y = ۲(۱) + ۱ = ۲ + ۱ = ۳
۲
x

[
۲
x

]

۴ ≤ x < ۶ ⇒ ۲ ≤  < ۳ ⇒  = ۲ ⇒ y = ۲(۲) + ۱ = ۴ + ۱ = ۵
۲
x

[
۲
x

]

پاسخنامه تابعریاضی | آقای کنکور
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گزینه 1 3

بنابراین:

x ≤ ۲ ⇒ f(x) = −(x − ۲) − (x − ۳) = −۲x + ۵
۲ < x < ۳ ⇒ f(x) = (x − ۲) − (x − ۳) = ۱
x ≥ ۳ ⇒ f(x) = x − ۲ + x − ۳ = ۲x − ۵

x ≤ ۲ ⇒ −۲x + ۵ = ۲x −۲ x − ۱۰ ⇒ ۲x +۲ x − ۱۵ = ۰

(۲x − ۵)(x + ۳) = ۰ ⇒    

⎩
⎨
⎧x = −۳ ✓

x =  ×
۲
۵

گزینه 4 4

ضابطۀ  از ما خواسته شده است ابتدا باید ضابطۀ  را تع�ن کنیم، سپس به جای متغیر  نسبت مثلثاتی

 را قرار داده و در پایان ضابطۀ  را به دست آوریم.

ضابطۀ  را به دست می آوریم:

f (sin x)−۱f (x)−۱x

sin xf (sin x)−۱

f(x) =  ⇒ y =  ⇒ y  = x
 ۱ + x۲

x

 ۱ + x۲

x
۱ + x۲

 y (۱ + x ) = x ⇒ y + y x = x ⇒ x − y x = y
به توان ۲ ۲ ۲ ۲ ۲ ۲ ۲ ۲ ۲ ۲ ۲ ۲

⇒ x (۱ − y ) = y ⇒ x =   x =  

۲ ۲ ۲ ۲
۱ − y۲

y۲ هم علامت y,x

 ۱ − y۲

y

⇒ f (x) =  ; −۱ < x < ۱−۱

 ۱ − x۲

x

f (sin x)−۱

f (sin x) =   f (sin x) =  

−۱

 ۱ − sin x۲

sin x ۱−sin x=cos x۲ ۲
−۱

 cos x۲

sin x

⇒ f (sin x) =  

−۱
∣ cos x∣
sin x

www.konkur.in

forum.konkur.in
@jozveh_nub



3/68لرنیتو 1399

گزینه 3 5

ابتدا تابع  را به دست می آوریم:

نقاط برخورد تابع  و خط  را می یابیم.

gof

(gof)(x) = g(f(x)) = g(x + x) =  ⇒ (gof)(x) = ∣۲x + ۱∣۲ ۴x + ۴x + ۱۲

∣۲x + ۱∣ =    

⎩⎪
⎨
⎪⎧۲x + ۱ ; x ≥ −  

۲
۱

− ۲x − ۱ ; x < −  

۲
۱

∣۲x + ۱∣y = ۳

۲x +۱ ۱ = ۳ ⇒ x  =۱ ۱ , −۲x  −۲ ۱ = ۳ ⇒ x  =۲ −۲

S =  =
۲

( x  + x  ) × ۳∣ ۱ ∣ ∣ ۲∣
 =

۲
۹

۴/۵
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گزینه 1 6

ضابطۀ و  برای ما مشخص شده است. ابتدا با توجه به این دو ضابطه، ضابطۀ تابع  را به صورت مستقل

تع�ن می کنیم، سپس ضابطۀ تابع  را به دست می آوریم.

برای این که بتوانیم راحت تر ضابطۀ  را تع�ن کنیم، سعی می کنیم دو طرف را به دو عبارت مربع کامل تبدیل کنیم:

پس برای ضابطۀ  دو حالت ممکن است رخ دهد:

با توجه به گزینه های موجود، گزینۀ 1 قابل قبول است.

f(x)f(g(x))g(x)

(f + g)(x)

f(x) = x −۲ x − ۲ , f(g(x)) = x +۲ x − ۲

⇒ (g(x)) −۲ g(x) − ۲ = x +۲ x − ۲ ⇒ (g(x)) −۲ g(x) = x +۲ x

g(x)

(g(x)) −۲ g(x) = x +۲ x  

اضافه می کنیم ۴به دو طرف 
۱

(g(x)) −۲ g(x) +  =
۴
۱

x +۲ x +  

۴
۱

⇒ (g(x)) −  ) =
۲
۱ ۲ (x +  ) ⇒

۲
۱ ۲

g(x) −  =
۲
۱

±(x +  )
۲
۱

g(x)

۱) g(x) −  = x +  ⇒ g(x) = x + ۱
۲
۱

۲
۱

⇒ (f + g)(x) = f(x) + g(x) = x − x − ۲ + x + ۱ = x − ۱۲ ۲

۲) g(x) −  = −x −  ⇒ g(x) = −x
۲
۱

۲
۱

⇒ (f + g)(x) = f(x) + g(x) = x − x − ۲ − x = x − ۲x − ۲۲ ۲

گزینه 2

گام اول

گام دوم

7

، ضابطۀ  را به دست می آوریم. سپس ضابطۀ  را تع�ن می کنیم و در نهایت ابتدا با استفاده از ضابطۀ تابع 

برای این که مقدار  را محاسبه کنیم، کافی است  را برابر 6 قرار داده و مقدار  را حساب کنیم.

f (x)−۱f(x)g(x)

g (۶)−۱g(x)x

توضیحات گفته شده را مرحله به مرحله پیاده می کنیم:

 را برابر 6 قرار داده و مقدار  را تع�ن می کنیم:

نقطۀ  در ضابطۀ  صدق می کند، پس نقطۀ  متعلق به تابع  است. بنابراین  است. 

f (x) =  ⇒ y =   y = ۲x ⇒ x =  ⇒ f(x) =  

−۱ ۳ ۲x ۳ ۲x
به توان ۳ ۳

۲
y۳

۲
x۳

g(x) = f(x) +  ⇒ g(x) =  +  f(x)
۲

x۳
 

۲
x۳

g(x)x

۶ =  +
۲

x۳
 ⇒

۲
x۳

۴ + ۲ =  +
۲

x۳
 ⇒

۲
x۳

 =
۲

x۳
۴ ⇒ x =۳ ۸ ⇒ x = ۲

(۲, ۶)g(x)(۶, ۲)g (x)−۱g (۶) =−۱ ۲
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گزینه 1 8

ابتدا  و سپس با داشتن مقدار آن  را محاسبه می کنیم.

برای رسیدن به جواب تست باید حاصل  را محاسبه کنیم:

می دانیم عبارت زیر رادیکال با فرجۀ زوج نباید منفی باشد پس حاصل  تعریف نشده است.

f(−۱)f(  )۲

f(x) =  ⇒۲ − x − x۲ f(−۱) =  =۲ − (−۱) − (−۱)۲
 =۲ + ۱ − ۱  ۲

f( )۲

f(f(−۱)) = f(  ) =۲  =۲ −  − (  )۲ ۲
۲

 =۲ −  − ۲۲  −  ۲

f(f(−۱))

گزینه 3 9

برای یافتن نقاط تلاقی نمودار توابع  و  (نیمساز ناحیۀ اول و سوم)، آن ها را مساوی هم قرار می دهیم:

 غیرقابل قبول است، زیرا در معادلۀ  صدق نمی کند.

f(x) =   x
قرینه نسبت به

yها محور
y =  −x

واحد به  راست ۲
y =  =−(x − ۲)  −x + ۲

y = −x + ۲y = x

=−x + ۲ x (∗)  

۲ به توان
−x + ۲ = x ⇒۲ x +۲ x − ۲ = ۰

⇒ (x + ۲)(x − ۱) = ۰ ⇒   {
x = ۱
x = −۲ غ.ق.ق

x = −۲(∗)

گزینه 3 10

y = x + ∣x∣ = , y ={
۲x ; x ≥ ۰
۰ ; x < ۰ ۲ − ∣x∣ =  {

۲ − x ; x ≥ ۰
x + ۲ ; x < ۰

۲ − x = ۲x ⇒ x =  

۳
۲

S = S  + S  =  × ۲ × ۲ +  ×  × ۲ = ۲ +  =  ۱ ۲ ۲
۱

۲
۱

۳
۲

۳
۲

۳
۸
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گزینه 1 11

اگر خط  را به صورت یک تابع در نظر بگیریم، قرینۀ خط  نسبت به خط  همان وارون

تابع است، بنابراین داریم:

۳y − ۲x = ۴۳y − ۲x = ۴y = x

۳y − ۴ = ۲x ⇒ x =  

۲
۳y − ۴

⇒ f (x) =−۱ =
۲

۳x − ۴
 x −

۲
۳

۲ ⇒ عرض از مبدأ = −۲

گزینه 1 12

، ضابطۀ دو تابع  و  را تشکیل می دهیم. یعنی یک بار در ضابطۀ  به ابتدا با توجه به ضابطۀ تابع 

، متغیر  و یک بار متغیر  را قرار داده و ضابطۀ هر یک را تع�ن می کنیم. جای متغیر 

، حاصل  را به دست می آوریم: با داشتن ضوابط دو تابع  و 

f(x)f(۱ + x)f(۱ − x)f(x)

x(۱ + x)(۱ − x)

f(۱ + x) = (۱ + x) (۲ − ۱ − x) = (۱ + x) (۱ − x) = [(۱ + x)(۱ − x)] = (۱ − x )۲ ۲ ۲ ۲ ۲ ۲ ۲

f(۱ − x) = (۱ − x) (۲ − ۱ + x) = (۱ − x) (۱ + x) = [(۱ − x)(۱ + x)] = (۱ − x )۲ ۲ ۲ ۲ ۲ ۲ ۲

f(۱ + x)f(۱ − x)f(۱ + x) − f(۱ − x)

f(۱ + x) − f(۱ − x) = (۱ − x ) −۲ ۲
(۱ − x ) =۲ ۲ ۰

گزینه 4 13

جواب  غیرقابل قبول است، زیرا دامنه  است.

f(x) =  =
۲

۲ + (  )x

۲
۱ x

 

f (۲)=?−۱

 =
۲

۲ + (  )x

۲
۱ x

۲

⇒ ۲ +x (  ) =
۲
۱ x

۴ ⇒ ۲ +x
 =

۲x

۱
۴  

t=۲x

t +  =
t
۱

۴

⇒ t +۲ ۱ = ۴t ⇒ t −۲ ۴t + ۱ = ۰ ⇒ Δ = ۱۲

⇒   

⎩⎪
⎨
⎪⎧t =  = ۲ +  

۲
۴ + ۲  ۳

۳

t =  = ۲ −  

۲
۴ − ۲  ۳

۳

t = ۲ ⇒x x = log  ⇒۲
t

 {
x = log  ۲

(۲+  )۳

x = log  < ۰ ۲غ ق ق
(۲−  )۳

x = log۲
(۲− )۳[۰, +∞)
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گزینه 4 14

نمودار دو تابع را رسم می کنیم.

210

454

 

10-1

101

برخورد دو تابع را محاسبه می کنیم.

خطوط بر هم عمودند، پس شکل موردنظر یک مستطیل است. فقط مختصات یکی از نقاط برخورد (مانند  ) را لازم

داریم تا مساحت مستطیل به دست آید. طول و عرض برابر است با:

x

y = ۵ − ∣x − ۱∣

x

y = ∣x∣

۵ − ∣x − ۱∣ = ∣x∣ ⇒ ∣x∣ + ∣x − ۱∣ = ۵ ⇒ x =  ⇒
۲

۰ + ۱ ± ۵
  {
x = ۳
x = −۲

B(۳, ۳)

∣AB∣ =  =(۳ − ۱) + (۳ − ۵)۲ ۲
 =۴ + ۴ ۲  ۲

∣BO∣ =  =۳ + ۳۲ ۲
 =۱۸ ۳  ۲

S = ∣AB∣ × ∣BO∣ = ۳  ×۲ ۲  =۲ ۱۲
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گزینه 4 15

روش اول:

، بازه ای که در آن تابع  ابتدا دامنه تعریف تابع  را به دست می آوریم. سپس باتوجه به محدودۀ قابل قبول برای 

تعریف شده است را مشخص می کنیم.

، بنابراین: پس باید داشته باشیم: 

روش دوم:

ابتدا ضابطۀ  را تع�ن کرده و از روی آن دامنه تعریف را به دست می آوریم.

f(x)xf(۳ − x)

f(x) =  ⇒ ۲x − x ≥ ۰ ⇒ x(۲ − x) ≥ ۰ ⇒ ۰ ≤ x ≤ ۲۲x − x۲ ۲

۰ ≤ ۳ − x ≤ ۲

۰ ≤ ۳ − x ≤ ۲ ⇒ −۳ ≤ −x ≤ −۱ ⇒ ۱ ≤ x ≤ ۳ ⇒ D  = [۱, ۳]f (۳−x)

f(۳ − x)

f(x) =  ⇒ f(۳ − x) =  ۲x − x۲ ۲(۳ − x) − (۳ − x)۲

=  =  ⇒ −x + ۴x − ۳ ≥ ۰۶ − ۲x − ۹ + ۶x − x۲ −x + ۴x − ۳۲ ۲

 x − ۴x + ۳ ≤ ۰ ⇒ (x − ۳)(x − ۱) ≤ ۰ ⇒ ۱ ≤ x ≤ ۳ ⇒ D  = [۱, ۳]
×(−۱) ۲

f (۳−x)

گزینه 4 16

حال  را با  قطع می دهیم:

با امتحان کردن گزینه ها به راحتی معلوم می شود که  در معادلۀ (۱) صدق می کند.

f(x) = x −۲ ۲x − ۳ = y ⇒ x −۲ ۲x + ۱ = y + ۴

⇒ (x − ۱) =۲ y + ۴  

جذر
x − ۱ =∣ ∣  y + ۴

x≥۱
x − ۱ =  ⇒y + ۴ x =  +y + ۴ ۱ ⇒ f (x) =−۱

 +x + ۴ ۱

f−۱g

+x + ۴ ۱ = ⇒
۲

x − ۹
۲  =x + ۴ x − ۱۱ (۱)

x = ۲۱
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گزینه 2

گام اول

گام دوم

17

چون عبارت  بر سه جمله ای  بخش پذیر است، باید باقی ماندۀ تقسیم این عبارت بر

سه جمله ای موردنظر برابر صفر شود.

ax +۳ ۴x −۲ ۱۴x + ۱۰ − ax −۲ ۲x + ۱

باقی مانده را برابر صفر قرار می دهیم:

بنابراین به ازای  عبارت  بر سه جمله ای  بخش پذیر است.

 

  

ax + ۴x − ۱۴x + ۱۰ − a۳ ۲

 − ax − ۲ax + ax( ۳ ۲ )
  ∣

∣x − ۲x + ۱۲

ax + ۲a + ۴( )

 

۲a + ۴ x + −a − ۱۴ x + ۱۰ − a( ) ۲ ( )
 − ۲a + ۴ x − ۲ ۲a + ۴ x + ۲a + ۴(( ) ۲ ( ) )

۳a − ۶ x + ۶ − ۳a( ) ( )

۳a − ۶ x +( ) ۶ − ۳a =( ) ۰ ⇒  ⇒ ۳a = ۶ ⇒ a = ۲{
۳a − ۶ = ۰
۶ − ۳a = ۰

a = ۲ax +۳ ۴x −۲ ۱۴x + ۱۰ − ax −۲ ۲x + ۱

گزینه 4 18

Pنکته: چندجمله ای  بر  بخش پذیر است، هرگاه:  (x)(x − a)۲P (a) = P (a) =′ ۰

P (x) = x + ax − bx + ۴ ⇒ P (x) = ۴x + ۲ax − b۴ ۲ ′ ۳

 ⇒  ⇒  {
P (۱) = ۰ ⇒ ۱ + a − b + ۴ = ۰
P (۱) = ۰ ⇒ ۴ + ۲a − b = ۰′ {

a − b = −۵
۲a − b = −۴ {

a = ۱
b = ۶
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گزینه 3

گام اول

گام دوم
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از ویژگی های تابع وارون (معکوس) برای حل تست استفاده می کنیم. اگر نقطۀ  در ضابطۀ تابع  صدق کند، نقطۀ

 در ضابطۀ تابع معکوس یا همان  صدق می کند. سؤال از ما  را می خواهد. فرض کنیم مقدار  برابر

 شود، در این صورت  در ضابطۀ  صدق می کند پس نقطه ای به مختصات  باید در ضابطۀ تابع  صدق

کند. این نقطه را در ضابطۀ تابع اصلی جای گذاری کرده و مقدار  را محاسبه می کنیم.

A(α, β)f

B(β, α)f−۱f (۴)−۱f (۴)−۱

α(۴, α)f−۱(α, ۴)f(x)

α

معادلۀ  را حل کرده و مقدار  را به دست می آوریم:

عبارت زیر رادیکال با فرجۀ زوج باید نامنفی باشد پس داریم:

. حالا طرفین تساوی بالا را به توان 2 می رسانیم: پس 

با توجه به این که  است، فقط  قابل قبول خواهد بود.

f(α) = ۴α

f(x) = −x +   −۲x
f (α)=۴ ۴ = −α +  ⇒−۲α  =−۲α α + ۴

−۲α ≥ ۰ ⇒ α ≤ ۰ , α + ۴ ≥ ۰ ⇒ α ≥ −۴

α ∈ [−۴, ۰]

− ۲α = (α + ۴) ⇒ −۲α = α + ۸α + ۱۶ ⇒ α + ۱۰α + ۱۶ = ۰۲ ۲ ۲

⇒ (α + ۸)(α + ۲) = ۰ ⇒  {
α = −۲
α = −۸

α ∈ [−۴, ۰]α = −۲
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،( الف) عبارت  بر دوجمله ای  بخش پذیر است (به ازای هر عدد طبیعی 

بنابراین  است.

ب) با توجه به گزینه های داده شده باقی ماندۀ تقسیم عبارت  بر  یک چند جمله ای درجه یک به فرم 

است. برای تع�ن مقادیر  و  یک بار مقدار  و بار دیگر  را محاسبه کرده و با حل دو معادله و دو مجهول مقدار 

و  حساب می شود.

P (x) = x +۲n+۱ ۲x +۲n x −۵ ۵x +۳ kx + ۲n

P (−۲) = ۰
P (x)x −۲ ۱ax + b

abP (۱)P (−۱)a

b

 عددی فرد است. بنابراین است. هم چنین  یک عدد زوج بوده و داریم:

 را بازنویسی می کنیم:

، سراغ محاسبۀ باقی ماندۀ تقسیم  بر می رویم: با مشخص شدن مقدار 

از دو رابطۀ  و  مقدار  و  را به دست می آوریم:

پس باقی ماندۀ تقسیم  بر  به صورت  است.

روش دوم:

باقی ماندۀ عبارت  را بر  می خواهیم.

کافی است در عبارت فوق به جای  عدد 1 را قرار دهیم:

P (x) = x +۲n+۱ ۲x +۲n x −۵ ۵x +۳ k

P (−۲) = ۰ ⇒ (−۲) +۲n+۱ ۲(−۲) +۲n (−۲) −۵ ۵(−۲) +۳ k = ۰

۲n + ۱(−۲) =۲n+۱ −۲۲n+۱۲n

(−۲) =۲n ۲۲n

P (−۲)

P (−۲) = −۲ +۲n+۱ ۲ −۲n+۱ ۳۲ + ۴۰ + k = ۰ ⇒ k + ۸ = ۰ ⇒ k = −۸

kP (x)x −۲ ۱

P (x) = x +۲n+۱ ۲x +۲n x −۵ ۵x −۳ ۸ = Q(x)(x −۲ ۱) + ax + b

P (۱) = ۱ +۲n+۱ ۲(۱) +۲n (۱) −۵ ۵(۱) −۳ ۸ = a + b

⇒ ۱ + ۲ + ۱ − ۵ − ۸ = a + b ⇒ a + b = −۹ (I)

P (−۱) = (−۱) +۲n+۱ ۲(−۱) +۲n (−۱) −۵ ۵(−۱) −۳ ۸ = −a + b

⇒ −۱ + ۲ − ۱ + ۵ − ۸ = −a + b ⇒ −a + b = −۳ (II)

(I)(II)ab

 {
a + b = −۹

−a + b = −۳
+

۲b = −۱۲ ⇒ b = −۶  

(I)
a = −۳

P (x)x −۲ ۱−۳x − ۶

P (x) = x +۲n+۱ ۲x +۲n x −۵ ۵x −۳ ۸x −۲ ۱

x −۲ ۱ = ۰ ⇒ x =۲ ۱

x۲

P (x) = x + ۲x + x − ۵x − ۸ ⇒ P (x) = (x ) x + ۲(x ) + (x ) x − ۵x x − ۸۲n+۱ ۲n ۵ ۳ ۲ n ۲ n ۲ ۲ ۲

 (۱) x + ۲(۱) + (۱) x − ۵(۱)x − ۸ = x + ۲ + x − ۵x − ۸ = −۳x − ۶x =۱۲
n n ۲
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۳x−مقدار باقی ماندۀ تقسیم  است. − ۶

گزینه 4

گام اول

گام دوم

21

xf(x)عبارت زیر رادیکال با فرجۀ زوج باید نامنفی باشد، پس داریم:  ≥ ۰

حالا با استفاده از جدول تع�ن علامت، مشخص می کنیم در چه بازه هایی  برقرار است. داریم:

دو بازۀ مشخص شده مقادیر قابل قبول برای دامنۀ تعریف تابع است، پس دامنۀ تعریف

تابع  به صورت  درمی آید.

xf(x) ≥ ۰

xf(x)[−۳, ۰] ∪ [۱, ۲]

گزینه 3 22

f(x)f−۱f(x)ابتدا نمودار  را رسم می کنیم. نمودار  قرینۀ  نسبت به نیمساز ربع اول و سوم است.

f(x) =   {
x ; x ≥ ۰۲

− x ; x < ۰۲

گزینه 2 23

همواره داریم  ، درنتیجه:

f(x) =  ⇒ ۱ + x = ۰ ⇒ x = −۱ غ.ق.ق ⇒ D  = R
۱ + x۲
۱ − x۲

۲ ۲
f

g(x) = ⇒ x − x ≥ ۰ ⇒ x(۱ − x) ≥ ۰ ⇒ ۰ ≤ x ≤ ۱ ⇒ D  : ۰ , ۱x − x۲ ۲
g [ ]

D  : {x ∈ D  ∣f x ∈ D  } = {x ∈ R∣۰ ≤  ≤ ۱}gof f ( ) g ۱ + x۲
۱ − x۲

 ≤
۱ + x۲

۱ − x۲
۱

 ≥
۱ + x۲
۱ − x۲

۰  

۱+x >۰۲

۱ − x ≥۲ ۰ ⇒ x ∈ [−۱, ۱]

www.konkur.in

forum.konkur.in
@jozveh_nub



13/68لرنیتو 1399

گزینه 4

گام اول

گام دوم

24

وقتی تست اشاره کرده  است، یعنی این که باید از تابع  زوج مرتبی را انتخاب کنیم که در آن مؤلفۀ دوم برابر 5

است. در این صورت مؤلفۀ اول برابر  بوده و با داشتن ضابطۀ تابع  مقدار  به راحتی محاسبه می شود.

g(f(a)) = ۵g

f(a)f(x)a

، زوج مرتب  دارای مؤلفۀ دوم 5 است، بنابراین می  است. در بین زوج مرتب های تشکیل دهندۀ تابع 

، مقدار  را به دست می آوریم: . حال با داشتن ضابطۀ  توان نتیجه گرفت: 

، معادله را به یک معادلۀ درجه دو تبدیل کرده و آن را حل کنیم. (فقط برای حل این معادله می توانیم با تغ�ر متغیر 

حواستان باشد  باید مثبت شود.)

اما راه سریع تر و راحت تر برای رسیدن به جواب امتحان گزینه هاست. در این صورت هم،   جواب تست می شود. 

g(f(a)) = ۵g(۶, ۵)

f(a) = ۶f(x)a

f(x) = x +  ⇒x f(a) = a +  a
f (a)=۶

a +  =a ۶

t =  a

t

a +  = ۶  t + t = ۶ ⇒ t + t − ۶ = ۰ ⇒ (t + ۳)(t − ۲) = ۰a
 =ta ۲ ۲

⇒   {
t = −۳ ق ق غ
t = ۲ ⇒  = ۲ ⇒ a = ۴a

a = ۴

گزینه 3 25

حال منحنی حاصل را با  برابر قرار می دهیم تا محل برخورد به دست آید.

 را در  جایگذاری می کنیم تا عرض محل برخورد نیز به دست آید:

فاصلۀ نقطۀ  از مبدأ مختصات برابر است با:

y =   x
واحد در جهت  ۱۲

ها x مثبت محور 
y =   x − ۱۲

واحد در جهت  ۲

ها y مثبت محور 
y =  +x − ۱۲ ۲

f(x) = x

+x − ۱۲ ۲ =  ⇒x  =x − ۱۲  −x ۲

توان۲
 −x ۱۲ =  +x ۴ − ۴  ⇒x ۴  =x ۱۶ ⇒ x = ۱۶

x = ۱۶f(x) =  x

f(۱۶) =  =۱۶ ۴ ⇒ A(۱۶, ۴)

A

OA =  =۱۶ + ۴۲ ۲
 =۱۶(۱۶ + ۱) ۴  ۱۷
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گزینه 3 26

در صورت مسئله ضابطۀ دو تابع  و  به ما داده شده است. ابتدا با استفاده از تغ�ر متغیر، ضابطۀ تابع  را به

، ضابطۀ  را قرار دست می آوریم. برای به دست آوردن ضابطۀ تابع  کافی است در ضابطۀ تابع  به جای متغیر 

دهیم.

حالا ضابطۀ تابع  یا همان  را تع�ن می کنیم:

f(x)g(f(x))g(x)

fogf(x)xg(x)

f(x) = ۲x + ۳ , g(f(x)) = ۸x + ۲۲x + ۲۰ ⇒ g(۲x + ۳) = ۸x + ۲۲x + ۲۰۲ ۲

۲x + ۳ = t ⇒ ۲x = t − ۳ ⇒ x =  

۲
t − ۳

g(t) = ۸(  ) + ۲۲(  ) + ۲۰ ⇒ g(t) = ۸(  ) + ۱۱(t − ۳) + ۲۰
۲

t − ۳ ۲

۲
t − ۳

۴
t − ۶t + ۹۲

⇒ g(t) = ۲t − ۱۲t + ۱۸ + ۱۱t − ۳۳ + ۲۰ = ۲t − t + ۵ ⇒ g(x) = ۲x − x + ۵۲ ۲ ۲

fog(x)f(g(x))

f(x) = ۲x + ۳ , g(x) = ۲x − x + ۵ ⇒ fog(x) = f(g(x)) = ۲(۲x − x + ۵) + ۳۲ ۲

⇒ f(g(x)) = ۴x − ۲x + ۱۰ + ۳ = ۴x − ۲x + ۱۳۲ ۲

گزینه 4

گام اول

گام دوم

27

xyدقت کنید که  و  فقط باید مقادیر صحیح بپذیرند.

با توجه به این که  و  مقادیر نامنفی هستند، حالت های زیر برای  و  می تواند رخ دهد:

بنابراین رابطۀ  با اعضایش به صورت زیر در می آید:

پس رابطۀ  دارای 8 عضو به صورت زوج مرتب است.

∣x∣∣y∣∣x∣∣y∣

۱)∣x∣ = ۲ , ∣y∣ = ۰ ⇒ x = ±۲ , y = ۰ ⇒ (۲, ۰), (−۲, ۰) ∈ R

۲)∣x∣ = ۰ , ∣y∣ = ۲ ⇒ x = ۰ , y = ±۲ ⇒ (۰, ۲), (۰, −۲) ∈ R

۳)∣x∣ = ۱ , ∣y∣ = ۱ ⇒ x = ±۱ , y = ±۱ ⇒ (۱, ۱), (۱, −۱), (−۱, ۱), (−۱, −۱) ∈ R

R

R = {(۲, ۰), (۰, ۲), (−۲, ۰), (۰, −۲), (۱, ۱), (۱, −۱), (−۱, ۱), (−۱, −۱)}

R
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به شکل ماشین داده شده خوب دقت کنید:

متغیر ورودی را  در نظر می گیریم. وارد دستگاهی می شود که این متغیر را دو برابر کرده و از آن دو واحد کم می کند. ما این

دستگاه را  فرض می کنیم. دستگاه بعدی را هم  در نظر می گیریم. بنابراین شکل دستگاه را به صورت زیر تکمیل می

کنیم:

خروجی به ازای متغیر ورودی  برابر  شده است، یعنی  است.

ورودی  ۲x − ۲    

 + ۱x
x

خروجی

x

f(x)g(x)

 

x

ورودی   

f (x)

 ۲x − ۲   

g(x)

  

 + ۱x
x

 

g(f (x))

خروجی 

x 

۳
۴

g(f(x)) =  

۳
۴

حالا با داشتن  و  می توانیم  را تع�ن کرده و در نهایت مقدار  را محاسبه کنیم:

بنابراین ورودی این ماشین  به دست آمد.

f(x)g(x)g(f(x))x

f(x) = ۲x − ۲ , g(x) =  

 + ۱x
x

g(f(x)) =  =  =  ⇒ ۳(۲x − ۲) = ۴  + ۴
 + ۱f(x)

f(x)
 + ۱۲x − ۲

۲x − ۲
۳
۴

۲x − ۲

 ۳t = ۴t + ۴ ⇒ ۳t − ۴t − ۴ = ۰ ⇒ (۳t + ۲)(t − ۲) = ۰
 =t۲x−۲ ۲ ۲

⇒    

⎩
⎨
⎧t = ۲ ⇒  = ۲ ⇒ ۲x − ۲ = ۴ ⇒ ۲x = ۶ ⇒ x = ۳۲x − ۲

t = −  ⇒  = − غ.ق.ق 
۳
۲

۲x − ۲
۳
۲

x = ۳
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گزینه 1 29

، ضابطۀ  را قرار ، کافی است در ضابطۀ تابع  به جای متغیر  برای یافتن ضابطۀ تابع  یا همان 

دهیم.

، داریم: با توجه به فرمول 

پس ضابطۀ تابع  به صورت زیر درمی آید:

fog(x)f(g(x))f(x)xg(x)

fog(x) = f(g(x)) = g(x) −  = sin x −  = sin x − sin xg(x) ۴ sin x۴ ۴ ۲

= sin x(sin x − ۱) = sin x(−cos x) = −sin xcos x۲ ۲ ۲ ۲ ۲ ۲

sin ۲x

sin x cos x =  sin ۲x
۲
۱

fog

fog(x) = −(  sin ۲x) =
۲
۱ ۲

−  sin ۲x
۴
۱ ۲

گزینه 3 30

نکته:

ابتدا  را ساده می کنیم:

اکنون تابع gof را تشکیل می دهیم:

طبق نکته داریم:

۰ ≤ x − [x] < ۱

g(x)

g(x) =  =
x + ۱
۱ − ۲x

 =
x + ۱

۱ − ۲x + ۲ − ۲
 +

x + ۱
−۲x − ۲

 =
x + ۱
۱ + ۲

−۲ +  

x + ۱
۳

g(f(x)) = −۲ +  

[x] − x + ۱
۳

۰ ≤ x − [x] < ۱  

ضرب می کنیم (−۱) در
−۱ < [x] − x ≤ ۰

+۱
۰ < [x] − x + ۱ ≤ ۱  

معکوس می کنیم 
۱ ≤  

[x] − x + ۱
۱

×۳ ۳ ≤   

[x] − x + ۱
۳ −۲ ۱ ≤  −

[x] − x + ۱
۳

۲

⇒ g(f(x)) ≥ ۱ ⇒ R  =gof [۱, +∞)
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گزینه 1 31

ضابطۀ دو تابع  و  به ما داده شده و ضابطۀ تابع  را می خواهند. برای این کار ابتدا ضابطۀ دو تابع 

و  را به دست می آوریم سپس برای تع�ن ضابطۀ  یا همان  در ضابطۀ  به جای متغیر

، ضابطۀ  را قرار می دهیم:

بنابراین ضابطۀ تابع  برابر است با:

f(x)g(x)g of−۱ −۱f (x)−۱

g (x)−۱g of−۱ −۱g (f (x))−۱ −۱g (x)−۱

xf (x)−۱

f(x) = ۱ +  ⇒ y = ۱ +  ⇒ y − ۱ =   (y − ۱) = xx x x
به توان ۲ ۲

⇒ f (x) = (x − ۱) ; x ≥ ۱−۱ ۲

g(x) = x ⇒ y = x ⇒ x =  ⇒ g (x) =  ; x > ۰۲ ۲ y −۱ x

g of (x)−۱ −۱

g of (x) = g (f (x)) =  =  = ∣x − ۱∣−۱ −۱ −۱ −۱ f (x)−۱ (x − ۱)۲

 g of (x) = x − ۱
x≥۱

x−۱≥۰
−۱ −۱

گزینه 1 32

طبق تعریف، دامنۀ تابع  از رابطۀ زیر به دست می آید:

بنابراین لازم است برای حل تست دامنۀ تعریف دو تابع  و  تع�ن شود، سپس با استفاده از تعریف گفته شده  را

مشخص کنیم.

حالا دامنۀ تعریف تابع  را به دست می آوریم:

پس دامنۀ  برابر است با:  

gof

D  =gof {x ∈ D  ∣f(x) ∈f D  }g

f(x)g(x)D  gof

f(x) =  =   ⇒ D  = Rx + ∣x∣ {
x ≥ ۰ : ∣x∣ = x ⇒ f(x) =  ۲x

x < ۰ : ∣x∣ = −x ⇒ f(x) =  = ۰x − x f

g(x) =  =  ⇒ x(x − ۴) = ۰ ⇒ x = ۰, x = ۴
x − ۴x۲

۱
x(x − ۴)

۱

⇒ D  = R− {۰, ۴}g

gof

D  =gof {x ∈ D  ∣f(x) ∈f D  } =g {x ∈ R∣  ∈x + ∣x∣ R− {۰, ۴}}

=x + ∣x∣ ۴  

x≥۰
 =۲x ۴  

به توان ۲ ۲x = ۱۶ ⇒ x = ۸

=x + ∣x∣ ۰ ⇒ x ∈ (−∞, ۰]

gofD  =gof (۰, ۸) ∪ (۸, +∞)
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نکته: 

ابتدا تابع  را ساده می کنیم :

اکنون تابع  را تشکیل می دهیم:

طبق نکته داریم:

۰ ≤ x − x <[ ] ۱
g(x)

g(x) = −x +۲ ۴x = −x +۲ ۴x − ۴ + ۴

= −(x −۲ ۴x + ۴) + ۴ = −(x − ۲) +۲ ۴

gof

g(f(x)) = −(۲x − ۲x − ۲) +[ ] ۲ ۴

۰ ≤ ۲x − [۲x] < ۱  

−۲
−۲ ≤ ۲x − [۲x] − ۲ < −۱

توان ۲ ۱ < (۲x − [۲x] − ۲) ≤۲ ۴

×(−۱)
−۴ ≤ −(۲x − [۲x] − ۲) <۲ −۱

+۴
۰ ≤ −(۲x − [۲x] − ۲) +۲ ۴ < ۳

⇒ ۰ ≤ gof(x) < ۳ ⇒ R  =gof [۰, ۳)

گزینه 3

گام اول
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الف) ابتدا ضابطۀ تابع  را باتوجه به محدوده هایی که برای x در نظر می گیریم، ساده می کنیم. محدودۀ x بر اساس ریشۀ

عبارت های داخل قدر مطلق تع�ن می شود.

ب) بازه ای که در آن تابع  صعودی است (مقدار  به ازای افزایش x در حال افزایش است) را تع�ن کرده و در آن بازه

ضابطۀ  را به دست می آوریم.

f(x)

f(x)f(x)

f (x)−۱

ریشۀ عبارت های درون قدر مطلق،  و  است. داریم:

در بازۀ  تابع  یک تابع صعودی است. در این بازه ضابطۀ  را به دست می آوریم:

x = −۱x = ۳

x < −۱ : f(x) = −۲x + ۶ − (−x − ۱) = −۲x + ۶ + x + ۱ = −x + ۷

−۱ ≤ x ≤ ۳ : f(x) = −۲x + ۶ − (x + ۱) = −۳x + ۵

x > ۳ : f(x) = ۲x − ۶ − (x + ۱) = x − ۷

x > ۳f(x) = x − ۷f (x)−۱

y = x − ۷ ⇒ x = y + ۷ ⇒ f (x) =−۱ x + ۷ , x > −۴
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، ابتدا در تست حاصل مقادیری از دو تابع  و  از ما خواسته شده است. بنابراین با توجه به دو ضابطۀ  و 

ضابطۀ توابع  و  را تع�ن کرده، سپس حاصل عبارت داده شده را محاسبه می کنیم.

foggoff(x)g(x)

fog(x)gof(x)

f(x) = ∣x∣ , g(x) = x + ۲x + ۱ = (x + ۱)۲ ۲

(fog)(x) = f(g(x)) = ∣(x + ۱) ∣  (fog)(x) = (x + ۱)۲ (x+۱) ≥۰۲ ۲

(gof)(x) = g(f(x)) = (∣x∣ + ۱)۲

(fog)(۱ −  ) − (gof)(۱ −  ) = (۱ −  + ۱) − (∣۱ −  ∣ + ۱) =۲ ۲ ۲
۲

۲
۲

(۲ −  ) − ( − ۱ + ۱) = ۴ − ۴  + ۲ − (  ) = ۶ − ۴  − ۲ = ۴ − ۴  = ۴(۱ −  )۲
۲

۲
۲

۲ ۲
۲

۲ ۲ ۲
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گزینه 3 36

،  و  را تع�ن کرده و در مورد پیوستگی آن در  بحث می کنیم.  ، هر یک از توابع 

بررسی گزینۀ اول:

بنابراین تابع  در  ناپیوسته است.

بررسی گزینۀ دوم:

بنابراین تابع  در  ناپیوسته است.

بررسی گزینۀ سوم:

پس تابع  در  پیوسته است.

بررسی گزینۀ چهارم:

با توجه به ضابطۀ تابع  این تابع همواره نامنفی است پس تابع  برای ضابطۀ بالا تشکیل نشده و داریم:

بنابراین تابع  در  ناپیوسته است.

f + gfofgoffogx = ۰

(f + g)(x) = f(x) + g(x) =  {−  − ۲x , x < ۰
۲
۱

۱ + ۲x , x ≥ ۰

(f +
x→۰−
lim g)(x) = −  ,  (f +

۲
۱

x→۰+
lim g)(x) = ۱

f + gx = ۰

fof(x) = f(f(x)) =  ={
−  , f(x) < ۰

۲
۱

۲f(x) , f(x) ≥ ۰
 {

−  , x < ۰
۲
۱

۴x , x ≥ ۰

fof(x) =
x→۰−
lim −  ,  fof(x) =

۲
۱

x→۰+
lim ۰ → ناپیوسته است x = ۰ در

fofx = ۰

gof(x) = g(f(x)) =  {
−۲f(x) , f(x) < ۰
۱ , f(x) ≥ ۰

=  =  {−۲(−  ) , x < ۰
۲
۱

۱ , x ≥ ۰
{

۱ , x < ۰
۱ , x ≥ ۰

gof(x) =
x→۰−
lim  gof(x) =

x→۰+
lim gof(۰) = ۱

gofx = ۰

fog(x) = f(g(x)) =  {−  , g(x) < ۰
۲
۱

۲g(x) , g(x) ≥ ۰

g(x)fog

fog(x) =  {
−۴x , x < ۰
۲ , x ≥ ۰

fog(x) =
x→۰−
lim ۰ ,  fog(x) =

x→۰+
lim ۲

fogx = ۰
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x هر تابع شامل قدر مطلق را میتوان به صورت یک تابع دو ضابطه ای نوشت. می دانیم:    =∣ ∣  {
x ; x ≥ ۰
−x ; x < ۰

ابتدا ضابطۀ تابع  را برای مقادیر  و  به دست می آوریم:

نمودار هر دو تابع  و  را در یک دستگاه مختصات رسم می کنیم:

برای محاسبۀ مساحت ناحیۀ محصور بین دو منحنی ابتدا مختصات محل تلاقی؛ یعنی نقطۀ  را با مساوی قرار دادن ضابطه ها

تع�ن می کنیم:

بنابراین ارتفاع مثلث  برابر 8 است و مساحتش به صورت زیر محاسبه می شود:

y = ∣x∣ − xx ≥ ۰x < ۰

y = ∣x∣ − x = {
x − x = ۰ ; x ≥ ۰

−x − x = −۲x ; x < ۰

y = ∣x∣ − xy = ۲ −  x
۲
۳

A

۲ −  x = −۲x ⇒ −۲x +  x = ۲ ⇒ −  x = ۲ ⇒ x = −۴
۲
۳

۲
۳

۲
۱

 y = ۸ ⇒ A −۴, ۸
y=−۲x

( )

A CB
Δ

S  =
A CB

Δ  ×
۲
۱

۸ ×  =
۳
۴

 

۳
۱۶
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ساده تر از این امکان ندارد. ضابطۀ  به ما داده شده است. برای محاسبۀ  کافی است در ضابطۀ داده شده به جای 

عدد 8 را قرار دهیم .

f(x)f(۸)x

f(x) = ۳ +  ⇒ f(۸) = ۳ +  = ۳ +  = ۳ + ۴ = ۷ ⇒ f(۸) = ۷۲x ۲ × ۸ ۱۶

گزینه 1 39

، در فاصلۀ  تابع نزولی اکید است. با توجه به نمودار تابع گلدانی 

f x =( ) x + ۲ +∣ ∣ x − ۱ =∣ ∣    

⎩⎪
⎨
⎪⎧۲x + ۱ ; x > ۱

۳ ; −۲ ≤ x ≤ ۱
− ۲x − ۱ ; x < −۲

y = x + ۲ +∣ ∣ x − ۱∣ ∣(−∞, −۲)

گزینه 2 40

برای تع�ن نقطۀ تلاقی دو تابع  و  باید اول ضابطۀ  مشخص شود. سپس معادلۀ  را حل کرده و

نقطۀ تلاقی دو تابع که در واقع ریشۀ همین معادله است را به دست می آوریم.

معادلۀ  را حل می کنیم:

بنابراین نمودار دو تابع  و  در نقطه ای به طول  با هم متقاطع اند.

ffogfogf(x) = fog(x)

f(x) = (۲x − ۳) , g(x) = x + ۲ ⇒ fog(x) = f(g(x)) = (۲g(x) − ۳)۲ ۲

= (۲(x + ۲) − ۳) = (۲x + ۴ − ۳) = (۲x + ۱) = ۴x + ۴x + ۱۲ ۲ ۲ ۲

f(x) = fog(x)

f(x) = fog(x) ⇒ (۲x − ۳) =۲ (۲x + ۱)۲

⇒ ۴x −۲ ۱۲x + ۹ = ۴x +۲ ۴x + ۱ ⇒ ۱۶x = ۸ ⇒ x =  

۲
۱

ffogx =  

۲
۱
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به کمک نمودار برد تابع راحت تر محاسبه می شود.

پس برد تابع  برابر  خواهد بود.

(  )(x) =
g
f

 =
∣x + ۱∣ + ۱

x + ∣x∣
⎩
⎨
⎧۰ ; x ≤ ۰

 ; x > ۰
x + ۲
۲x

 (x)
g
f

[۰, ۲)

گزینه 4 42

دامنۀ تابع  است. اگر  زیرمجموعۀ دامنۀ تابع باشد، دو حالت رخ می دهد:

پس گزینۀ 4 صحیح است.

[−۳, ۳] − ۱{ }k − ۲, ۳k + ۲( )

۱ : k − ۲, ۳k + ۲ ⊆ [−۳, ۱) ⇒     k ∈ [−۱,  )( ) ( )
⎩
⎨
⎧۳k + ۲ < ۱ ⇒ k < −  

۳
۱

k − ۲ ≥ −۳ ⇒ k ≥ −۱

∩

۳
−۱

۲ : k − ۲, ۳k + ۲ ⊆ (۱, ۳] ⇒     ∅( ) ( )
⎩
⎨
⎧۳k + ۲ ≤ ۳ ⇒ k ≤  

۳
۱

k − ۲ > ۱ ⇒ k > ۳

∩

گزینه 4 43

برای به دست آوردن  اول از همه باید  و  تع�ن شود. سپس با استفاده از رابطۀ

، دامنۀ تابع  را تع�ن کنیم.

حالا سراغ تع�ن  می رویم:

D  f ogD  fD  g

D  =f og {x ∈ D  ∣g(x) ∈g D }ffog

f(x) =  ⇒۳ − x ۳ − x ≥ ۰ ⇒ x ≤ ۳ ⇒ D  =f (−∞, ۳]

g(x) = log  ⇒۲
(x +۲x)۲

x +۲ ۲x > ۰ ⇒ x(x + ۲) > ۰ ⇒ x > ۰ یا x < −۲

⇒ D  =g (−∞, −۲) ∪ (۰, +∞)

Df og

D  = {x ∈ D  ∣g(x) ∈ D  }f og g f

D  = {x ∈ (−∞, −۲) ∪ (۰, +∞)∣ log  ≤ ۳}f og ۲
(x +۲x)۲

log  ≤ ۳ ⇒ x + ۲x ≤ ۲ ⇒ x + ۲x ≤ ۸ ⇒ x + ۲x − ۸ ≤ ۰ ⇒ (x + ۴)(x − ۲) ≤ ۰۲
(x +۲x)۲ ۲ ۳ ۲ ۲

⇒ −۴ ≤ x ≤ ۲ ⇒ D  = [−۴, −۲) ∪ (۰, ۲]f og
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برای پاسخ گویی به این تست داشتن ضابطۀ تابع الزامی است. برای رسیدن به این منظور کافی است در ضابطۀ تابع

، ضابطۀ تابع  را قرار دهیم. حالا ببینیم منظور تابع از جملۀ "مجموعۀ طول نقاطی از منحنی تابع   به جای متغیر 

ها قرار بگیرد باید مقدار تابع بزرگ تر از صفر ها قرار می گیرند" چیست؟ اگر قرار باشد تابع  بالای محور که در بالای محور 

باشد. بنابراین باید مجموعه جواب نامعادلۀ  را تع�ن کنیم.

gof(x)

g(x)xf(x)gof

xgofxy

gof(x) > ۰

: تع�ن ضابطۀ  و حل نامعادلۀ 

ها قرار بنابراین در بازۀ  مقادیر تابع  بزرگ تر از صفر بوده و در نتیجه نمودار این تابع روی این بازه بالای محور 

می گیرد.

gof(x)gof(x) > ۰

g(x) = −  x + ۲ , f(x) = x + ۳x
۲
۱ ۲

gof(x) = g(f(x)) = −  (x + ۳x) + ۲ = −  x −  x + ۲
۲
۱ ۲

۲
۱ ۲

۲
۳

gof(x) > ۰ ⇒ −  x −  x + ۲ > ۰  x + ۳x − ۴ < ۰
۲
۱ ۲

۲
۳ ×(−۲) ۲

⇒ (x + ۴)(x − ۱) < ۰ ⇒ −۴ < x < ۱

(−۴, ۱)gof(x)x

گزینه 4 45

، ضابطۀ  را تشکیل می دهیم: با توجه به ضابطۀ تابع 

حاصل ضرب دو تابع  و  برابر است با:

بنابراین اگر فرض کنیم  باشد آنگاه داریم:

f x( )f −x( )

f −x =( )  −x +  

۲
۱

( x + ۴۲ )

f x( )f −x( )

f x f −x =( ) ( )  x +   −x +  =
۲
۱

( x + ۴۲ )
۲
۱

( x + ۴۲ )  x + ۴ − x =
۴
۱

( ۲ ۲)  ×
۴
۱

۴ = ۱

⇒ f x f −x =( ) ( ) ۱

f x =( ) α

  ⇒
f x = α ⇒ f α = x( ) −۱ ( )

f −x =  ⇒ f  = −x( )
α
۱ −۱ (

α
۱

) ⎭
⎬
⎫

f α +−۱ ( ) f  =−۱ (
α
۱

) x − x = ۰
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اول ضابطۀ  را تع�ن می کنیم. در تع�ن ضابطۀ  حتماً به این نکته توجه داشته باشید که دامنۀ آن متفاوت با

دامنۀ تابع  است.

 حالا ضابطۀ تابع  را به دست می آوریم:

 بنابراین تابع  یک تابع ثابت است.

f(  )xf(  )x

f(x)

f(x) = x +۲
 ⇒

x۲
۱

f(  ) =x (  ) +x ۲
 =

(  )x ۲
۱

x +  , x ∈
x
۱

(۰, +∞)

g(x)

g(x) = (f(  )) − f(x) = (x +  ) − (x +  ) = x + ۲ +  − x −  x
۲

x
۱ ۲ ۲

x۲
۱ ۲

x۲
۱ ۲

x۲
۱

⇒ g(x) = ۲ , x ∈ (۰, +∞)

g(x)

گزینه 4
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، به جای  ضابطۀ  را جایگذاری می کنیم. g(x)xf(x)در ضابطۀ 

g(f(x)) = g(  ) =
x + ۱
۲x − ۱

 

۲ −  x+۱
۲x−۱

۲ ×  + ۲x+۱
۲x−۱

=  =
 x+۱

۲x+۲−۲x+۱

 x+۱
۴x−۲+۲x+۲

 =
۳
۶x

۲x ⇒ g(f(x)) = ۲x
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fogدامنۀ تابع  از رابطۀ زیر به دست می آید:

D  =f og {x ∈ D  ∣g(x) ∈g D  }f

f(x)g(x)Dدامنۀ دو تابع  و  را تع�ن کرده و با استفاده از رابطۀ گفته شده در گام اول،  را مشخص می کنیم.  f og

f(x) =  

 −x + x + ۲۲

x

−x +۲ x + ۲ > ۰  

×(−۱)
x −۲ x − ۲ < ۰ ⇒ (x − ۲)(x + ۱) < ۰

⇒ −۱ < x < ۲ ⇒ D  =f (−۱, ۲)

g(x) = (  ) ⇒
۴
۱ x

D =g R

D  =f og {x ∈ R∣ − ۱ < (  ) <
۴
۱ x

۲}

( ) >۰۴
۱ x

(  ) <
۴
۱ x

۲ ⇒ (۲ ) <−۲ x ۲ ⇒ ۲ <−۲x ۲ ⇒ −۲x < ۱

÷−۲
x > −  ⇒

۲
۱

D  =f og (−  , +∞)
۲
۱

گزینه 1 49

اگر دو تابع  و  که به صورت مجموعه ای از زوج مرتب ها بیان شده اند را داشته باشیم، پس  زیرمجموعه ای از این توابع

خواهد بود، بنابراین تابع است. همچنین  نیز تابع خواهد بود. ترکیب دو تابع  و  یعنی  نیز تابع است.

رابطۀ  ممکن است تابع نباشد. به مثال زیر دقت کنید:

fgf ∩ g

f − gfgfog

f ∪ g

f = {(۲, ۳)} تابع است

g = {(۲, ۴)} تابع است

f ∪ g = {(۲, ۳), (۲, ۴)} تابع نیست
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دو ضابطۀ  و  به ما داده شده است. برای به دست آوردن ضابطۀ  از تغ�ر متغیر استفاده می کنیم. فرض

می کنیم  برابر  باشد. در این صورت  را بر حسب  به دست آورده و در نهایت  را مشخص می کنیم. حالا تابع

 به صورت مستقل به دست آمده است.

g(x)f(g(x))f(x)

g(x)txtf(t)

f(x)

g(x) = ۲x − ۳ = t ⇒ ۲x = t + ۳ ⇒ x =  

۲
t + ۳

f(g(x)) = ۴(x − ۴x + ۵) ⇒ f(t) = ۴(  − ۲(t + ۳) + ۵)۲
۴

(t + ۳)۲

⇒ f(t) = (t + ۳) − ۸(t + ۳) + ۲۰ = t + ۶t + ۹ − ۸t − ۲۴ + ۲۰۲ ۲

⇒ f(t) = t − ۲t + ۵ ⇒ f(x) = x − ۲x + ۵۲ ۲
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روش اول: 

،  را برحسب  به دست آورده و ضابطۀ  را به صورت مستقل تع�ن می کنیم. با استفاده از تغ�ر متغیر 

ضابطۀ  به صورت مستقل تع�ن شد. حالا ضابطۀ  را مشخص می کنیم:

روش دوم:روش دیگر برای به دست آوردن  از روی ضابطۀ  این است که به جای  متغیر  را جای

گذاری کنیم.  

x − ۳ = txtf(x)

f(x − ۳) = x − ۴x + ۵  f(t) = (t + ۳) − ۴(t + ۳) + ۵۲ x−۳=t

x=t+۳
۲

= t + ۶t + ۹ − ۴t − ۱۲ + ۵ ⇒ f(t) = t + ۲t + ۲ ⇒ f(x) = x + ۲x + ۲۲ ۲ ۲

f(x)f(۱ − x)

f(۱ − x) = (۱ − x) + ۲(۱ − x) + ۲ = ۱ − ۲x + x + ۲ − ۲x + ۲۲ ۲

= x − ۴x + ۵ ⇒ f(۱ − x) = x − ۴x + ۵۲ ۲

f(۱ − x)f(x − ۳)x۴ − x

f(x − ۳) = x − ۴x + ۵  f(۴ − x − ۳) = (۴ − x) − ۴(۴ − x) + ۵۲ x→۴−x ۲

⇒ f(۱ − x) = ۱۶ − ۸x + x − ۱۶ + ۴x + ۵ = x − ۴x + ۵۲ ۲
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گزینه 1 52

ضابطۀ  و ضابطۀ  یا همان  به ما داده شده است و ضابطۀ  را می خواهد. در این حالت برای پاسخ

گویی به تست از تغ�ر متغیری به صورت زیر استفاده می کنیم.  را برابر  در نظر گرفته،  را بر حسب  به دست آورده و

،  را به جای  جای گزین می کنیم. سپس  را بر حسب  تشکیل می دهیم. در نهایت برای تع�ن ضابطۀ 

طبق توضیحات گفته شده  را برابر  فرض می کنیم:

پس  برابر است با:

f(x)gof(x)g(f(x))g(x)

f(x)txt

g(t)tg(x)xt

gof(x) =  x , f(x) =
۲
۱

 ⇒
۲ − x

x
g(f(x)) = g(  ) =

۲ − x
x

 x
۲
۱

 

۲ − x
x

t

 =
۲ − x

x
t ⇒ x = ۲t − tx ⇒ x + tx = ۲t ⇒ x(۱ + t) = ۲t ⇒ x =  

۱ + t
۲t

g(t)

g(t) =  (  ) =
۲
۱

۱ + t
۲t

 ⇒
۱ + t

t
g(x) =  

۱ + x
x
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دو تابع  و  را داریم. می دانیم:

با استفاده از تغ�ر متغیر، ضابطۀ تابع  را به دست می آوریم. فرض می کنیم  باشد،  را برحسب  به دست

آورده و در ضابطۀ  جایگذاری می کنیم؛ داریم:

بنابراین ضابطۀ  به صورت  است.

g x( )(fog)(x)

(fog)(x) = f(g(x)) = ۸x +۲ ۶x + ۵ ⇒ f ۲x + ۱ =( ) ۸x +۲ ۶x + ۵ (I)

f x( )۲x + ۱ = txt

(I)

۲x + ۱ = t ⇒ ۲x = t − ۱ ⇒ x =  

۲
t − ۱

f ۲x + ۱ = ۸x + ۶x + ۵ ⇒ f t = ۸  + ۶  + ۵( ) ۲ ( ) (
۲

t − ۱
)

۲

(
۲

t − ۱
)

= ۲ t − ۱ + ۳t − ۳ + ۵( )۲

⇒ f(t) = ۲ t − ۲t + ۱ + ۳t + ۲ = ۲t − ۴t + ۲ + ۳t + ۲ = ۲t − t + ۴( ۲ ) ۲ ۲

f x( )f x =( ) ۲x −۲ x + ۴
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، ابتدا تابع  را با مشخص کردن زوج مرتب های آن تشکیل می دهیم. برای تشکیل تابع با توجه به اعضای مجموعۀ 

، مقدار تابع  را در نقاط دامنه اش حساب می کنیم. دقت کنید که اگر  باشد اما  یا همان 

، آن گاه  در ترکیب شرکت نمی کند. حالا تابع  را با زوج مرتب هایش تشکیل می دهیم:

تابع  را با رعایت شرط گفته شده تشکیل می دهیم:

بنابراین تابع  دارای 3 عضو دوتایی (زوج مرتب) است.

Af(x)

f(f(x))fof(x)fofx ∈ D  f

f(x) ∈ / Dfxf(x)

 ⇒   

f = {(x, ۲x − ۱), x ∈ A}
A = {۱, ۲, ۳, ۴, ۵}

}

⎩⎪⎪
⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎪⎪
⎧ x = ۱ ⇒ ۲x − ۱ = ۲ − ۱ = ۱

x = ۲ ⇒ ۲x − ۱ = ۴ − ۱ = ۳
x = ۳ ⇒ ۲x − ۱ = ۶ − ۱ = ۵
x = ۴ ⇒ ۲x − ۱ = ۸ − ۱ = ۷
x = ۵ ⇒ ۲x − ۱ = ۱۰ − ۱ = ۹

⇒ f = {(۱, ۱), (۲, ۳), (۳, ۵), (۴, ۷), (۵, ۹)}

f(f(x))

x = ۱ : f(f(۱)) = f(۱) = ۱ , x = ۲ : f(f(۲)) = f(۳) = ۵

x = ۳ : f(f(۳)) = f(۵) = ۹ , x = ۴ : f(f(۴)) = f(۷) → تعریف نشده

x = ۵ : f(f(۵)) = f(۹) → تعریف نشده

fof(x) = f(f(x)) = {(۱, ۱), (۲, ۵), (۳, ۹)}

f(f(x))
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. ابتدا  را می یابیم. فرض می کنیم  باشد، پس داریم 

 و داریم:

پس کافی است  را حساب کنیم. فرض می کنیم  باشد، پس  است و داریم:

پس  است.

(f og )(−۹) =−۱ −۱ f (g (−۹))−۱ −۱g (−۹)−۱g (−۹) =−۱ a

g(a) = −۹

g(x) =  ⇒
۲

۳ − x
g(a) =  =

۲
۳ − a

−۹ ⇒ ۳ − a = −۱۸ ⇒ a = ۲۱

f (۲۱)−۱f (۲۱) =−۱ bf(b) = ۲۱

f(x) = x − ۴x + ۹ ⇒ f(b) = b − ۴b + ۹ = ۲۱ ⇒ b − ۴b − ۱۲ = ۰۲ ۲ ۲

⇒ (b − ۶)(b + ۲) = ۰  b = ۶b≥۲

(f og )(−۹) =−۱ −۱ ۶
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g(x) =  , f(x) =
x + ۲
۱ − ۳x

 

۲ − x
۲x + ۳

g(f(x)) =  ⇒ g(f(x)) =  

(  ) + ۲۲−x
۲x+۳

۱ − ۳(  )۲−x
۲x+۳

 + ۲۲−x
۲x+۳

۱ −  ۲−x
۶x+۹

⇒ g(f(x)) =  ⇒ g(f(x)) =  ⇒ g(f(x)) = −x − ۱
 

 ۲−x
+۳+۴−۲x ۲x

 

 ۲−x
۲−x−۶x−۹

۷
−۷x − ۷

گزینه 2

گام اول

گام دوم

57

با توجه به صورت سؤال  بوده و با توجه به ویژگی های جزء صحیح محدودۀ قابل قبول برای  به صورت

 است.

[x +۲ x] = −۱x +۲ x

−۱ ≤ x +۲ x < ۰

هر یک از طرفین نامعادله را به صورت جداگانه بررسی می کنیم.

با توجه به این که  و ضریب  مثبت است، عبارت  همواره مثبت و نامعادله همواره برقرار است. 

پس  جواب نامعادله است و داریم:

[x +۲ x] = −۱ ⇒ −۱ ≤ x +۲ x < ۰

۱) x +۲ x ≥ −۱ ⇒ x +۲ x + ۱ ≥ ۰ ⇒  {
Δ = ۱ − ۴ = −۳ < ۰

x ضریب = ۱ > ۰۲

Δ < ۰x۲x +۲ x + ۱

۲) x +۲ x < ۰ ⇒ x(x + ۱) < ۰ ⇒ −۱ < x < ۰

−۱ < x < ۰

−۱ < x < ۰ ⇒ ۰ < x <۲۰ ۱ ⇒ [x ] =۲۰ ۰
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، توابع  و  را به صورت با جابه جا کردن مؤلفه های اول و دوم هریک از زوج مرتب های تشکیل دهندۀ دو تابع  و 

مجموعه ای از زوج مرتب ها مشخص می کنیم، سپس تابع  را به دست می آوریم. برای این کار ابتدا به سراغ تابع 

می رویم، سپس با خروجی هایی که به ما می دهد بررسی می کنیم که تابع  تشکیل می شود یا خیر.

بنابراین تابع  به صورت  درمی آید.

fgf−۱g−۱

g of−۱ −۱f−۱

g of−۱ −۱

f = {(۱, ۲), (۲, ۳), (۴, ۵), (۳, ۴)} ⇒ f =−۱ {(۲, ۱), (۳, ۲), (۵, ۴), (۴, ۳)}

g = {(۲, ۱), (۳, ۲), (۵, ۴)} ⇒ g = {(۱, ۲), (۲, ۳), (۴, ۵)}−۱

D  = {۲, ۳, ۵, ۴}f −۱

x = ۲ ⇒ f (۲) = ۱ ⇒ g (f (۲)) = g (۱) = ۲ ⇒ (۲, ۲) ∈ g of−۱ −۱ −۱ −۱ −۱ −۱

x = ۳ ⇒ f (۳) = ۲ ⇒ g (f (۳)) = g (۲) = ۳ ⇒ (۳, ۳) ∈ g of−۱ −۱ −۱ −۱ −۱ −۱

x = ۵ ⇒ f (۵) = ۴ ⇒ g (f (۵)) = g (۴) = ۵ ⇒ (۵, ۵) ∈ g of−۱ −۱ −۱ −۱ −۱ −۱

x = ۴ ⇒ f (۴) =−۱ ۳ ⇒ g (f (۴)) =−۱ −۱ g (۳) ⇒−۱ تعریف نمی شود

g of−۱ −۱{(۲, ۲), (۳, ۳), (۵, ۵)}
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روش اول:

، تکلیف قدرمطلق را روشن کرده و تابع را بازنویسی می کنیم. سپس ابتدا با تفکیک دامنه تعریف به دو قسمت  و 

برای هر یک از ضابطه های جدید، ضابطۀ معکوس تابع را به دست می آوریم. داریم:

همچنین نقطۀ  باید در ضابطۀ وارون تابع صدق کند. بنابراین ضابطۀ معکوس تابع به صورت  در می

آید.

روش دوم:

اگر نقطۀ  در ضابطۀ  صدق کند، در این صورت نقطۀ  در ضابطۀ  صدق می کند. نقطۀ

 در ضابطۀ  صدق می کند. پس نقطۀ  باید عضو تابع وارون باشد. (رد گزینه های 1 و 2) هم چنین برد

تابع  برابر  است. پس دامنه تعریف تابع  باید مجموعۀ اعداد حقیقی یا همان  باشد. تنها گزینه ای که تمام این

ویژگی ها را دارد، گزینۀ  است.

x > ۰x < ۰

x  = ۰ : y =   ⇒   �
x

∣x∣
∣x∣ {

x > ۰ : ∣x∣ = x ⇒ y =  ; y > ۰x

x < ۰ : ∣x∣ = −x ⇒ y = −  ; y < ۰−x

y =  y = x ⇒ f (x) = x , x > ۰x
x,y>۰

به توان ۲
۲ −۱ ۲

y = −  y = −x ⇒ f (x) = −x , x < ۰−x
x,y<۰

به توان ۲
۲ −۱ ۲

(۰, ۰)y = x∣x∣ ; x ∈ R

A(α, β)f(x)B(β, α)f (x)−۱

A(۴, ۲)f(x)B(۲, ۴)

f(x)Rf (x)−۱R
y = x∣x∣ ; x ∈ R
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در حل تست به نکات زیر توجه داشته باشید:

الف) عبارت زیر رادیکال با فرجۀ زوج باید نامنفی باشد.

ب) نمودار دو تابع  و  نسبت به نیمساز ربع اول و سوم قرینۀ یکدیگرند.

دامنۀ تابع  محدوده ای است که عبارت   نامنفی می شود. پس:

) قرینۀ هم هستند، بنابراین در نقاطی که چون دو نمودار  و  نسبت به نیمساز ربع اول و سوم (همان خط 

نمودار تابع  بالای خط  قرار دارد، نمودار  پا�ن خط  قرار می گیرد و برعکس. 

در بازۀ  نمودار تابع  بالای خط  قرار دارد، بنابراین در همین بازه نمودار 

 پا�ن خط  قرار گرفته و درنتیجه  مثبت می شود (به عبارت

صحیح تر نامنفی می شود)، بنابراین بازۀ  دامنۀ تعریف تابع داده شده است.

y = f(x)y = f (x)−۱

x − f (x)−۱x − f (x)−۱

x − f (x) ≥−۱ ۰ ⇒ x ≥ f (x)−۱

f(x)f (x)−۱y = x

y = f(x)y = xy = f (x)−۱y = x

[۳, ۸]y = f(x)y = x

y = f (x)−۱y = xx − f (x)−۱

[۳, ۸]
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یک روش این است که از روی تابع اصلی، ضابطۀ وارون تابع را پیدا کنیم. اما روش ساده تری هم برای حل تست وجود دارد: ابتدا

بررسی کنیم در بین گزینه ها کدام گزینه می تواند به عنوان تابع در نظر گرفته شود. سپس با توجه به این که اگر نقطۀ 

در ضابطۀ اصلی صدق کند، نقطۀ  در وارون آن صدق می کند، گزینۀ درست را پیدا کنیم.

روش اول:

روش دوم:

گزینه های 3 و 4 اصلاً تابع نیستند. نقطۀ  در ضابطۀ تابع اصلی صدق می کند. فقط گزینۀ 1 است که نقطۀ  در

آن صدق می کند و می تواند به عنوان ضابطۀ وارون در نظر گرفته شود.

(α , β)

(β , α)

۱) y =  , x ≥x ۰ , y ≥ ۰  

به توان ۲
y =۲ x ⇒ f (x) =−۱ x , x ≥۲ ۰

۲) y = −  , x <−x ۰ ⇒ y < ۰  

به توان ۲
y =۲ −x

⇒ x = −y ⇒۲ f (x) =−۱ −x , x <۲ ۰

f (x) =−۱
  ⇒{
x ; x ≥ ۰۲

− x ; x < ۰۲ y = x∣x∣ , x ∈ R

(۴ , ۲)(۲ , ۴)
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، پس کافی است  را یافته و در تابع  قرار دهیم. داریم: 

فرض کنیم  باشد، پس  است و داریم:

، پس  است. درنتیجه: . حال فرض می کنیم  بنابراین 

(g of )(۲۰) =−۱ −۱ g (f (۲۰))−۱ −۱f (۲۰)−۱g−۱

f (۲۰) =−۱ af(a) = ۲۰

f(x) = x +  ⇒ f(a) = a +  = ۲۰ ⇒ a = ۱۶x a

⇒ f (۲۰) = ۱۶−۱

g (f (۲۰)) =−۱ −۱ g (۱۶)−۱g (۱۶) =−۱ bg(b) = ۱۶

g(x) =  ⇒ g(b) =  = ۱۶ ⇒ ۹b + ۶ = ۱۶ − ۱۶b
۱ − x

۹x + ۶
۱ − b

۹b + ۶

⇒ ۲۵b = ۱۰ ⇒ b =  =  

۲۵
۱۰

۵
۲

⇒ g (f (۲۰)) = g (۱۶) =  

−۱ −۱ −۱

۵
۲

گزینه 4 63

اول  را پیدا می کنیم:

حال داریم:

g x =( ) x +۳ x , f x =( )  x −
۵
۲

۴

f ۸−۱ ( )

f x =( ) ۸ ⇒  x −
۵
۲

۴ = ۸ ⇒  x =
۵
۲

۱۲ ⇒ x = ۳۰ ⇒ f ۸ =−۱ ( ) ۳۰

g f ۸ = g ۳۰−۱ ( −۱ ( )) −۱ ( )

g x = ۳۰ ⇒ x + x = ۳۰ ⇒ x = ۳ ⇒ g ۳۰ = ۳( ) ۳ −۱ ( )
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ضابطۀ تابع وارون را به دست می آوریم:

با مساوی قرار دادن ضابطۀ تابع با وارون آن نقطۀ تقاطع را محاسبه می کنیم:

y =  ⇒ yx − ۲y = x + ۴ ⇒ yx − x = ۲y + ۴
x − ۲
x + ۴

⇒ x(y − ۱) = ۲y + ۴ ⇒ x =  ⇒ y =  

y − ۱
۲y + ۴ −۱

x − ۱
۲x + ۴

 =  ⇒ x + ۳x − ۴ = ۲x + − − ۸
x − ۲
x + ۴

x − ۱
۲x + ۴ ۲ ۲ ۴x ۴x

⇒ x − ۳x − ۴ = ۰ ⇒ (x − ۴)(x + ۱) = ۰ ⇒  

۲ {
x = −۱
x = +۴

گزینه 1 65

های منفی انتقال دهیم،  به دست اگر نمودار  را 2 واحد به طرف 

های منفی منتقل می کنیم،  به دست می آید. می آید. حال  را 9 واحد به طرف 

حال  را کوچک تر از صفر قرار می دهیم.

y = x −۲ x − ۳xf x =( ) x + ۲ −( )۲ x + ۲ −( ) ۳
f x( )yg x =( ) f x −( ) ۹

g x =( ) x +۲ ۴x + ۴ − x − ۲ − ۳ − ۹ = x +۲ ۳x − ۱۰

g x( )

x +۲ ۳x − ۱۰ < ۰ ⇒ x − ۲ x + ۵ <( ) ( ) ۰ ⇒ −۵ < x < ۲

گزینه 4 66

دامنۀ تابع به صورت  است که طبق

گفتۀ مسئله، دامنۀ تابع غیرنقطه ای به صورت  خواهد بود.

(x + ۱)f(x) ≥ ۰

(x + ۱)f(x) = ۰ ⇒   {
x + ۱ = ۰ ⇒ x = −۱
f(x) = ۰ ⇒ x = −۳, −۱, ۲

(−∞, −۳] ∪ [۲, +∞) ∪ {−۱}
R− (−۳, ۲)
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وقتی باقی ماندۀ تقسیم عبارت  بر  برابر 4 باشد، یعنی حاصل  برابر 4

است.

P (x) = x −۴ ax +۳ x +۲ ۲ax + ۱x + ۱P (−۱)

x + ۱ = ۰ ⇒ x = −۱ ⇒ P (−۱) = ۴

P (−۱) = (−۱) − a(−۱) + (−۱) + ۲a(−۱) + ۱ = ۴ ⇒ ۱ + a + ۱ − ۲a + ۱ = ۴ ⇒ −a + ۳ = ۴۴ ۳ ۲

⇒ a = ۳ − ۴ = −۱ ⇒ a = −۱

گزینه 1 68

. باقی ماندۀ تقسیم  بر  برابر 3 است، پس 

. باقی ماندۀ تقسیم  بر  برابر 1 است، پس 

حال باقی  ماندۀ تقسیم  بر  را می خواهیم، بنابراین  را در آن جایگذاری می کنیم:

p(x)x − ۴p(۴) = ۳
p(x)x + ۲p(−۲) = ۱

p(x ) +۲ ۴p(−x)x − ۲x = ۲

p(x ) +۲ ۴p(−x) = p(۲ ) +۲ ۴p(−۲)

= p(۴) + ۴p(−۲) = ۳ + ۴ × ۱ = ۷

گزینه 4 69

نمودار تابع  نیمساز ناحیۀ دوم را قطع می کند، پس:

نیمساز ناحیۀ دوم  : y = −x ; x < ۰

f−۱

f (x) =−۱ −x ⇒ f(−x) = x

⇒ −x +  =
۲x
۱

x ⇒  =
۲x
۱

۲x ⇒ ۴x =۲ ۱ ⇒ x =۲
 

۴
۱

⇒ x = ±   

۲
۱ x<۰

x = −  

۲
۱
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راه حل اول: ابتدا وارون تابع  را بر حسب وارون تابع  تع�ن کرده، سپس مقدار  را محاسبه می کنیم. تابع

 را برابر  در نظر می گیریم. داریم:

اگر تساوی  را داشته باشیم، می توان نتیجه گرفت  است. با استفاده از همین نتیجه و وارون کردن دو

طرف تساوی ضابطۀ تابع  را به دست می آوریم:

حالا برای به دست آوردن مقدار  ابتدا مقدار  را حساب می کنیم:

، پس داریم:  راه حل دوم: فرض می کنیم 

g(x)f(x)g (۱۶)−۱

g(x)y

g(x) = f(۳x − ۴) ⇒ y = f(۳x − ۴)

g(x) = yg (y) =−۱ x

g (x)−۱

y = f(۳x − ۴) ⇒ f (y) = f (f(۳x − ۴)) = f (y) = ۳x − ۴−۱ −۱ −۱

⇒ ۳x = f (y) + ۴ ⇒ x =  ⇒ g (x) =  

−۱
۳

f (y) + ۴−۱
−۱

۳
f (x) + ۴−۱

g (۱۶)−۱f (۱۶)−۱

f (x) = x +   f (۱۶) = ۱۶ +  = ۱۶ + ۴ = ۲۰−۱ x
x=۱۶ −۱ ۱۶

g (۱۶) =  =  = ۸−۱

۳
۲۰ + ۴

۳
۲۴

g (۱۶) =−۱ ag(a) = ۱۶

g(x) = f(۳x − ۴) ⇒ g(a) = f(۳a − ۴) = ۱۶ ⇒ f (۱۶) =−۱ ۳a − ۴

f (۱۶) =−۱ ۱۶ +  =۱۶ ۲۰ = ۳a − ۴ ⇒ a =  =
۳
۲۴

۸

گزینه 3 71

حال دو نمودار را رسم می کنیم:

بنابراین  محور تقارن دو نمودار است.

f(x) =   x
yها قرینه نسبت به محور

  −x
واحد به راست ۴

 −(x − ۴)

=   ∣x∣ = ∣ − (x − ۴)∣ = ∣x − ۴∣x −(x − ۴)
۲ به توان

⇒   {
x = x − ۴ ⇒ ۰ = −۴ ×

x = −x + ۴ ⇒ ۲x = ۴ ⇒ x = ۲ ق.ق

x = ۲
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دو منحنی  و  را رسم می کنیم.

مجموعه جواب نامعادله  است. برای یافتن a،  را در نظر می گیریم:

برای یافتن  را در نظر می گیریم:

y  =۱ ∣x + ۱∣ − ۱y  =۲ ∣x −۲ ۲∣

(a, b)۰ < x <  ۲

∣x −۲ ۲∣ = ∣x + ۱∣ − ۱ ⇒ −(x −۲ ۲) = x + ۱ − ۱ ⇒ −x +۲ ۲ = x ⇒ x +۲ x − ۲ = ۰

⇒ (x + ۲)(x − ۱) = ۰ ⇒    {
x = −۲
x = ۱

۰<x<  ۲
a = ۱

x >  , b۲

x − ۲ = x + ۱ − ۱ ⇒ x − x − ۲ = ۰ ⇒ (x − ۲)(x + ۱) = ۰۲ ۲

⇒   b = ۲{
x = ۲
x = −۱

b>  ۲

مجموعۀ جواب = (a, b) = (۱, ۲) ⇒  =  = ۱/۵
۲

a + b
۲

۲ + ۱

گزینه 4
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f(۱)f(۵)تابع دوضابطه ای است. برای محاسبۀ  از ضابطۀ پا�ن و برای محاسبۀ  از ضابطۀ بالا استفاده می کنیم.

پس مقدار  برابر است با:

x > ۳ : f(x) = x −  ⇒ f(۵) = ۵ −  = ۵ −  = ۵ − ۳ = ۲x + ۴ ۵ + ۴ ۹
x ≤ ۳ : f(x) = ۲x + ۳ ⇒ f(۱) = ۲(۱) + ۳ = ۲ + ۳ = ۵

f(f(۵)) + f(f(۱))

f(f(۵)) + f(f(۱)) = f(۲) + f(۵) = ۲(۲) + ۳ + ۲ = ۴ + ۳ + ۲ = ۹
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نمودار تابع را رسم می کنیم:

مطابق شکل در فاصلۀ  اکیداً صعودی است.

x ≤ −۱ : f(x) = −x − ۱ + x − ۲ = −۳
− ۱ < x ≤ ۲ : f(x) = x + ۱ + x − ۲ = ۲x − ۱
x > ۲ : f(x) = x + ۱ − x + ۲ = ۳

−۱, ۲( )

گزینه 4 75

در توابع شامل قدر مطلق بهتر است ابتدا تکلیف قدرمطلق را مشخص کنیم. باتوجه به ریشۀ عبارت داخل قدرمطلق، ضابطۀ تابع را

به صورت تفکیک شده به دست می آوریم. سپس هرکدام از ضابطه ها را که یک به یک و در نتیجه معکوس پذیر بود انتخاب کرده و

ضابطۀ تابع معکوس را مشخص می کنیم.

ضابطۀ  یک به یک نیست، پس وارون ندارد؛ پس تابع فقط روی بازۀ  معکوس پذیر است. معکوس تابع را در

این بازه تع�ن می کنیم:

برد تابع  بازۀ  به دست آمد. پس دامنۀ  نیز بازۀ  خواهد بود.

f(x) = ۲x − ∣۴ − ۲x∣

⇒   {
x > ۲ ⇒ ۴ − ۲x < ۰ ⇒ ∣۴ − ۲x∣ = ۲x − ۴ ⇒ f(x) = ۲x − ۲x + ۴ = ۴
x ≤ ۲ ⇒ ۴ − ۲x ≥ ۰ ⇒ ∣۴ − ۲x∣ = ۴ − ۲x ⇒ f(x) = ۲x − ۴ + ۲x = ۴x − ۴

f(x) = ۴(−∞, ۲]

x ∈ (−∞, ۲] ⇒ x ≤ ۲ ⇒ ۴x ≤ ۸ ⇒ ۴x − ۴ ≤ ۴ ⇒ f(x) ≤ ۴

f(−∞, ۴]f−۱(−∞, ۴]

y = ۴x − ۴ ⇒ y + ۴ = ۴x ⇒ x =  ⇒ f (x) =  

۴
y + ۴ −۱

۴
x + ۴

⇒ f (x) =  x + ۱ ; x ≤ ۴−۱

۴
۱
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، با جایگذاری ضابطۀ  در تابع  به دست می آید. الف) ضابطۀ تابع  یعنی 

ها قرار بگیرد پس باید مجموعه جواب نامعادلۀ  را به دست آوریم. ب) می خواهیم نمودار تابع  زیر محور 

fog(x)f(g(x))g(x)f(x)

fog(x)xfog(x) < ۰

حالا مجموعه جواب نامعادلۀ  را تع�ن می کنیم:

fog(x) = f(g(x)) = (  (x − ۳)) +  (x − ۳) − ۲ =  (x − ۳) +  x −  − ۲
۲
۱ ۲

۲
۱

۴
۱ ۲

۲
۱

۲
۳

=  x − x +  +  x −  =  x − x −  

۴
۱ ۲

۲
۳

۴
۹

۲
۱

۲
۷

۴
۱ ۲

۴
۵

fog(x) < ۰

fog(x) < ۰ ⇒  x − x −  < ۰  x − ۴x − ۵ < ۰ ⇒ (x − ۵)(x + ۱) < ۰ ⇒ x ∈ (−۱, ۵)
۴
۱ ۲

۴
۵ ×۴ ۲

گزینه 4 77

حال  را حساب می کنیم.

فرض می کنیم که  باشد. خواستۀ مسئله  است که باید در دامنۀ مشترک، عرض ها را از هم کم کنیم.

پس برد تابع  برابر  است.

g = (۳, ۲), (۲, ۴), (۶, ۵), (۱, ۳)−۱ { }

f = (۱, ۲), (۲, ۵), (۳, ۴), (۴, ۶){ }

g of−۱

   ⇒

۱  ۲  ۴f g−۱

۲  ۵  ×
f g−۱

۳  ۴  ×
f g−۱

۴  ۶  ۵
f g−۱ ⎭⎪⎪

⎪⎪
⎪⎪
⎬
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎫

g of =−۱ (۱, ۴), (۴, ۵){ }

h = g of−۱h − f

D  = D  ∩ D  = ۱, ۴h−f h f { }

h − f = (۱, ۴ − ۲), (۴, ۵ − ۶) = (۱, ۲), (۴, −۱){ } { }

h − f۲, −۱{ }
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به شرط  های اشاره شده در سؤال خوب دقت کنید. هر دو مقدار  و  باید عضو اعداد طبیعی باشند. حالت هایی که

 می شود را تع�ن می کنیم.

xy

۲x + y ≤ ۷

برای حل مرتب مسأله به  از یک مقدار می دهیم و مقادیر قابل قبول برای  را مشخص می کنیم.

در این حالت 5 زوج مرتب زیر ویژگی موردنظر را دارند:

در این حالت تنها زوج مرتب  عضو رابطۀ  است.

، هیچ مقدار طبیعی برای  یافت نمی شود. بنابراین رابطۀ  با زوج مرتب های تشکیل دهندۀ آن به صورت به ازای مقادیر 

زیر درمی آید:

پس مجموعۀ  دارای 9 عضو به صورت زوج مرتب است.

xy

۱) x = ۱ ⇒ ۲x = ۲  

۲x+y≤۷
۲ + y ≤ ۷ ⇒ y ≤ ۵  

y∈N
y = ۱, ۲, ۳, ۴, ۵

(۱, ۱), (۱, ۲), (۱, ۳), (۱, ۴), (۱, ۵)

۲)x = ۲ ⇒ ۲x = ۴  ۴ + y ≤ ۷ ⇒ y ≤ ۳۲x+y≤۷

 y = ۱, ۲, ۳ ⇒ (۲, ۱), (۲, ۲), (۲, ۳) ∈ R
y∈N

۳)x = ۳ ⇒ ۲x = ۶  ۶ + y ≤ ۷ ⇒ y ≤ ۱  y = ۱۲x+y≤۷ y∈N

(۳, ۱)R

x ≥ ۴yR

R = {(۱, ۱), (۱, ۲), (۱, ۳), (۱, ۴), (۱, ۵), (۲, ۱), (۲, ۲), (۲, ۳), (۳, ۱)}

R

گزینه 4 79

اگر  باشد، پس  و  خواهد بود.

هیچ کدام از جواب های به دست آمده در فاصلۀ  نیستند؛ پس معادلۀ  هیچ جوابی ندارد.

[x − ۲] = ۱ ⇒ ۱ ≤ x − ۲ < ۲ ⇒ ۳ ≤ x < ۴

۳ ≤ x < ۴x − ۳ ≥ ۰x − ۴ < ۰

f(x) = ∣  ∣ −
مثبت

 x − ۳ ∣  ∣ =
منفی

 x − ۴ x − ۳ + (x − ۴) = ۲x − ۷

f(x) = g(x) ⇒ ۲x − ۷ = ۲x +۲ x − ۱۷ ⇒ ۲x −۲ x − ۱۰ = ۰

⇒ (۲x − ۵)(x + ۲) = ۰ ⇒    

⎩
⎨
⎧x =  ×

۲
۵

x = −۲ ×

۳ ≤ x < ۴f(x) = g(x)
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اگر ضابطۀ اول که بر روی ورودی اعمال می شود را  و ضابطۀ دوم را  نام گذاری کنیم، شکل داده شده به صورت زیر در

می آید:

، ضابطۀ تابع ورودی یا همان  برابر 2 و خروجی یا همان  برابر 5- است. با توجه به ضابطۀ دو تابع  و 

 را تشکیل می دهیم و مقدار  را محاسبه می کنیم.

f(x)g(x)

 

x

ورودی   

f (x)

 ۲x + A   

g(x)

  − ۲x − ۴x  

g(f (x))

خروجی 

xg(f(x))f(x)g(x)

g(f(x))A

، معادلۀ  برقرار است.  را حساب می کنیم: xبه ازای  = ۲gof(x) = −۵A

f(x) = ۲x + A , g(x) = − ۲x − ۴x

gof(x) = g(f(x)) =  − ۲(۲x + A) − ۴ = −۵۲x + A
x=۲

 − ۲(۴ + A) − ۴ = −۵  t − ۲t + ۱ = ۰۴ + A
 =t۴+A ۲

⇒ ۲t − t − ۱ = ۰ ⇒ (۲t + ۱)(t − ۱) = ۰ ⇒  

۲ {
t = − ق  ق ۲غ

۱

t = ۱ ⇒ ۴ + A = ۱ ⇒ A = −۳
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برای حل سؤال به صورت زیر عمل می کنیم:

الف) ابتدا قدرمطلق را ساده می کنیم و ضابطۀ تابع را به صورت تفکیک شده می نویسیم. (یک بار فرض می کنیم  و بار

دیگر فرض می کنیم  باشد و ضابطۀ تابع را تع�ن می کنیم.)

ب) نمودار تابع را رسم کرده و بازه ای که در آن تابع نزولی است را مشخص می کنیم.

، دامنۀ تعریف تابع معکوس را مشخص کرده و ضابطۀ آن را نیز تع�ن می کنیم. ج) باتوجه به این نکته که 

تنها بازه ای که در آن تابع نزولی باشد، بازۀ  است. برد تابع در این بازه  است. پس  (رد گزینه های 1

و 2). حال در محدودۀ مشخص شده ضابطۀ  را تع�ن می کنیم:

x ≥ ۲
x < ۲

D  =f −۱ Rf

f(x) = x∣x − ۲∣ =   {
x ≥ ۲ ⇒ ∣x − ۲∣ = x − ۲ ⇒ y = x(x − ۲)

x < ۲ ⇒ ∣x − ۲∣ = −(x − ۲) ⇒ y = −x(x − ۲)

⇒ f(x) =   {
x − ۲x ; x ≥ ۲۲

− x + ۲x ; x < ۲۲

[۱ , ۲][۰ , ۱]D  =f −۱ [۰ , ۱]
f (x)−۱

۱ < x < ۲ ⇒ f(x) = −x + ۲x ⇒ y = −x + ۲x ⇒ −y = x − ۲x۲ ۲ ۲

 ۱ − y = x − ۲x + ۱ ⇒ ۱ − y = (x − ۱) ⇒ x − ۱ =  

+۱ ۲ ۲ ۱ − y

⇒ x = ۱ +  ⇒ f (x) = ۱ +  ; ۰ ≤ x ≤ ۱۱ − y −۱ ۱ − x
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در حل تست به نکات زیر توجه داشته باشید:

الف) در توابع شامل قدر مطلق ابتدا باتوجه به ریشه های عبارت درون قدر مطلق، ضابطۀ تابع را به صورت ساده شده می نویسیم.

ب) تع�ن می کنیم تابع در کدام بازه اکیداً نزولی است.

،  را جایگزین ،  و به جای  ج) برای تع�ن ضابطۀ تابع معکوس،  را برحسب  به دست آورده و درنهایت به جای 

می کنیم. به این نکته توجه کنید که دامنۀ تابع معکوس برابر برد تابع اصلی است.

تابع در بازۀ  اکیداً نزولی است. ضابطۀ تابع معکوس را به دست می آوریم:

در ضابطۀ تابع اصلی وقتی باشد،  است. پس دامنۀ تابع معکوس به صورت  درمی آید.

پس گزینۀ 4 درست است.

xyxf (x)−۱yx

f(x) = ∣۲x − ۶∣ − ∣x + ۴∣ + x

=    

⎩⎪
⎨
⎪⎧x < −۴ : −(۲x − ۶) + (x + ۴) + x = ۱۰

− ۴ ≤ x ≤ ۳ : −(۲x − ۶) − (x + ۴) + x = −۲x + ۲
x > ۳ : (۲x − ۶) − (x + ۴) + x = ۲x − ۱۰

[−۴, ۳]

y = −۲x + ۲ ⇒ y − ۲ = −۲x ⇒ x = −  y +
۲
۱

۱ ⇒ f (x) = −  x + ۱−۱

۲
۱

−۴ ≤ x ≤ ۳−۴ ≤ y ≤ ۱۰[−۴, ۱۰]

گزینه 3

گام اول

گام دوم

83

,A(αمی دانیم اگر نقطۀ  در ضابطۀ تابع صدق کند، نقطۀ به مختصات  در ضابطۀ وارون تابع صدق می کند. β)A (β, α)′

با استفاده از این نقطه گزینه های 1 و 4 نمی توانند جواب تست باشند.

باتوجه به این دو مثال ضابطۀ وارون تابع به صورت  خواهد بود.

x = ۴ ⇒ f(۴) =  =۴ ۲ ⇒ (۴, ۲) ∈ f ⇒ (۲, ۴) ∈ f−۱

x = −۴ ⇒ f(−۴) = −  =۴ −۲ ⇒ (−۴, −۲) ∈ f ⇒ (−۲, −۴) ∈ f−۱

f (x) =−۱ x x∣ ∣
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گزینه 1 84

برای حل این تست از دو روش استفاده می کنیم. روش اول حل معمولی تست است، یعنی ابتدا ضابطۀ تابع اصلی را ساده کرده،

سپس با استفاده از آن ضابطۀ تابع معکوس را به دست می آوریم. روش دوم یک روش بسیار ساده و در عین حال کوتاه برای حل

این مدل تست ها است. اگر نقطۀ  در ضابطۀ تابع اصلی صدق کند، در این صورت نقطۀ  در ضابطۀ تابع

وارون یا معکوس صدق خواهد کرد. با انتخاب یک نقطۀ مناسب که متعلق به تابع  باشد، بررسی می کنیم آیا با جابه جایی

مؤلفه های اول و دوم، نقطۀ جدید در ضابطۀ تابع معکوس صدق می کند یا خیر.

روش اول:

بنابراین ضابطۀ تابع معکوس به صورت  درمی آید

روش دوم:

نقطۀ  در ضابطۀ تابع اصلی صدق می کند. از بین گزینه ها تنها معادله ای که  عضو دامنه تعریفش باشد و نقطۀ

 هم در ضابطۀ آن صدق کند، ضابطۀ  است، به همین راحتی.

A(α, β)B(β, α)

f(x)

y =  =    

۱ + ∣x∣
x

⎩⎪
⎨
⎪⎧  x ≥ ۰ ⇒ ۰ ≤ y < ۱

۱ + x
x

 x < ۰ ⇒ −۱ < y < ۰
۱ − x

x

y =  ⇒ y + yx = x ⇒ x(۱ − y) = y ⇒ x =  ⇒ f (x) =  

۱ + x
x

۱ − y
y −۱

۱ − x
x

y =  ⇒ y − yx = x ⇒ x(۱ + y) = y ⇒ x =  ⇒ f (x) =  

۱ − x
x

۱ + y
y −۱

۱ + x
x

f (x) =−۱
 , x <

۱ − x∣ ∣
x

∣ ∣ ۱

(۰, ۰)x = ۰

(۰, ۰)f (x) =−۱
 

۱ − ∣x∣
x

گزینه 1 85

xاگر  باشد،  خواهد بود، بنابراین: +۲ x < ۰−۱ < x < ۰

− ۱ < x < ۰ ⇒ x = −۱[ ]

− ۱ < x < ۰ ⇒ ۰ < x < ۱ ⇒ x = ۰۲ [ ۲]

− ۱ < x < ۰ ⇒ −۱ < x < ۰ ⇒ x = −۱۳ [ ۳]

− ۱ < x < ۰ ⇒ ۰ < x < ۱ ⇒ x = ۰۴ [ ۴]

⇒ x + x + x + x = −۱ + ۰ − ۱ + ۰ = −۲[ ] [ ۲] [ ۳] [ ۴]
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گزینه 1 86

راه حل اول:

های مثبت انتقال دهیم، تابع به فرم اگر تابع  را 3 واحد به  طرف 

های منفی انتقال دهیم،  تبدیل می شود و اگر تابع  را دو واحد به سمت  

نمودار جدید با ضابطۀ  خواهد بود.

حال باید  بالای نیمساز ربع اول و سوم، یعنی  قرار گیرد.

راه حل دوم: (عدد گذاری)

در صورتی که در (*) قرار دهیم:  ، داریم:   که غیرقابل قبول است، بنابراین گزینه های 2، 3 و 4 نادرست است.

y = −x +۲ ۲x + ۵x

f x =( ) − x − ۳ +( )۲ ۲ x − ۳ +( ) ۵f x( )y

g x =( ) f x −( ) ۲

g x = f(x) − ۲ = − x − ۳ + ۲ x − ۳ + ۵ − ۲ = − x − ۶x + ۹ + ۲x − ۶ + ۵ − ۲( ) ( )۲ ( ) ( ۲ )

⇒ g x = −x + ۶x − ۹ + ۲x − ۳ = −x + ۸x − ۱۲( ) ۲ ۲

g x( )y = x

g x >( ) x ⇒ −x +۲ ۸x − ۱۲ > x

⇒ x −۲ ۷x + ۱۲ < ۰ ⇒  <

h x( )

 x − ۳ x − ۴( ) ( ) ۰ (∗)

h x <( ) ۰ ⇒ x ∈ ۳, ۴( )

x = ۴۰ < ۰

گزینه 1 87

، تابع  را بر حسب تابع  تشکیل می دهیم. سپس بدون این که ضابطۀ با توجه به ضابطه های  و 

تابع  را به صورت مستقل تع�ن کنیم،  را برابر 2- در نظر گرفته و مقدار  را حساب می کنیم.

f(x)f(g(x))f(g(x))g(x)

g(x)xg(−۲)

f(x) = ۲x + ۴ , f(g(x)) = ۴x + ۶x ⇒ ۲(g(x)) + ۴ = ۴x + ۶x۲ ۲ ۲ ۲

 ۲(g(−۲)) + ۴ = ۴(−۲) + ۶(−۲) = ۴(۴) + ۶(−۲) = ۱۶ − ۱۲ = ۴
x=−۲ ۲ ۲

⇒ ۲(g(−۲)) + ۴ = ۴ ⇒ ۲(g(−۲)) = ۰ ⇒ (g(−۲)) = ۰ ⇒ g(−۲) = ۰۲ ۲ ۲
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گزینه 2

گام اول

گام دوم

88

برای حل این تست اصلاً نیازی نیست ضابطۀ تابع  را به صورت مستقل به دست آورده و بعد مقدار  را حساب کنید.

(البته این کار را هم انجام دهید درست است ولی زمان حل مسئله طولانی تر می شود.) ضابطۀ  و  به ما داده شده

است. حال ما مقدار  را می خواهیم. کافی است  را برابر 3 قرار داده و معادله را حل کنیم. به ازای  به دست آمده،

مقدار  محاسبه می شود.

f(x)f(۳)

g(x)f(g(x))

f(۳)g(x)x

f(۳)

g(x) = ۲x − ۱ , fog(x) =  ⇒ f(۲x − ۱) =  

x − ۳
x

x − ۳
x

۲x − ۱ = ۳ ⇒ ۲x = ۴ ⇒ x = ۲  f(۳) =  =  = −۲
f (۲x−۱)=  x−۳

x

x=۲ ۲ − ۳
۲

−۱
۲

گزینه 3 89

مقدار  برای اعداد صحیح و غیرصحیح متفاوت است. بنابراین حواستان باشد که برای  دو مقدار به دست می

. یعنی: آید، یک مقدار به ازای  است و مقدار دیگر به ازای 

ضابطۀ  را برای هر یک از این حالت ها تع�ن می کنیم:

بنابراین به ازای  رابطۀ  برقرار است.

های صحیح و غیرصحیح یعنی به ازای  برقرار است. پس رابطۀ  به ازای تمام 

[x] + [−x]f(x)

x ∈ Zx ∈ / Z

f(x) = [x] + [−x] =   {
۰ ; x ∈ Z
− ۱ ; x ∈ Z (x ∈ R− Z)/

g(f(x))

x ∈ Z ⇒ f(x) = ۰ ⇒ g(f(x)) = g(۰)  

g(x)=x +x−۲۲

g(۰) = ۰ + ۰ − ۲ = −۲

x ∈ Zg(f(x)) = −۲

x ∈ R− Z ⇒ f(x) = −۱ ⇒ g(f(x)) = g(−۱)

 g(−۱) = (−۱) + (−۱) − ۲ = ۱ − ۱ − ۲ = −۲ ⇒ g(f(x)) = −۲
g(x)=x +x−۲۲

۲

g(f(x)) = −۲xR
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گزینه 4

گام اول

گام دوم

90

f(x)مجموعه جواب نامعادلۀ  را به دست می آوریم. >  

۲
۷

بنابراین بازۀ  به صورت  در آمده و بیشترین مقدار  برابر است با:

f(x) >  ⇒
۲
۷

−  x +
۲
۱ ۲ ۲x + ۶ >   

۲
۷ ×۲

− x +۲ ۴x + ۱۲ > ۷

⇒ x −۲ ۴x − ۵ < ۰ ⇒ (x − ۵)(x + ۱) < ۰ ⇒ −۱ < x < ۵ ⇒ x ∈ (−۱, ۵)

(a, b)(−۱, ۵)b − a

b − a = ۵ − (−۱) = ۵ + ۱ = ۶

گزینه 4

گام اول

گام دوم

91

الف) عبارت زیر رادیکال با فرجۀ زوج همواره نامنفی است، پس باید  باشد، پس  و  باید هر دو هم علامت

باشند.

، کافی است نمودار تابع  را دو واحد به سمت ب) برای به دست آوردن نمودار تابع  از روی نمودار تابع 

چپ انتقال دهیم.

xf(x) ≥ ۰xf(x)

f(x)f(x − ۲)f(x − ۲)

باتوجه به نمودار تابع  و با انتقال دو واحدی آن به سمت چپ، نمودار تابع  را رسم می کنیم:

طبق گام اول، محدوده ای که در آن  و  هم علامت باشند، قابل قبول است پس

دامنۀ تعریف تابع  برابر است با:     

f(x − ۲)f(x)

xf(x)

xf(x)[−۵, −۳] ∪ [۰, ۲]

گزینه 1 92

، بنابراین: طبق صورت سؤال نتیجه می گیریم که 

باقی ماندۀ تقسیم  بر  برابر با  است، پس داریم:

P (  ) =
۲
۱

۰

۲(  ) + a(  ) + ۲(  ) − ۳(  ) = ۰ ⇒ ۲(  ) + a(  ) +  −  = ۰
۲
۱ ۴

۲
۱ ۳

۲
۱ ۲

۲
۱

۱۶
۱

۸
۱

۲
۱

۲
۳

⇒  + − ۱ = ۰ ⇒ a = ۷
۸
۱

۸
a

P (x)x + ۲P (−۲)

P (x) = ۲x + ۷x + ۲x − ۳x۴ ۳ ۲

⇒ P (−۲) = ۲(−۲) + ۷(−۲) + ۲(−۲) − ۳(−۲) = ۳۲ − ۵۶ + ۸ + ۶ = −۱۰۴ ۳ ۲
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گزینه 3

گام اول

گام دوم

93

دو فرض در مسئله در نظر گرفته شده است، یعنی اینکه  و  است.  است، یعنی

. حال این دو شرط را بررسی می کنیم.  و  است. یعنی 

(۴, ۲) ∈ fog(۴, ۱) ∈ gof(۴, ۲) ∈ fog

f(g(۴)) = ۲(۴, ۱) ∈ gofg(f(۴)) = ۱

: تع�ن  و  با استفاده از دو شرط  و 

پس دوتایی مرتب  به صورت  درمی آید.

abf(g(۴)) = ۲g(f(۴)) = ۱

f(g(۴)) = ۲  g(۴) = ۳  a = ۴
f (۳)=۲ (a,۳)∈g

g(f(۴)) = ۱  g(۵) = ۱  b = ۵f (۴)=۵ (b,۱)∈g

(a, b)(۴, ۵)

گزینه 1 94

تابع معکوس تابع g عبارت است از:

، منفی است، پس a قطعاً عددی منفی است. ، مثبت و به ازای مقادیر  تابع  به ازای مقادیر 

g =−۱ {(−۱, ۲), (۴, −۱), (−۲, ۳), (−۳, −۴)}

f(x)x > ۰x < ۰

f(a) = −  =−a −۲ ⇒  =−a ۲ ⇒ a = −۴

گزینه 4 95

یک تابع به صورت مجموعه ای از زوج مرتب ها نمایش داده شده است، برای این که تابع یک به یک شود، باید هیچ دو زوج

مرتب متمایزی مؤلفۀ دوم برابر نداشته باشند. اگر مؤلفه های دوم دو زوج مرتب با هم برابر بود باید مؤلفه های اول آن ها هم برابر

باشد. هم چنین شرط تابع بودن در حل این گونه سؤال ها فراموش نشود. این که زوج مرتب ها نباید مؤلفۀ اول تکراری داشته

باشند و اگر تکراری بود باید مؤلفه های دوم هم برابر شود.

در رابطۀ داده شده دو زوج مرتب  و  مشاهده می شود. برای این که رابطه در وهلۀ اول یک تابع باشد،

باید مؤلفه های دوم با هم برابر باشند:

حالا باید بررسی کنیم به ازای کدام یک از این مقادیر تابع یک به یک می شود:

بنابراین فقط  قابل قبول است. حالا مقدار  را به دست می آوریم:

پس دوتایی  به صورت  درمی آید.

(۳, ۲)(۳, a −۲ a)

a −۲ a = ۲ ⇒ a −۲ a − ۲ = ۰ ⇒ (a − ۲)(a + ۱) = ۰ ⇒  {
a = ۲

a = −۱

a = −۱ ⇒ (−۱, ۵) ∈ f , (−۱, ۴) ∈ f ⇒ تابع یک به یک نیست

a = ۲b

(۳, ۲) ∈ f , (b, ۲) ∈ f
یک به یک است f تابع

b = ۳

(a, b)(۲, ۳)
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گزینه 3 96

، ابتدا باید ضابطۀ  را به تست ضابطۀ  یا همان  را از ما می خواهد. برای به دست آوردن ضابطۀ 

صورت مشخص و دقیق داشته باشیم، سپس باتوجه به آن، ضابطۀ  را تع�ن کنیم.

ضابطۀ  را به دست می آوریم:

ضابطۀ  را در هریک از این حالات مشخص می کنیم:

در هر دو حالت ضابطۀ  برابر ضابطۀ  شد.

f(f(x))fof(x)f(f(x))f(x)

fof(x)

f(x)

f(x) = ۲ − ∣x − ۲∣ =   {
x ≥ ۲ : x − ۲ ≥ ۰ ⇒ f(x) = ۲ − x + ۲ = ۴ − x

x < ۲ : x − ۲ < ۰ ⇒ f(x) = ۲ + x − ۲ = x

f(f(x))

x ≥ ۲ : f(f(x)) = ۲ − ∣۴ − x − ۲∣ = ۲ − ∣۲ − x∣

 f(f(x)) = ۲ + ۲ − x = ۴ − x = f(x)
x≥۲

۲−x<۰

x < ۲ : f(f(x)) = ۲ − ∣x − ۲∣  ۲ + x − ۲ = x ⇒ f(f(x)) = f(x)
x<۲

x−۲<۰

f(f(x))f(x)

گزینه 3 97

با رسم نمودار تابع  به سؤال پاسخ می دهیم. ابتدا نمودار  را رسم و آن قسمت از منحنی که در پا�ن

محور  ها قرار دارد را نسبت به این محور قرینه می کنیم.

با توجه به نمودار رسم شده، این تابع نه صعودی است و نه نزولی. این تابع یک به یک هم نیست، درنتیجه وارون ناپذیر می شود؛

بنابراین فقط گزینۀ 3 می تواند درست باشد. 

f x =( ) ∣x ∣۳y = x۳

x
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گزینه 1 98

حال اگر فرض کنیم  باشد، خواستۀ مسئله  است که باید دامنه های مشترک را در نظر بگیریم و بردها را بر هم

تقسیم کنیم:

f = ۲, ۱ , ۵, ۲ , ۴, ۳ , ۶, ۴−۱ {( ) ( ) ( ) ( )}

g = ۲, ۳ , ۴, ۲ , ۵, ۶ , ۳, ۱{( ) ( ) ( ) ( )}

   ⇒

۲  ۱  ×
f −۱ g

۵  ۲  ۳
f −۱ g

۴  ۳  ۱
f −۱ g

۶  ۴  ۲f −۱ g ⎭⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎬
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎫

gof =−۱ ۵, ۳ , ۴, ۱ , ۶, ۲{( ) ( ) ( )}

h = gof−۱
 

h
g

D  ∩h D  =g ۵, ۴{ }

 =
h
g

(۵,  ), (۴,  ) ={
۳
۶

۱
۲

} ۵, ۲ , ۴, ۲{( ) ( )}

گزینه 3 99

  

f(x) = ۲ − ∣x + ۱∣ =   {
x + ۳ ; x ≤ −۱
− x + ۱ ; x > −۱

g(x) = x + ∣x∣ =   {
۰ ; x ≤ ۰
۲x ; x > ۰

y = (  )(x) =  =    

g
f

x + x∣ ∣
۲ − x + ۱∣ ∣

⎩
⎨
ت.ن⎧ ; x ≤ ۰

 ; x > ۰
۲x

۱ − x

⇒ y =  − ; x > ۰
۲x
۱

۲
۱

x > ۰ ⇒  > ۰ ⇒  > ۰ ⇒  −  > −  

x
۱

۲x
۱

۲x
۱

۲
۱

۲
۱

⇒ y > −  ⇒ R = (−  , +∞)
۲
۱

y ۲
۱
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در تابع  و  به صورت مجموعه ای از زوج مرتب ها به ما داده شده و تابع  را می خواهند، پس ابتدا باید تابع  را با زوج

، جای مؤلفه های اول و دوم را با هم عوض مرتب هایش تشکیل دهیم. برای این کار کافی است در تمامی زوج مرتب های تابع 

کنیم. پس با توجه به دامنه تعریف تابع  و زوج مرتب های تابع  تابع  را به دست می آوریم.

fggof−۱f−۱

f

f (x)−۱g(x)gof−۱

برای حل تست اول باید  را مشخص کنیم:

، تابع  تعریف می شود یا خیر: حالا بررسی می کنیم برای هریک از اعضای 

بنابراین تابع  به صورت  درمی آید.

f−۱

f = {(۱, ۲), (۲, ۵), (۰, ۳), (۴, −۱)} ⇒ f = {(۲, ۱), (۵, ۲), (۳, ۰), (−۱, ۴)}−۱

⇒ D  = {۲, ۵, ۳, −۱}f −۱

Df −۱gof−۱

x = ۲ ⇒ f (۲) =−۱ ۱ ⇒ g(f (۲)) =−۱ g(۱) → تعریف نمی شود

x = ۵ ⇒ f (۵) =−۱ ۲ ⇒ g(f (۵)) =−۱ g(۲) = ۳ ⇒ (۵, ۳) ∈ gof−۱

x = ۳ ⇒ f (۳) =−۱ ۰ ⇒ g(f (۳)) =−۱ g(۰) → تعریف نمی شود

x = −۱ ⇒ f (−۱) =−۱ ۴ ⇒ g(f (−۱)) =−۱ g(۴) = ۱ ⇒ (−۱, ۱) ∈ gof−۱

gof−۱{(۵, ۳), (−۱, ۱)}
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 وارون تابع  است، بنابراین:

بنابراین داریم:

g(x)f(x)

g(x) = f (x)−۱

g(۳) = f (۳) =−۱ a ⇒ f(a) = ۳ ⇒ a + ۲  =a ۳ ⇒ a + ۲  −a ۳ = ۰

⇒ (  −a ۱)(  +a ۳) = ۰   ⇒{
 = ۱ ⇒ a = ۱a

 = −۳ aغ ق ق
g(۳) = ۱

g(۱۵) = f (۱۵) =−۱ b ⇒ f(b) = ۱۵ ⇒ b + ۲  =b ۱۵ ⇒ b + ۲  −b ۱۵ = ۰

⇒ (  −b ۳)(  +b ۵) = ۰ ⇒   ⇒{
 = ۳ ⇒ b = ۹b

 = −۵ bغ ق ق
g(۱۵) = ۹

g(۳) + g(۱۵) = ۱ + ۹ = ۱۰
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ضابطۀ  را داریم. باتوجه به آن حاصل  را به دست می آوریم؛ سپس تابع  را تشکیل داده و با استفاده از

ویژگی های جزء صحیح، برد آن را به دست می آوریم.

از ویژگی های جزء صحیح به خاطر داشته باشید:   

بنابراین تابع  برابر است با:  

، دو حالت برای  اتفاق می افتد: قسمت اعشاری عدد  را با  نشان می دهیم. با توجه به مقدار 

بنابراین برد تابع  برابر  می شود. 

f(x)f(۲x − ۳)g(x)

f(x) = x − [x] ⇒ f(۲x − ۳) = ۲x − ۳ − [۲x − ۳]

 f(۲x − ۳) = ۲x − ۳ − [۲x] + ۳ = ۲x − [۲x]
[x+k]=[x]+k

k∈Z
g(x) = f(۲x − ۳) − ۲f(x) = ۲x − [۲x] − ۲(x − [x])

= ۲x − [۲x] − ۲x + ۲[x] = ۲[x] − [۲x]

[۲x] = [x] + [x +  ]
۲
۱

g(x)

g(x) = ۲[x] − [x] − [x +  ] =
۲
۱

[x] − [x +  ]
۲
۱

xppg(x)

g(x) = [x] − [x +  ] =
۲
۱

  

⎩
⎨
⎧۰ ; ۰ ≤ p <

۲
۱

−۱ ;  ≤ p < ۱
۲
۱

g(x){−۱, ۰}
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طبق سؤال نتیجه می گیریم که  و  است. همچنین داریم:

بنابراین:

پس: 

P (۱) = ۸P (−  ) =
۲
۱

۵

P (x) = (۲x −۲ x − ۱)Q(x) + R(x) = ((x − ۱)(۲x + ۱))Q(x) + R(x) ; R(x) = ax + b

P (۱) = R(۱) = a + b = ۸

P (−  ) = R(−  ) = −  a + b = ۵
۲
۱

۲
۱

۲
۱

   ⇒  a = ۳ ⇒ a = ۲ , b = ۸ − ۲ = ۶
⎩
⎨
⎧a + b = ۸

−  a + b = ۵
۲
۱

۲
۳

R(x) = ۲x + ۶
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حال معادلۀ جدید را با معادلۀ قبلی مساوی قرار می دهیم تا نقطۀ برخورد را به دست آوریم:

فاصلۀ نقطۀ  از مبدأ مختصات را به دست می آوریم:

y = x −۲ ۲x  

قرینه نسبت به 

ها x محور
y = − x − ۲x =( ۲ ) −x +۲ ۲x

واحد انتقال در جهت  ۱۶

ها y مثبت محور 
y  =۱ −x +۲ ۲x + ۱۶

y = y  ⇒۱ x −۲ ۲x = −x +۲ ۲x + ۱۶ ⇒ ۲x −۲ ۴x − ۱۶ = ۰

⇒ x −۲ ۲x − ۸ = ۰ ⇒ (x − ۴)(x + ۲) = ۰ ⇒   {
x = ۴ ق.ق
x = −۲ (x > ۱ (غ.ق.ق زیرا 

x = ۴ ⇒ y = ۸ ⇒ A(۴, ۸)

A

OA =  =۱۶ + ۶۴  =۱۶(۱ + ۴) ۴  ۵
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فرض می کنیم  بر  بخش پذیر است، پس با فرض اینکه  خارج قسمت باشد،

رابطۀ زیر را می توان نوشت:

P (x) = x +۴ ۴ax +۲ ۲bx + ۱x −۲ ۴Q(x)

P (x) = Q(x) (x −۲ ۴)

روش اول:

عبارت  بر  بخش پذیر است. بنابراین بر  بخش پذیر بوده و حاصل به ازای و

 برابر صفر می شود.  و  را به دست آورده و برابر صفر قرار می دهیم و مقدار  و  را محاسبه می کنیم:

روش دوم:

عبارت  بر  بخش پذیر است. بنابراین به ازای  برابر صفر است.

حاصل عبارت فوق صفر شده است؛ پس داریم:

P (x)(x −۲ ۴)(x − ۲)(x + ۲)P (x)x = ۲
x = −۲P (۲)P (−۲)ab

P (۲) = ۲ +۴ ۴a(۲ ) +۲ ۲b(۲) + ۱ = ۰ ⇒ ۱۶ + ۱۶a + ۴b + ۱ = ۰ ⇒ ۴b + ۱۶a = −۱۷ (I)

P (−۲) = (−۲) +۴ ۴a(−۲) +۲ ۲b(−۲) + ۱ = ۰ ⇒ ۱۶ + ۱۶a − ۴b + ۱ = ۰ ⇒ ۱۶a − ۴b = −۱۷ (II)

(I) , (II) ⇒ ۴b + ۱۶a = ۱۶a − ۴b ⇒ ۸b = ۰ ⇒ b = ۰ , a = −  ⇒
۱۶
۱۷

a + b = −  

۱۶
۱۷

x +۴ ۴ax +۲ ۲bx + ۱x −۲ ۴x =۲ ۴

P (x) = x + ۴ax + ۲bx + ۱ ⇒ P (x) = (x ) + ۴a(x ) + ۲bx + ۱۴ ۲ ۲ ۲ ۲

 (۴) + ۴a(۴) + ۲bx + ۱ = ۰ ⇒ ۱۶ + ۱۶a + ۲bx + ۱ = ۰ ⇒ ۲bx + ۱۶a + ۱۷ = ۰
x = ۴۲ ۲

⇒
⎩
⎨
⎧۲b = ۰ ⇒ b = ۰

۱۶a + ۱۷ = ۰ ⇒ a =  

۱۶
−۱۷ a + b =  +

۱۶
−۱۷

۰ =  

۱۶
−۱۷
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باید از (*) و (**) اشتراک گرفت؛ بنابراین مجموعۀ جواب برابر است با:

۲ − x ≥ ۰ ⇒ x ≤ ۲ ⇒ D  = (−∞, ۲]f

x − ۱۵x > ۰ ⇒ x(x − ۱۵) > ۰ ⇒ D  = (∞, ۰) ∪ (۱۵, +∞)۲
g

D  = x∣x ∈ D  , g(x) ∈ D  f og { g f }

= x∣x ∈ (−∞, ۰)  (۱۵, +∞), log(x − ۱۵x) ≤ ۲{
∗
∪ ۲ }

log(x − ۱۵x) ≤ log  ⇒ x − ۱۵x ≤ ۱۰۰ ⇒ x − ۱۵x − ۱۰۰ ≤ ۰۲
۱۰
۱۰۰ ۲ ۲

⇒ (x − ۲۰)(x + ۵) ≤ ۰ ⇒ x ∈ [−۵, ۲۰] (∗∗)

(∗∗),(∗)
x ∈ [−۵, ۰) ∪ (۱۵, ۲۰]

www.konkur.in

forum.konkur.in
@jozveh_nub



55/68لرنیتو 1399

گزینه 3 107

) است. بنابراین برای تع�ن دامنه تعریف تابع معکوس ، باید برد تابع اصلی ) همان برد تابع اصلی ( دامنه تابع معکوس (

، ضابطۀ تابع معکوس را مشخص می کنیم. برای یافتن ضابطۀ تابع معکوس از رابطۀ را به دست آوریم. بعد از تع�ن 

،  را برحسب  به دست آورده و در نهایت جای  و  را عوض بنابراین ضابطۀ تابع معکوس به صورت

 به دست می آید.

دامنۀ تابع معکوس به صورت  در می آید.

D  f −۱R  f

D  f −۱

y = f(x)xyxy

y = f (x)−۱

x + ۱ > x ⇒  >  ⇒  > ∣x∣۲ ۲ x + ۱۲ x۲ x + ۱۲

  > −x ⇒  + x > ۰  f(x) > ۰
∣x∣=±x

x + ۱۲ x + ۱۲ f (x)=x+  x +۱۲

⇒ R  = (۰, +∞) ⇒ D  = (۰, +∞)f f −۱

x > ۰

f(x) = x +  ⇒ y = x +  ⇒ y − x =  x + ۱۲ x + ۱۲ x + ۱۲

 (y − x) = x + ۱ ⇒ y − ۲xy + x = x + ۱ ⇒ y − ۲xy = به توان ۱۲ ۲ ۲ ۲ ۲ ۲ ۲

⇒ ۲xy = y − ۱ ⇒ x =  ⇒ f (x) =  

۲
۲y

y − ۱۲
−۱

۲x
x − ۱۲

⇒ f (x) =  (x −  ), x > ۰−۱
۲
۱

x
۱
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fباتوجه به اینکه  است، می توان نتیجه گرفت:  (g(۲a)) =−۱ ۶g(۲a) = f(۶)

g(x) =  ⇒
x − ۱

x
g(۲a) =  =

۲a − ۱
۲a

f(۶) = ۳

⇒ ۲a = ۳(۲a − ۱) ⇒ ۲a = ۶a − ۳ ⇒ ۴a = ۳ ⇒ a =  

۴
۳
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، ضابطۀ تابع  را بر حسب  اصلاً نیازی به تع�ن ضابطۀ  نداریم. با داشتن ضابطۀ دو تابع  و 

تشکیل می دهیم. سپس  را برابر 1 قرار داده و مقدار  را محاسبه می کنیم.

g(x)f(x)f(g(x))f(g(x))g(x)

xg(۱)

f(x) =  , fog(x) = f(g(x)) = ⇒  =  

x − ۱
x + ۱

x + ۱۲
x + ۲۲

g(x) − ۱
g(x) + ۱

x + ۱۲
x + ۲۲

  =  ⇒  =  ⇒ ۲g(۱) + ۲ = ۳g(۱) − ۳
x=۱

g(۱) − ۱
g(۱) + ۱

۱ + ۱
۱ + ۲

g(۱) − ۱
g(۱) + ۱

۲
۳

⇒ g(۱) = ۳ + ۲ = ۵ ⇒ g(۱) = ۵
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چون باقی ماندۀ تقسیم چندجمله ای  بر  و  به ترتیب 1 و 4- است، درنتیجه:

باقی ماندۀ  بر  را  در نظر می گیریم.

پس باقی مانده  خواهد بود.

P (x)x − ۲x + ۳

P (۲) = ۱ , P (−۳) = −۴

P (x)x +۲ x − ۶ax + b

P (x) = (x +۲ x − ۶)q(x) + ax + b

⇒{
P (۲) = ۲a + b = ۱
P (−۳) = −۳a + b = −۴ ۵a = ۵ ⇒ a = ۱ , b = −۱

x − ۱
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ابتدا ضابطۀ تابع  را به دست می آوریم. سپس با استفاده از آن برد تابع  را تع�ن می کنیم.

می دانیم به ازای هر  ،  است، بنابراین:

برد تابع  برابر است با:

gofgof

gof(x) = g(f(x)) = ۲−x+[x]

x۰ ≤ x − [x] < ۱

۰ ≤ x − [x] < ۱ ⇒ −۱ < −x + [x] ≤ ۰

gof

− x + [x] = −۱ ⇒ ۲ = ۲ =  

−x+[x] −۱

۲
۱

− x + [x] = ۰ ⇒ ۲ = ۲ = ۱ ⇒ R  = (  , ۱]−x+[x] ۰
gof ۲

۱
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g of (a) = g (f (a)) = ۸ ⇒ (f (a), ۸) ∈ g−۱ −۱ −۱ −۱ −۱ −۱

⇒ (۸, f (a)) ∈ g ⇒ g(۸) = f (a) (∗)−۱ −۱

g(x) = ⇒ g(۸) =  ⇒ g(۸) = ۷۵x + ۹ ۴۹

 f (a) = ۷ ⇒ (a, ۷) ∈ f ⇒ (۷, a) ∈ f ⇒ a = ۳(∗) −۱ −۱
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ابتدا ضابطۀ  را برای دو حالت  و  تع�ن می کنیم. برای هر کدام از این دو حالت ضابطۀ  را به دست

می آوریم.

بنابراین تابع  به ازای تمام مقادیر  برابر صفر می شود. 

f(x)x ≥ ۰x < ۰fof(x)

f(x) = ∣x∣ − x ⇒   {
x ≥ ۰ ⇒ ∣x∣ = x ⇒ f(x) = x − x = ۰
x < ۰ ⇒ ∣x∣ = −x ⇒ f(x) = −x − x = −۲x

⇒ f(x) =   {
۰ ; x ≥ ۰
− ۲x ; x < ۰

۱) x ≥ ۰ : f(x) = ۰ ⇒ fof(x) = f(f(x)) = f(۰) = ۰
۲) x < ۰ : f(x) = −۲x ⇒ fof(x) = f(f(x)) = f(−۲x)

 f(−۲x) = ۰ ⇒ fof(x) = ۰x<۰⇒−۲x>۰

fof(x)x
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، تابع لگاریتمی  است. نقطۀ برخورد این دو تابع با محورها را  و  نام گذاری کرده و معکوس تابع نمایی 

فاصلۀ دو نقطه را محاسبه می کنیم.

y = ۲xy = log  ۲
xAB

روش اول:

پس نقطۀ برخورد تابع  با محور yها نقطۀ  است. نقطۀ برخورد تابع معکوس یا همان  با محور xها

نقطۀ  است. فاصلۀ دو نقطۀ  و  برابر است با:

روش دوم:

با توجه به اینکه معکوس هر نمودار را می توانیم با رسم تقارن آن نسبت به خط  به دست آوریم، نمودار تابع  را

رسم کرده و با ترسیم وارون آن نسبت به خط  نمودار تابع معکوس را به دست می آوریم.

y = ۲  

x y برخورد با محور
x=۰ y = ۲ =۰ ۱

y = ۲xA(۰ , ۱)y = log  ۲
x

B(۱ , ۰)AB

AB =  =(۱ − ۰) + (۰ − ۱)۲ ۲
 =۱ + ۱  ۲

y = xy = ۲x

y = x
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ابتدا برد تابع اصلی که همان دامنه تعریف تابع وارون است را به  دست می آوریم. برای به دست آوردن ضابطۀ تابع وارون از روی

ضابطۀ تابع اصلی  را برحسب  به دست آورده و درنهایت به  جای  عبارت  و به جای  ،  را جایگذاری کرده و

ضابطه را تع�ن می کنیم.

اکنون ضابطۀ تابع وارون را به دست می آوریم:

پس ضابطۀ تابع وارون به صورت  است.

xyxf (x)−۱yx

y = ۲ −   x ≥ ۱x − ۱ عدد زیر رادیکال با فرجۀ زوج، مثبت است

⇒ x − ۱ ≥ ۰ ⇒  ≥ ۰ ⇒ −  ≤ ۰x − ۱ x − ۱
⇒ ۲ −  ≤ ۲ ⇒ y ≤ ۲ ⇒ R  = (−∞ , ۲] ⇒ D  = (−∞ , ۲]x − ۱ f f −۱

y = ۲ −  ⇒  = ۲ − y  x − ۱ = (۲ − y)x − ۱ x − ۱ به توان ۲ ۲

⇒ x − ۱ = ۴ − ۴y + y ⇒ x = ۵ − ۴y + y ⇒ f (x) = x − ۴x + ۵۲ ۲ −۱ ۲

y = x −۲ ۴x + ۵ ; x ≤ ۲
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fog(x)gof(x)توابع  و  را تشکیل می دهیم و آن ها را برابر می گذاریم:

fog(x) = f(x + ۴) =  =
(x + ۴) + ۲
۲(x + ۴) − ۱

 

x + ۶
۲x + ۷

gof(x) = g(  ) =
x + ۲
۲x − ۱

 +
x + ۲
۲x − ۱

۴ = =
x + ۲

۲x − ۱ + ۴x + ۸
 

x + ۲
۶x + ۷

تساوی
 =

x + ۶
۲x + ۷

 ⇒
x + ۲
۶x + ۷

(۲x + ۷)(x + ۲) = (۶x + ۷)(x + ۶)

۲x +۲ ۴x + ۷x + ۱۴ = ۶x +۲ ۳۶x + ۷x + ۴۲

⇒ ۴x +۲ ۳۲x + ۲۸ = ۰  

÷۴
x +۲ ۸x + ۷ = ۰

⇒ (x + ۷)(x + ۱) = ۰ ⇒   {
x = −۷
x = −۱
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نمودار  نیمساز ناحیۀ چهارم را قطع می کند، بنابراین:

نیمساز ناحیۀ چهارم : y = −x ; x > ۰

f−۱

f (x) =−۱ −x ⇒ f(−x) = x ⇒ −x +  =
x
۲

x ⇒ ۲x =  

x
۲

⇒ x =۲ ۱ ⇒ x = ±۱  

x>۰
x = ۱
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گام اول

گام دوم
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گاهی اوقات تابع مرکب را به صورت یک ماشین نمایش می دهند. به شکل رسم شده در این تست خوب دقت کنید:

متغیر  به عنوان ورودی در نظر گرفته می شود. ابتدا وارد ضابطۀ  می شود که خروجی آن  است. در مرحلۀ دوم  وارد

ضابطۀ  می شود که در این صورت خروجی آن  است. بنابراین در این تست  است.

x
  f

f (x)
  g

g(f (x)) ۲x

xff(x)f(x)

gg(f(x))g(f(x)) = ۲x

ضابطۀ  و  مشخص است. اول ضابطۀ  را تع�ن کرده، سپس با استفاده از آن مقدار  را محاسبه

می کنیم:

g(f(x))g(x)f(x)f(۵)

g(x) = ۳x + ۴ , g(f(x)) = ۲x ⇒ ۳f(x) + ۴ = ۲x ⇒ ۳f(x) = ۲x − ۴

⇒ f(x) =  x −  ⇒ f(۵) =  (۵) −  =  −  =  = ۲
۳
۲

۳
۴

۳
۲

۳
۴

۳
۱۰

۳
۴

۳
۶
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بعضی از تست های جزء صحیح را با یک عددگذاری ساده می توانیم حل کنیم. حال این تست را به دو روش اصلی و عددگذاری

حل می کنیم.

روش اول: 

به ازای هر عدد طبیعی  داریم:

از طرف دیگر وقتی  باشد، رابطۀ زیر برقرار است:

پس حاصل عبارت داده شده به ازای  برابر است با:

روش دوم (روش عددگذاری):

در صورت تست به این نکته اشاره شده که به ازای هر عدد طبیعی بزرگ تر از 2 حاصل عبارت یکسان است، کافی  است یک عدد

طبیعی بزرگ تر از 2 را انتخاب کرده و حاصل عبارت داده شده را به ازای آن محاسبه کنیم. برای حل آسان تر،  را 3 در نظر می

گیریم:

n

۴n − ۴n + ۱ < ۴n − ۳n + ۱ < ۴n ⇒ (۲n − ۱) < ۴n − ۳n + ۱ < (۲n)۲ ۲ ۲ ۲ ۲ ۲

 ۲n − ۱ <  < ۲n ⇒ [  ] = ۲n − از نامعادله جذر می گیریم۱ ۴n − ۳n + ۱۲ ۴n − ۳n + ۱۲

n > ۲

n − ۴n + ۴ < n − ۲n < n − ۲n + ۱ ⇒ (n − ۲) < n − ۲n < (n − ۱)۲ ۲ ۲ ۲ ۲ ۲

 n − ۲ <  < n − ۱ ⇒ [  ] = n − ۲
از نامعادله جذر می گیریم

n − ۲n۲ n − ۲n۲

n > ۲

[ ] −۴n − ۳n + ۱۲ ۲ [  ] =n − ۲n۲ ۲n − ۱ − ۲(n − ۲) = ۲n − ۱ − ۲n + ۴ = ۳

n

A = [  ] − ۲[  ]  A = [  ] − ۲ [  ]۴n − ۳n + ۱۲ n − ۲n۲ n=۳ ۳۶ − ۹ + ۱ ۹ − ۶

= [  ] − ۲ [  ] = ۵ − ۲(۱) = ۵ − ۲ = ۳۲۸ ۳
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برای رسم نمودار تابع، محدودۀ اولیۀ  را به پنج زیربازۀ زیر تقسیم می کنیم:

در این بازه تابع از پنج پاره خط به اندازۀ  تشکیل شده است. پس دوتایی مرتب  به صورت  می شود.

x

− ۲ ≤ x < −۱, −۱ ≤ x < ۰, ۰ ≤ x < ۱, ۱ ≤ x < ۲, ۲ ≤ x < ۳
− ۲ ≤ x < −۱ ⇒ [x] = −۲ ⇒ y = x − (−۲) = x + ۲
− ۱ ≤ x < ۰ ⇒ [x] = −۱ ⇒ y = x − (−۱) = x + ۱
۰ ≤ x < ۱ ⇒ [x] = ۰ ⇒ y = x

۱ ≤ x < ۲ ⇒ [x] = ۱ ⇒ y = x − (۱) = x − ۱
۲ ≤ x < ۳ ⇒ [x] = ۲ ⇒ y = x − (۲) = x − ۲

۲(n , L)(۵ ,  )۲
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، پس: ۳≈ ابتدا توجه کنید که  ۱/۷

f(x) = x − ۲ x ⇒ f(  ) = (  ) − ۲[  ] = ۳ − ۲ × ۱ = ۱ ⇒ −  f(  ) = −  × ۱ = −۰/۵۲ [ ] ۳ ۳
۲

۳
۲
۱

۳
۲
۱

⇒ f(−  f(  )) = (−۰/۵) − ۲[−۰/۵] = ۰/۲۵ − ۲(−۱) = ۲/۲۵
۲
۱

۳ ۲
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گزینه 4 122

چون  بر  بخش پذیر است، بنابراین  است.

برای به دست آوردن سایر عامل های  کافی است  را بر  تقسیم کنیم و ریشه های معادلۀ  را به دست

آوریم.

  

بنابراین کوچک ترین ریشۀ معادلۀ  برابر با  است.

f(x)x + ۲f(−۲) = ۰

f(x) = x +۴ ax −۳ ۸x ⇒ f(−۲) = ۱۶ − ۸a + ۱۶ = ۰

⇒ ۸a = ۳۲ ⇒ a = ۴ ⇒ f(x) = x +۴ ۴x −۳ ۸x

f(x)f(x)x + ۲f(x) = ۰

  

x + ۴x − ۸x۴ ۳

 −(x + ۲x )۴ ۳
∣
∣
∣
∣

x + ۲x − ۴x۳ ۲
x + ۲

۲x − ۸x۳

− (۲x + ۴x )۳ ۲

− ۴x − ۸x۲

 −(−۴x − ۸x)۲

۰

f(x) = (x + ۲)(x +۳ ۲x −۲ ۴x) = ۰

⇒    

⎩⎪⎪
⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎪⎪
⎧x + ۲ = ۰ ⇒ x = −۲

x(x + ۲x − ۴) = ۰ ⇒    

۲

⎩⎪
⎨
⎪⎧x = ۰

x =  = −۱ ±  

۲a
−b ±  Δ

۵

f(x) = ۰x = −۱ −  ۵
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چندجمله ای  بر  بخش پذیر است، بنابراین  به ازای ریشه های  برابر صفر است.

بنابراین داریم:

اکنون باقی ماندۀ تقسیم  بر  را می خواهیم؛ یعنی باید  را محاسبه کنیم.

p(x)x −۲ ۱p(x)x −۲ ۱

x −۲ ۱ = ۰ ⇒ x =۲ ۱ ⇒ x = ۱ , −۱

p(۱) = ۰ , p(−۱) = ۰ (∗)

Q(x)x − ۲Q(۲)

Q(x) = p(x − ۱) + p(۱ − x)

x=۲
Q(۲) = p(۲ − ۱) + p(۱ − ۲) = p(۱) + p(−۱)

(∗)
Q(۲) = ۰ + ۰ = ۰
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راه حل تستی:

می توانیم از روش رد گزینه استفاده نما�م:

 غ.ق.ق  گزینه 2 حذف می شود.

 غ.ق.ق  گزینۀ (1) و (3) حذف می شوند.

راه حل تشریحی:

ازطرفی چون  است، پس گزینۀ 4 قابل قبول است.

⇐ x = ۰⇐

⇐ x = ۱⇐

 −
x۲
۲

 ≥
۲
۹

۰ ⇒  ≥
۲x۲

۴ − ۹x۲
۰ ⇒ ۴ − ۹x ≥۲ ۰  

x  =۰�
x ≤۲

  

۹
۴ x  =۰�

−  ≤
۳
۲

x ≤  

۳
۲

x  =� ۰
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برای به دست آوردن برد تابع  ابتدا باید ضابطۀ آن را تشکیل دهیم. 

، ازطرفی  نمی تواند برابر صفر باشد، زیرا مخرج کسر تعریف نمی شود، لذا: .  می دانیم 

gof

f(x) = x − [x] , g(x) =  ⇒ gof(x) = g(f(x)) =  

x
۱ − x

f(x)
۱ − f(x)

=  =  − ۱
x − [x]

۱ − x + [x]
x − [x]

۱

۰ ≤ x − x <[ ] ۱x − x[ ]

۰ < x − x < ۱ ⇒  > ۱ ⇒  − ۱ > ۰[ ]
x − x[ ]

۱
x − x[ ]

۱

⇒ (gof)(x) > ۰ ⇒ R  = ۰, +∞gof ( )
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، ضابطۀ تابع  را به دست می آوریم ( را بر حسب  به دست آورده و در نهایت جای  و با استفاده از ضابطۀ تابع 

 را عوض می کنیم). سپس معادلۀ  را حل کرده و مقدار  را محاسبه می کنیم.

f(x)f (x)−۱xyx

yf (g(a)) =−۱ ۶a

f(x) = ۲x − ۵ ⇒ y = ۲x − ۵ ⇒ y + ۵ = ۲x ⇒ x =  ⇒ f (x) =  

۲
y + ۵ −۱

۲
x + ۵

f (g(a)) = ۶ ⇒  = ۶ ⇒ g(a) + ۵ = ۱۲ ⇒ g(a) = ۷  a = ۴−۱

۲
g(a) + ۵ (۴,۷)∈g
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، ابتدا  و سپس  را حساب می کنیم. با توجه به ضابطۀ 

را محاسبه می کنیم: حالا 

f(x)f(−۱۴۴)f(f(−۱۴۴))

f(x) =  ⇒ f(−۱۴۴) =  x + ۲∣x∣ −۱۴۴ + ۲∣ − ۱۴۴∣

=  =  = ۱۲ ⇒ f(−۱۴۴) = ۱۲−۱۴۴ + ۲۸۸ ۱۴۴

f(۱۲)

f(f(−۱۴۴)) = f(۱۲) =  =۱۲ + ۲∣۱۲∣  =۱۲ + ۲۴  =۳۶ ۶

گزینه 2
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Dدامنۀ تابع gof از رابطۀ  به دست می آید.  =gof {x ∈ D  ∣f(x) ∈f D }g

f(x) =  ⇒
۱ − x۲
۱ + x۲

۱ − x =۲ ۰ ⇒ x =۲ ۱ ⇒ x = ±۱

⇒ D  =f R− ±۱{ }

g(x) =  ⇒x − x۲ x − x ≥۲ ۰ ⇒ x(۱ − x) ≥ ۰ ⇒ ۰ ≤ x ≤ ۱

⇒ D  =g [۰, ۱]

D  =gof {x ∈ R− {±۱}∣  ∈
۱ − x۲
۱ + x۲

[۰, ۱]}

۰ ≤  ≤
۱ − x۲

۱ + x۲
۱ ⇒    

⎩⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎧

 ≥ ۰ ⇒ ۱ − x > ۰ ⇒ x < ۱ ⇒ −۱ < x < ۱ (۱)
۱ − x۲

۱ + x۲
۲ ۲

 ≤ ۱ ⇒  − ۱ ≤ ۰ ⇒  ≤ ۰
۱ − x۲
۱ + x۲

۱ − x۲
۱ + x۲

۱ − x۲
۱ + x − ۱ + x۲ ۲

⇒  ≤ ۰ ⇒ ۱ − x < ۰ ⇒ x > ۱ ⇒ x ∈ (−∞, −۱) ∪ (۱, +∞) ∪ {۰} (۲)
۱ − x۲
۲x۲

۲ ۲

(۱) ∩ (۲) : x ∈ {۰}
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هر عبارت شامل قدر مطلق را می توان به ازای مقادیر بزرگ تر از ریشۀ قدر مطلق و مقادیر کوچک تر از آن به طور جداگانه بررسی

کرد.

روش اول:

منحنی مربوط به دو تابع  و  را رسم می کنیم. مجموعه جواب ناحیه ای است که نمودار تابع

 بالای نمودار تابع  قرار می گیرد. باتوجه به گام اول، ابتدا وضعیت قدر مطلق را مشخص

می کنیم، داریم:

همان طور که از روی نمودار مشخص است مجموعه جواب نامعادلۀ داده شده بازۀ  است و طول وسط آن  می شود.

روش دوم:

عبارت رادیکالی  روی بازۀ  تعریف شده و  ریشۀ عبارت درون قدر مطلق است، بنابراین مجموعه

جواب نامعادله را در دو حالت  و  به دست می آوریم:

در بازۀ  این رابطه همواره برقرار است؛ زیرا روی این بازه  و  است. به ازای  دو طرف

نامساوی مثبت است بنابراین می توان دو طرف را به توان دو رساند، پس داریم:

درمحدودۀ  نامعادلۀ  برقرار نیست پس جواب نامعادله را در محدودۀ 

،  است پس می توان دو طرف نامساوی را به بررسی می کنیم. باتوجه به اینکه به ازای 

y =  ۳x + ۴y = ۲∣x − ۱∣ − x

y =  ۳x + ۴y = ۲∣x − ۱∣ − x

y = ۲∣x − ۱∣ − x =  ⇒{
۲ x − ۱ − x ; x ≥ ۱( )
۲ −x + ۱ − x ; x < ۱( )

y =  {
x − ۲ ; x ≥ ۱

−۳x + ۲ ; x < ۱

(۰, ۷) 

۲
۷

 ۳x + ۴[−  , +∞)
۳
۴

x = ۱

x ≥ ۱ ≤
۳

−۴
x < ۱

x ≥ ۱ : ∣x − ۱∣ = x − ۱ ⇒  >۳x + ۴ ۲ x − ۱ −( ) x ⇒  >۳x + ۴ x − ۲

[۱, ۲)x − ۲ < ۰ >۳x + ۴ ۰x ≥ ۲

۳x + ۴ > x − ۲ ⇒ ۳x + ۴ > x − ۴x + ۴ ⇒ x − ۷x < ۰( )۲ ۲ ۲

⇒ x x − ۷ < ۰ ⇒ ۰ < x < ۷  ۱ ≤ x < ۷ I( )
x≥۱

( )

x < ۱ : ∣x − ۱∣ = − x − ۱ = −x + ۱ ⇒  > ۲ −x + ۱ − x( ) ۳x + ۴ ( )

⇒  > −۲x + ۲ − x ⇒  > −۳x + ۲۳x + ۴ ۳x + ۴

−  ≤
۳
۴

x ≤ ۰ >۳x + ۴ −۳x + ۲۰ < x < ۱

۰ < x < ۱   >∣
∣ ۳x + ۴∣

∣ −۳x + ۲∣ ∣
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توان دو رساند:

، بازۀ  می شود که طول وسط این بازه برابر  است. اجتماع دو بازۀ  و 

۳x + ۴ > ۲ − ۳x ⇒ ۳x + ۴ > ۹x − ۱۲x + ۴ ⇒ ۹x − ۱۵x < ۰( )۲ ۲ ۲

⇒ ۳x ۳x − ۵ < ۰ ⇒ ۰ < x <   ۰ < x < ۱ II( )
۳
۵ ۰<x<۱

( )

I( )II( )۰ < x < ۷ 

۲
۷
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اول نمودار تابع  را در بازۀ  رسم می کنیم.

برای به دست آوردن نمودار تابع  از روی نمودار تابع  در بازۀ  خطوطی به موازات محور  ها رسم

کرده و قسمت هایی از نمودار که بین دو خط متوالی  و  قرار می گیرند را بر روی خط 

تصویر می کنیم. درنهایت نقاط تلاقی خط و نمودار توپر خواهد شد.

با توجه به شکل، نمودار تابع  در بازۀ  از هفت پاره خط تشکیل شده است.

y = x۲(−۲ , ۲)

y = [x ]۲y = x۲(−۲ , ۲)x

y = k(k ∈ Z) y = k + ۱y = k

y = [x ]۲x ∈ (−۲ , ۲)
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حال باید طول نقطۀ تلاقی این دو منحنی را به  دست آوریم؛ پس داریم:

f(x) = (x − ۱)  −(−x − ۱) = −(x + ۱)۲ قرینه نسبت به مبدأ ۲ ۲

 −(x + ۱) + ۴
واحد به بالا ۴ ۲

(x − ۱) = −(x + ۱) + ۴ ⇒ x − ۲x + ۱ = −(x + ۲x + ۱) + ۴۲ ۲ ۲ ۲

⇒ ۲x = ۲ ⇒ x = ±۱۲
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وقتی دامنه تعریف تابع  از ما خواسته شده است، پس ابتدا باید ضابطۀ  را از روی تابع  تشکیل دهیم. تابع

داده شده یک تابع رادیکالی با فرجۀ زوج است، پس عبارت زیر رادیکال باید نامنفی باشد.

f(−x)f(−x)f(x)

تشکیل ضابطۀ  و تع�ن دامنه تعریف آن:

، به صورت  در می آید. با توجه به بازۀ اولیه دامنه تعریف تابع 

f(−x)

f(x) =  ⇒ f(−x) =  =  x + ∣x + ۲∣ −x + ∣ − x + ۲∣ ∣ − x + ۲∣ − x

∣ − x + ۲∣ − x ≥ ۰

⇒    

⎩⎪
⎨
⎪⎧x > ۲ : −x + ۲ < ۰ ⇒ ∣ − x + ۲∣ − x ≥ ۰ ⇒ x − ۲ − x ≥ ۰ ⇒ −۲ ≥ ۰ غ.ق.ق

x ≤ ۲ : −x + ۲ ≥ ۰ ⇒ ∣ − x + ۲∣ − x ≥ ۰ ⇒ −x + ۲ − x ≥ ۰ ⇒ −۲x + ۲ ≥ ۰
⇒ ۲x ≤ ۲ ⇒ x ≤ ۱

f(−x)x ≤ ۱

گزینه 2 133

شرط تابع بودن یک رابطه این است که هیچ دو زوج مرتب متمایزی نباید مؤلفۀ اول برابر داشته باشند و اگر مؤلفۀ اول آن ها باهم

برابر بود مؤلفه های دوم هم باهم برابر باشند.

مقادیر به دست آمده برای  را بررسی می کنیم تا مطمئن شویم رابطه به تابع تبدیل شده است. 

به ازای  دو زوج مرتب  و  در رابطه وجود دارد، پس تابع نیست.

شرایط تابع بودن برقرار است، پس  تنها مقدار قابل قبول برای  است.

A = {(۳, m ), (۲, ۱), (−۳, m), (−۲, m), (۳, m + ۲), (m, ۴)}۲

(۳, m ), (۳, m + ۲) ∈ A  m = m + ۲ ⇒ m − m − ۲ = ۰۲ شرط تابع  بودن ۲ ۲

⇒ (m − ۲)(m + ۱) = ۰ ⇒  {
m = ۲

m = −۱

m

m = ۲ ⇒ A = {(۳, ۴), (۲, ۱), (−۳, ۲), (−۲, ۲), (۳, ۴), (۲, ۴)}

m = ۲(۲, ۱)(۲, ۴)

m = −۱ ⇒ A = {(۳, ۱), (۲, ۱), (−۳, −۱), (−۲, −۱), (۳, ۱), (−۱, ۴)}

m = −۱m
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گزینه 2 134

حال هریک از معادلات بالا را حل می کنیم:

، محور xها را در نقاطی به طول 9 و  قطع می کند. بنابراین نمودار تابع 

f(۶) = f(−  ) =
۴
۱

۰

f(g(x)) = ۰ ⇒  ⇒{
g(x) = ۶

g(x) = −  

۴
۱

   

⎩
⎨
⎧x −  = ۶x

x −  = −  x
۴
۱

x −  − ۶ = ۰  t − t − ۶ = ۰ ⇒ (t − ۳)(t + ۲) = ۰  t = ۳  x = ۹x
t=  >۰x ۲ t>۰ x=t۲

x −  +  = ۰  t − t +  = ۰ ⇒ (t −  ) = ۰ ⇒ t =   x =  x
۴
۱ t=  >۰x ۲

۴
۱

۲
۱ ۲

۲
۱ x=t۲

۴
۱

fog 

۴
۱

گزینه 3 135

 وارون تابع  است، بنابراین:

بنابراین داریم:

g(x)f(x)

g(x) = f (x)−۱

g(۶) = f (۶) =−۱ a ⇒ f(a) = ۶ ⇒ a +  =a ۶ ⇒ a +  −a ۶ = ۰

⇒ (  −a ۲)(  +a ۳) = ۰ ⇒   ⇒{
 = ۲ ⇒ a = ۴a

 = −۳ aغ ق ق
g(۶) = ۴

g(۱۲) = f (۱۲) =−۱ b ⇒ f(b) = ۱۲ ⇒ b +  =b ۱۲ ⇒ b +  −b ۱۲ = ۰

⇒ (  +b ۴)(  −b ۳) = ۰ ⇒   ⇒{
 = −۴ bغ ق ق

 = ۳ ⇒ b = ۹b
g(۱۲) = ۹

g(۶) + g(۱۲) = ۴ + ۹ = ۱۳
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مبحثدرس

نام و نام خانوادگی

تعداد اعداد چهاررقمی با ارقام غیرتکراری که شامل رقم 5 باشند، کدام است؟1

1792 (2 1848 (1

1658 (4 1748 (3

از کشور 1399 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

به چند طریق می توان 5 کتاب متمایز را بین 3 نفر توزیع کرد، به شرط آنکه هر نفر حداقل یک کتاب، دریافت کند؟2

125 (2 105 (1

150 (4 135 (3

از کشور 1399 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

تعداد اعداد طبیعی چهاررقمی بخش پذیر بر 5، با ارقام غیرتکراری، کدام است؟3

952 (2 948 (1

972 (4 968 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1399

به چند طریق می توان 5 نفر از 9 دوست صمیمی خود را به مهمانی دعوت کرد، به طوری که دو نفر آنان، نخواهند باهم در مهمانی4

شرکت کنند؟

87 (2 84 (1

95 (4 91 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1399

SYتعداد جایگشت های حروف کلمۀ  به طوری که  ها کنار هم نباشند کدام است؟5 STEMS

216 (2 180 (1

360 (4 240 (3

از کشور 1392 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 
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= اگر  ، مقدار  کدام است؟6
C n − ۱, ۴( )

P n, ۴( )
۲۶n

53 (2 52 (1

55 (4 54 (3

از کشور 1384 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

در یک همایش 5 نفر جهت سخنرانی ثبت نام کرده اند. چند طریق ترتیب سخنرانی برای آنان وجود دارد، به طوری که بین7

abسخنرانی دو نفر موردنظر  و  از آنان فقط یک نفر سخنرانی کند؟

24 (2 20 (1

40 (4 36 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1387

با جابه جایی ارقام عدد 576222 چند عدد شش رقمی می توان تشکیل داد به طوری که رقم های 2 ، یک درمیان قرار بگیرند؟8

12 (2 9 (1

24 (4 18 (3

از کشور 1389 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

از ده پرسش موجود، به چند طریق می توان 8 پرسش را جهت پاسخگویی انتخاب کرد به شرط آن که حداقل 4 پرسش از 95

پرسش اول انتخاب شود؟

32 (2 25 (1

35 (4 30 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1389

با ارقام 9 و 7 و 5 و 3 و 1 چند عدد سه رقمی با شرط " رقم یکان < رقم دهگان < رقم صدگان" می توان نوشت؟10

9 (2 8 (1

12 (4 10 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1391

حروف کلمۀ  را با جایگشت های مختلف کنار هم قرار می دهیم. در چند حالت حروف یکسان کنار هم قرار11

می گیرند؟

LAGRAN GE

540 (2 360 (1

1440 (4 720 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1384
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گل  فروشی از 8 نوع گل مختلف، به چند طریق می تواند دسته  گل های متمایز درست کند، به طوری که در هر دسته 4 یا 5 یا 126

شاخۀ مختلف موجود باشد؟

140 (2 126 (1

168 (4 154 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1398

از هریک از 8 مدرسۀ  علاقمند، 6 نفر برای بازی تنیس چهار نفری (2 نفر در مقابل 2 نفر) انتخاب شده اند. به چند طریق این بازی13

ممکن است انجام شود به طوری که هر دو نفر همیار هم، از یک مدرسه باشند؟  ( بازی بین مدارس مختلف انجام می شود)

5400 (2 4200 (1

6300 (4 5600 (3

از کشور 1392 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

از هریک از 6 منطقۀ کشوری 15 دانش آموز به یک اردوگاه فرهنگی دعوت شده اند. به چند طریق می توان 3 دانش آموز از بین14

آن ها که دو به دو غیر هم منطقه ای هستند انتخاب نمود؟

67500 (2 57600 (1

76500 (4 75600 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1392

چند عدد چهاررقمی با ارقام متمایز و فرد، بزرگ تر از 3000 وجود دارد؟15

84 (2 72 (1

108 (4 96 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1390

قلمچی علوم تجربی دوازدهم آزمون شماره 1 تابستان 1398

،  و  چهار نفر به اردوگاه دانش آموزی دعوت شده اند. به چند طریق می توان سه دانش آموز که16  ،  ، از هریک از مدارس 

دوبه دو غیر هم مدرسه باشند، انتخاب کرد؟

ABCDE

320 (2 160 (1

640 (4 480 (3

قلمچی علوم تجربی چهارم آزمون شماره 1 1395

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1392

از هر 5 مدرسۀ نمونه، 4 نفر در اردویی شرکت دارند. به چند طریق می توان از بین آنان 3 نفر انتخاب کرد، به طوری که هیچ دو نفر17

انتخاب شده از یک مدرسه نباشند؟

270 (2 135 (1

640 (4 320 (3

از کشور 1398 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 
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,۱با ارقام متمایز  به چند طریق می توان یک عدد چهاررقمی ساخت، به طوری که فقط یکی از ارقام آن زوج باشد؟18 ۲, ۳, ۴, ..., ۹

720 (2 640 (1

960 (4 780 (3

از کشور 1394 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

با ارقام 9 و ... و 3 و 2 و 1 به چند طریق می توان یک عدد پنج رقمی ساخت به طوری که درست دو رقم آن زوج باشد؟19

7200 (2 6400 (1

9600 (4 8400 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1394

از بین 5 دانش آموز تجربی و 3 دانش آموز ریاضی، به چند طریق می توان 3 نفر را برای کار در آزمایشگاه انتخاب کرد به طوری که20

لااقل 2 نفر از آن ها دانش آموز تجربی باشند؟

30 (2 25 (1

40 (4 35 (3

از کشور 1390 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 
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مبحثدرس

گزینه 1 1

رقم 5 می تواند در جایگاه های هزارگان، صدگان، دهگان یا یکان باشد.

اگر رقم 5 در جایگاه هزارگان باشد:

اگر رقم 5 در یکی از جایگاه های صدگان، دهگان یا یکان باشد:

پس تعداد حالات ممکن برابر است با:

   :

باشد ۵

 

↓
 ۱ ۹ ۸ ۷ ۹ × ۸ × ۷ = ۵۰۴

 :

باشد

 

صفر نباید

 

↓
 ۸   

داشته باشد

 

۵ یک

 

↓

    

۱×۸×۷
۸ × ۱ × ۸ × ۷ × ۳ = ۱۳۴۴

۱۳۴۴ + ۵۰۴ = ۱۸۴۸

گزینه 4 2

برای توزیع کتاب دو حالت زیر را داریم:

1) یک نفر فقط یک کتاب دریافت کند و دو نفر دیگر هرکدام دو کتاب داشته باشند:

ابتدا دو نفر از سه نفر را انتخاب می کنیم و به هرکدام دو کتاب می دهیم. سپس یک کتاب باقی مانده را به نفر سوم می دهیم.

یک کتاب دو کتاب دو کتاب

2) یک نفر سه کتاب دریافت کند و دو نفر دیگر هرکدام یک کتاب داشته باشند:

ابتدا دو نفر را انتخاب می کنیم و به هرکدام یک کتاب می دهیم. سپس سه کتاب باقی مانده را به نفر سوم می دهیم.

یک کتاب یک کتاب سه کتاب

در انتها تعداد حالت های به دست آمده را باهم جمع می کنیم:

   =(
۳
۲) (

۵
۲) (

۳
۲) (

۱
۱) ۳ ×  ×

۲!۳!
۵!

۳ × ۱ = ۹۰

   =(
۳
۲) (

۵
۱ ) (

۴
۱ ) (

۳
۳) ۳ × ۵ × ۴ × ۱ = ۶۰

۹۰ + ۶۰ = ۱۵۰

پاسخنامه ترکیبیاتریاضی | آقای کنکور
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گزینه 2 3

برای اینکه عددی بر 5 بخش پذیر باشد، رقم یکان آن باید 0 یا 5 باشد؛ پس مسئله را در دو حالت زیر بررسی می کنیم:

حالت اول: اگر رقم یکان صفر باشد:

حالت دوم: اگر رقم یکان 5 باشد:

پس تعداد کل حالات  است.

   :

باشد

 

صفر نباید

 

↓
 ۹ ۸ ۷

صفر باشد

 

↓
 ۱ ۹ × ۸ × ۷ = ۷۲ × ۷ = ۵۰۴

   :

باشد

 

صفر نباید

 

↓
 ۸ ۸ ۷

باشد ۵

 

↓
 ۱ ۸ × ۸ × ۷ = ۶۴ × ۷ = ۴۴۸

۵۰۴ + ۴۴۸ = ۹۵۲

گزینه 3 4

برای اینکه دو نفر مشخص باهم در مهمانی نباشند دو حالت زیر را داریم:

1) از آن دو نفر فقط یکی در مهمانی باشد.

2) هیچ کدام از آن دو نفر در مهمانی نباشند.

بنابراین داریم:

+

حالت اول 

  (
۲
۱) (

۷
۴)  =

حالت دوم 

   (
۲
۰) (

۷
۵) ۲ ×  +

۴!۳!
۷!

۱ ×  

۵!۲!
۷!

۲ ×  +
 ۶

۷ ×  × ۵۶
 =

 ۲
۷ ×  ۶۳

۷۰ + ۲۱ = ۹۱

 

نفر  ۲

◯◯

نفر  ۷

 ◯ ◯ ◯ ◯ ◯ ◯ ◯

گزینه 3

گام اول

گام دوم

5

الف) در این تست یک کلمۀ 6حرفی با دو حرف تکراری داریم پس تعداد کل کلمه ها برابر  می شود.

ها کنار هم باشند را در نظر می گیریم، سپس آن را از تعداد کل حالت ها کم ها کنار هم نباشند. برای راحتی کار ابتدا حالت هایی که  ب) می خواهیم 

می کنیم.

 

۲!
۶!

SS

تعداد کل کلمات =  =
۲!
۶!

 =
۲

۷۲۰
۳۶۰

کنار هم باشند S تعداد کلماتی که دو حرف :  Y TEM ⇒ SS ۵! = ۱۲۰

کنار هم نباشند S تعداد کلماتی که دو حرف = ۳۶۰ − ۱۲۰ = ۲۴۰
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گزینه 1 6

در حل تست به دو نکتۀ زیر توجه کنید.

الف)  یعنی تبدیل  شئ از میان  شئ که از رابطۀ  محاسبه می شود.

ب)  یا  یعنی ترکیب  شئ از بین  شئ که از رابطه ی  به دست می آید.

 و  را جایگذاری کرده و مقدار  را به دست می آوریم:

P n, r( )rnP n, r =( )  

n − r !( )
n!

C n, r( ) (
n
r
)rnC n, r =( )  

r! n − r !( )
n!

P n, ۴( )C n − ۱, ۴( )n

 =  =  

C n − ۱, ۴( )
P n, ۴( )

n − ۱ − ۴ ! × ۴!( )
n − ۱ !( )

 

n − ۴ !( )
n!

 

n − ۵ ! × ۴!( )
n − ۱ !( )

 

n − ۴ !( )
n!

=  =  = ۲۶
n − ۴ ! × n − ۱ !( ) ( )

n! × n − ۵ ! × ۴!( )
n − ۴ × n − ۵ ! × n − ۱ !( ) ( ) ( )

n × n − ۱ ! × n − ۵ ! × ۲۴( ) ( )

⇒  = ۲۶ ⇒ ۲۴n = ۲۶n − ۱۰۴ ⇒ ۲n = ۱۰۴ ⇒ n = ۵۲
n − ۴
۲۴n

گزینه 3

گام اول

گام دوم

7

الف) 5 نفر برای سخنرانی ثبت نام کرده اند. دو نفر  و  را جدا کرده ایم. اگر قرار باشد بین دو نفر  و  فقط یک نفر سخنرانی کند، باید از 3 نفر باقی مانده

یک نفر انتخاب شود و بین این دو نفر قرار گیرد، یعنی انتخاب یک نفر از 3 نفر باقی مانده.

، پس در محاسبۀ تعداد حالت های ممکن باید جابه جایی این دو نفر را ب) در صورت تست اشاره نشده است که ابتدا شخص  سخنرانی می کند یا شخص 

.( هم درنظر بگیریم (پس  حالت برای جابه جایی  و 

ج) حالا  و  و فردی که بین آن ها قرار می گیرد را یک نفر فرض می کنیم که با دو نفر باقی مانده می توانند جابه جا شوند (  حالت داریم).

abab

ab

۲!ab

ab۳!

تعداد کل حالت ها =  × ×  = ۳ × ۲ × ۶ = ۳۶

a,b انتخاب یک نفر بین 

  (
۳
۱ ) ۲!

a,b جابجایی 

 دیگر ۲نفر جابجایی ترکیب ۳ نفر با 

 ۳!

گزینه 2

گام اول

گام دوم

8

سه رقم 2 و سه رقم غیر 2 داریم (6 و 7 و 5). اگر قرار باشد این ارقام به صورت یک درمیان کنار هم قرار بگیرند، دو حالت وجود دارد:

حالت اول این  است که عدد شش رقمی ما با رقم 2 شروع شود و حالت دوم این که عدد شش رقمی ما با رقم 2 تمام شود. در هرکدام از حالت ها سه رقم باقی

!۳مانده یعنی 6 و 7 و 5 می توانند به حالت در جاهای خالی قرار گیرند.

پس در مجموع 12 عدد داریم که در آن ارقام 2 به صورت یک درمیان قرار گرفته باشند.

حالت اول :  ۲ ◯ ۲ ◯ ۲◯

۵ و ۶ و۷در سه دایره باقی مانده : تعداد حالت ها  = ۳ × ۲ × ۱ = ۶

حالت دوم :  ◯۲ ◯ ۲ ◯ ۲
۵ و ۶ و ۷در سه دایره باقی مانده :  

تعداد حالت ها = ۳ × ۲ × ۱ = ۶
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گزینه 4

گام اول

گام دوم

9

به کلمۀ "حداقل" در صورت تست خیلی توجه کنید. چون گفته شده حداقل 4 پرسش از 5 پرسش اول پاسخ داده شود، یعنی 4 تا یا بیشتر. پس دو حالت

می تواند رخ دهد:

یک حالت این است که از 5 پرسش اول به 4 پرسش و از 5 پرسش دوم هم به 4 پرسش پاسخ داده شود. حالت دوم این است که از 5 پرسش اول، به هر 5

پرسش و از 5 پرسش دوم به 3 پرسش پاسخ داده شود.

تعداد حالت های پاسخگویی =  +  

از۵پرسش اول۴پرسش و از۵پرسش دوم۴پرسش

  ×  (
۵
۴) (

۵
۴)

۳پرسش هر۵پرسش اول و از۵پرسش دوم 

  ×  (
۵
۵) (

۵
۳)

= (۵ × ۵) + (۱ × ۱۰) = ۲۵ + ۱۰ = ۳۵

گزینه 3

گام اول

گام دوم

10

رقم صدگان باید از ارقام یکان و دهگان بزرگ تر باشد. پس ما نمی توانیم دو رقم 1 و 3 را در جایگاه صدگان به کار ببریم. برای هریک از ارقام 5 و 7 و 9 که در

جایگاه صدگان قرار می گیرند، حالت های موردنظر را به دست می آوریم.

راه حل دوم: ابتدا سه رقم متمایز از بین این 5 رقم انتخاب می کنیم که به  حالت امکان پذیر است. واضح است که با هر سه رقم متمایز، فقط یک

عدد سه رقمی با شرط داده شده می توان نوشت، پس تعداد اعداد موردنظر 10تا است. 

۱) رقم صدگان ۵ : ۵۳۱ ⇒ یک حالت 
۲) رقم صدگان ۷ : ۷۵۳, ۷۵۱, ۷۳۱ ⇒ سه حالت 
۳) رقم صدگان ۹ : ۹۷۵, ۹۷۳, ۹۷۱, ۹۵۳, ۹۵۱, ۹۳۱ ⇒ شش حالت

تعداد کل حالت ها  : ۱ + ۳ + ۶ = ۱۰

=(
۵
۳) ۱۰

گزینه 3

گام اول

گام دوم

11

الف) در این کلمه دو حرف یکسان  و دو حرف یکسان  مشاهده می شود. این حروف یکسان باید کنار هم باشند.

ب) با قرار دادن حروف یکسان در کنار هم 6 حرف متمایز داریم. تعداد حالت های قرارگیری این 6 حرف را در کنار هم حساب می کنیم.

ج) دقت کنید دو حرف یکسان در کنار هم فقط به یک حالت می توانند قرار بگیرند و دیگر بین آن ها جابجایی نخواهیم داشت.

AG

حروف ما به این صورت در می آیند :

L   RN E AA  GG

تعداد حالت ها = ۶! = ۷۲۰
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گزینه 3 12

تعداد انتخاب ها به صورت زیر است:

+(
۸
۴)   +(

۸
۵)   =(

۸
۶)  +

۴!۴!
۸!

 +
۵!۳!
۸!

 

۶!۲!
۸!

=  +
۴ × ۳ × ۲ × ۱
۸ × ۷ × ۶ × ۵

 +
۶

۸ × ۷ × ۶
 =

۲
۸ × ۷

۷۰ + ۵۶ + ۲۸ = ۱۵۴

گزینه 4

گام اول

گام دوم

13

الف) بازی بین مدارس مختلف انجام می شود پس برای یک بازی 2 نفر در مقابل 2 نفر، باید از بین 8 مدرسه دو مدرسه، انتخاب شود.

)ب) هر مدرسه 6 دانش آموز برای بازی تنیس دارد. از بین این 6 نفر باید 2 نفر برای بازی انتخاب شود، یعنی برای هریک از مدارس  انتخاب داریم.
۶
۲)

تعداد کل حالت ها =  ×  ×  = ۲۸ × ۱۵ × ۱۵ = ۶۳۰۰

انتخاب ۲مدرسه از ۸مدرسه

  (
۸
۲)   (

۶
۲)

انتخاب ۲دانش آموز از مدرسه اول

انتخاب ۲دانش آموز از مدرسه دوم

  (
۶
۲)

گزینه 2

گام اول

گام دوم

14

الف) دانش آموزان باید دو به دو غیر هم منطقه ای باشند. بنابراین برای داشتن 3 دانش آموز باید 3 منطقه از بین 6 منطقۀ کشوری انتخاب شود تا مطمئن باشیم

دو دانش آموز هم منطقه ای نداریم.

ب) هر منطقه 15 دانش آموز دارد که هرکدام از این 15 دانش آموز می توانند انتخاب شوند.

تعداد کل حالت ها =  ×  = ۲۰ × ۱۵ × ۱۵ × ۱۵ = ۶۷۵۰۰

انتخاب۳منطقه ازبین ۶منطقه

  (
۶
۳)

۳منطقه می توانند دعوت شوند هرکدام از ۱۵دانش آموز این 

  ×  ×  (
۱۵
۱ ) (

۱۵
۱ ) (

۱۵
۱ )

گزینه 3

گام اول

گام دوم

15

 

الف) عدد موردنظر ما چهار رقم دارد.

ب) ارقام به کار رفته در عدد باید متمایز باشند یعنی رقم تکراری نداشته باشیم.

ج) فقط باید از ارقام فرد 1 و 3 و 5 و 7 و 9 استفاده کنیم.

د) این عدد چهاررقمی باید بزرگ تر از 3000 باشد یعنی در جایگاه هزارگان نمی شود از رقم 1 استفاده کرد.

پس تعداد ارقام چهار رقمی با ارقام متمایز و فرد بزرگ تر از 3000 برابر است با:

       

۴
↓

یک رقم از بین ۵،۷،۹و۳

× ۴
↓

رقم۱به ارقام موجود اضافه می شود

× ۳ × ۲ = ۹۶
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گزینه 4 16

،  و  سه تا را انتخاب می کنیم، این کار به  حالت امکان پذیر است. حال از هرکدام از این سه مدرسۀ انتخابی،  ،  ، ابتدا از میان پنج مدرسۀ 

باید فقط یک نفر را انتخاب کنیم. چون از هر مدرسه چهار نفر به اردوگاه دعوت شده اند؛ پس برای انتخاب یک نفر از هرکدام از سه مدرسه، چهار حالت

امکان پذیر است. یعنی با مشخص بودن مدارس،  حالت برای انتخاب دانش آموزان وجود دارد.

ABCDE(
۵
۳)

۴ × ۴ × ۴ = ۴۳

×(
۵
۳) ۴ =۳ ۱۰ × ۶۴ = ۶۴۰

گزینه 4 17

)اول 3تا از مدرسه ها را به  طریق انتخاب می کنیم. بعد از هر مدرسه 1 نفر برمی داریم.
۵
۳)

   =(
۵
۳) (

۴
۱ ) (

۴
۱ ) (

۴
۱ ) ۱۰ × ۴ × ۴ × ۴ = ۶۴۰

گزینه 4 18

×

↓
۲, ۴, ۶, ۸ انتخاب یک رقم از بین

  (
۴
۱ )  ×  (

۵
۳)

 

۱, ۳, ۵, ۷, ۹ انتخاب سه رقم از بین
↑

 =
 

↓
۴رقم در کنار هم جایگشت

۴! ۴ × ۱۰ × ۲۴ = ۹۶۰

گزینه 2

گام اول

گام دوم

19

الف) عدد ما پنج رقمی است پس به پنج رقم از بین نه رقم موجود نیاز داریم.

ب) در صورت تست گفته شده درست دو رقم زوج باشد یعنی برای تشکیل این عدد پنج رقمی، باید دو رقم از بین چهار رقم زوج و سه رقم از بین پنج رقم فرد

انتخاب کنیم.

تعداد اعداد پنج رقمی با دو رقم زوج  =  ×  ×  = ۶ × ۱۰ × ۱۲۰ = ۷۲۰۰

دورقم از بین ارقام۴،۶،۸و۲

  (
۴
۲)

سه رقم از بین ارقام ۳،۵،۷،۹و۱

  (
۵
۳)

حالت های مختلف قرار گرفتن ارقام 

 ۵!

گزینه 4

گام اول

گام دوم

20

دقت کنید که گفته شده حداقل 2 نفر از بین 3 نفر انتخاب شده، باید از رشتۀ تجربی باشند. دو حالت ممکن است رخ دهد: حالت اول این که 2 نفر تجربی و

یک نفر ریاضی باشند و حالت دوم این که هرسه نفر تجربی باشند.

تعداد حالت های انتخاب دانش آموزها با شرط انتخاب حداقل 2 دانش آموز تجربی برابراست با:

 +  = ۱۰ × ۳ + ۱۰ = ۳۰ + ۱۰ = ۴۰

دو دانش آموز تجربی و یک دانش آموز ریاضی 

  ×  (
۵
۲) (

۳
۱ )

هر سه تجربی 

  (
۵
۳) ( )
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مبحثدرس

نام و نام خانوادگی

در ظرفی 100 لیتر محلول قرار دارد. هر روز 4 لیتر از محلول را برداشته و به  جای آن آب خالص اضافه می کنیم. پس از چند روز1

 غلظت آن  غلظت اوّلیه می شود؟ 

۳
۱

(log ۲ = ۰/۳ , log ۳ = ۰/۴۸)

24 (2 20 (1

32 (4 30 (3

از کشور 1399 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

2
، کدام است؟ f(x)شکل زیر، نمودار تابع با ضابطۀ  است.  = −۹ + (  )

۳
۱ ax+b

f(۲)

234 (1

108 (2

72 (3

18 (4

از کشور 1399 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

3

، کدام است؟ f(x)تابع با ضابطۀ  را در نظر بگیرید.  =  

۲

۲ − (  )x

۲
۱ x

f (۲)−۱

(2 (1

(4 (3

log۲
(−۱+ )۵log۲

(۱+ )۵

log۲
(۲+ )۵log۲

(۳+ )۵

از کشور 1399 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، کدام است؟4 logاگر  باشد، آنگاه   =
 ۳

۲
 

۸
۵

log  ۱۸
۸

(2 (1

(4 (3

 

۲۲
۱۵

 

۷
۵

 

۱۱
۸

 

۴
۳

از کشور 1399 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

توابع نمایی و لگاریتمریاضی | کانال آقای کنکور
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مقدار 24 گرم از عنصری موجود است. اگر عنصر موردنظر در هر مدت زمان 30 روزه،  جرم باقی مانده را ازدست بدهد، پس از5

چند روز 8 گرم از آن عنصر، باقی می ماند؟ 

 

۱۰
۱

(log ۳ = ۰/۴۸)

300 (2 360 (1

240 (4 270 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1399

، کدام است؟6 logاگر  باشد، مقدار   =۴
۳ ۰/۸log  ۱۲

۶

(2 (1

(4 (3

 

۱۸
۱۳

 

۱۱
۸

 

۴
۳

 

۹
۷

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1399

f(x)شکل زیر، نمودار تابع با ضابطۀ  است.  کدام است؟ 7 = −۴ + ۲ax+bf(−  )
۳
۵

54 (1

60 (2

48 (3

28 (4

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1399

، مقدار لگاریتم  در پایۀ 4، کدام است؟8 log(xاز معادله لگاریتمی  −۲ x − ۶) − log(x − ۳) = log(۲x − ۵) 

۳ x + ۱

(2 (1

(4 (3

 

۳
۱

 

۲
۱

 

۳
۲۱

از کشور 1395 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

fgدو تابع  و  مفروض اند، در کدام گزینه دو تابع مساوی اند؟9

 و 
(2 1) و 

4) و  3) و 

g(x) = log x۲f(x) = ۲ log x
g(x) = ۱f(x) =  

x∣ ∣
 x۲

g(x) = xf(x) = (  )x ۲
g(x) =  

x
x∣ ∣

f(x) =  

x∣ ∣
x

از کشور 1389 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 
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10
، عدد  کدام است؟ )= اگر 

۲  ۸

۴  ۳۲
)

۲

۲AA

16 (2 8 (1

(4 (3۸ ۲۱۲ ۲

از کشور 1384 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

11
، به کدام صورت است؟ f(x)اگر  باشد، دامنۀ تابع  = ۲xy =  f(  ) − f(x)

x
۱

(2 (1

(4 (3

R − (−۱, ۱)[−۱, ۰) ∪ (۰, ۱]

[−۱, ۰) ∪ [۱, +∞)(−∞, −۱] ∪ (۰, ۱]

از کشور 1393 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، کوچک ترین عدد  با دو رقم اعشاری کدام است؟12 ۲اگر  و  <−x ۰/۰۰۰۰۰۱log ۲ = ۰/۳۰۱x

(2 (1

(4 (3

۱۹/۸۹۱۹/۹۱

۱۹/۹۴۱۹/۹۷

از کشور 1384 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، نمودار تابع  را در دو نقطه به طول های 1 و 2 قطع می کند.13 نمودار یک تابع به صورت 

 کدام است؟

f x =( ) −۲ + (  )
۲
۱ Ax+By = x −۲ x

f ۳( )

4 (2 3 (1

6 (4 5 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1398

شکل زیر، نمودار تابع  است.  کدام است؟14

 

y = log۲
U(x)U x( )

(1

(2

(3

(4

x + ۱

x + ۱( )−۱

x − ۱

۱ − x

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1398
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۰/۴اگر  باشد،    کدام است؟15 =( )۲x−۱ (  )
۸

۱۲۵ x۲
log  ۸

(۹x+۱)

(2 (1

(4 (3

 

۳
۲

 

۴
۳

 

۳
۴

 

۲
۳

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1398

16
. مقدار  کدام است؟ ، داریم  و  f(x)در تابع با ضابطۀ  = a.b ; b >x ۰f(۰) =  

۲
۳

f(−۲) =  

۳۲
۳

f  (
۲
۳

)

8 (2 6 (1

24 (4 12 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1391

f(x)تابع  فقط برای مقادیر  بامعنی است. اگر  باشد، آن گاه  کدام است؟17 = log۳
(ax+b)x ∈ (−  , +∞)

۲
۱

f(۴) = ۲f(−  )
۹
۴

(2 (1

(4 (3

−۲−۱

 

۲
۱۱

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1394

، کدام است؟18 yفاصلۀ نقطۀ تلاقی دو منحنی به معادلات  و  از نقطۀ  = ۲xy = (  ) +۲
x+۱

۴A(۰, ۴)

3 (2 2 (1

5 (4 4 (3

از کشور 1393 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

19
، از دو نقطۀ  و  بگذرد،  کدام است؟ f(x)اگر نمودار تابع  = a(b) −x ۱A −  ,  (

۲
۱

۲
۱

)B(۱, ۱۱)f(−۱)

(2 (1

(4 (3

−  

۴
۳

−  

۲
۱

−  

۴
۱

 

۴
۳

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1393

، در دو نقطه به طول های 2 و 4 متقاطع هستند. مقدار20 نمودار تابع با ضابطه  و خط به معادلۀ 

، کدام است؟

f(x) = A(۲)Bx۴y = ۵x

f (۱۰)−۱

5 (2 3 (1

8 (4 6 (3

از کشور 1395 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 
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f(x)تابع با ضابطۀ  از دو نقطۀ  و  می گذرد.  کدام است؟21 = a + log۲
(bx−۴)(۲, ۶)(۱۲, ۱۰)a

4 (2 3 (1

6 (4 5 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1396

logاگر  آنگاه  کدام است؟22  =b
a

 

۲
۳

log  

 b
ab۲

5 (2 4 (1

7 (4 6 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1381

، مقدار  کدام است؟23 ۳از دو معادلۀ دومجهولی  و  =۲x+y ۹ × ۳x−ylog(x + ۲y) = ۱ + log yx

(2 (1

(4 (3

۱/۲۱/۴

۱/۵۱/۶

از کشور 1396 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، نمودار تابع  را در دو نقطه به طول های 1 و 3 قطع می کند. عرض نقطۀ24 نمودار یک تابع به صورت 

ها، کدام است؟ تلاقی تابع  با محور 

f x =( ) ۳Ax+By = x۲

fy

(2 (1

(4 (3

 

۲۷
۱

 

۹
۱

 

۳
۱۳

از کشور 1398 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

logاگر  باشد، لگاریتم عدد  در پایۀ 8 کدام است؟25  +
x
۲

log(x + ۱) = ۱x

(2 (1

(4 (3

−  

۳
۲

−  

۲
۱

 

۳
۱

 

۳
۲

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1383

 a۳اگر لگاریتم  در پایۀ  برابر  باشد، آنگاه لگاریتم  در پایۀ 8 کدام است؟26

۳
۴

(a +۳ ۷)

(2 (1

(4 (3

 

۳
۲

 

۳
۴

۲
 

۲
۳

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1387
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، مقدار لگاریتم  در پایۀ 2 کدام است؟27 logاز تساوی   =x
(x +۴)۲

۱ + logx
۵x

(2 (1

(4 (3

−۱
 

۲
۱

 

۲
۳۲

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1393

، مقدار  کدام است؟28 log(yاز دو معادلۀ  و  + ۲) = ۱log(y − x) + log(۴x + y) = ۲x

2 (2 1 (1

4 (4 3 (3

از کشور 1387 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، مقدار  کدام است؟29 ۴از دو معادلۀ  و  +x ۲ =x ۷۲log(x + ۱) + log(۲y + x ) =۲ ۲y

7 (2 6 (1

9 (4 8 (3

از کشور 1392 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، لگاریتم  در پایۀ 4، کدام است؟30 logاز دو معادلۀ  و   + log  =۳
x

۳
y ۲x +۲ y =۲ ۴۶(x + y)

2 (2 1/5 (1

3 (4 2/5 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1389

، مقدار  کدام است؟31 ۴اگر  و   =۲ ۴x۱ + log  =x + ۱ log yy

12/5 (2 7/5 (1

25 (4 15 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1385

، مقدار  کدام است؟32 ۲از معادلات  و  ×x ۸ =y ۴log x = log ۲ + log yx

(2 (1

(4 (3

 

۵
۲

 

۴
۳

 

۵
۳

 

۵
۴

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1384

logاگر  باشد، عدد  کدام است؟33  + log  =۲
(۵x+۱)

۲
x ۲ 

x
۴

2 (2 (1

5 (4 3 (3

−۴

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1380
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f(x)نمودارهای دو تابع  و  نسبت به هم چگونه اند؟34 = log   ۲ x
۱g(x) = log  x

 ۲
۱

2) بالاتر 1) بالاتر

فقط در یک نقطه متقاطع (4 منطبق اند (3

f(x)g(x)

از کشور 1391 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، آنگاه لگاریتم  در پایه 2 کدام است؟35 logاگر  ۳ + log  =۴ ۳ log (۸۱)K
 

K
۵

3 (2 2 (1

5 (4 4 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1386

، کدام است؟36 logاگر  باشد، حاصل  ۲ = klog(۶ − ۲  ) +۵ ۲ log(۱ +  )۵

(2 (1

(4 (3

۲k۴k

۱ + k۲ + ۴k

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1390

abxاگر  و  ریشه های معادلۀ  باشند، حاصل  کدام است؟37 −۲ ۱۰x + ۰/۱ = ۰log a + log b − log(a + b)

-1 (2 -2 (1

1 (4 صفر (3

از کشور 1388 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، لگاریتم  در پایۀ 4 کدام است؟38 ۴اگر  =a ۲ ۲(۴a + ۱)

(2 (1

(4 (3

۱۲

۲
 

۲
۳

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1388

۲اگر لگاریتم عدد  در مبنای 8 برابر A باشد، آنگاه لگاریتم عدد  در پایۀ 4 کدام است؟39 ۳ ۰/۲۵(  −
A
۱

۱)

(2 (1

(4 (3

−۳
 

۳
۱

 

۳
۲

 

۲
۳

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1390

۳اگر  باشد،  همواره کدام است؟40 =a Alog  ۳
۹A۲

(2 (1

(4 (3

۲ + ۲a۳ + ۲a

۲ + a۲۳ + a۲

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1391
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، مقدار لگاریتم  در پایۀ 8، کدام است؟41 logاز معادلۀ لگاریتمی   − log  =۳
(۲x +۱)۲

۳
(x+۲) ۱(۲x − ۱)

(2 (1

(4 (3

−  

۳
۲

−  

۲
۱

 

۲
۱

 

۳
۲

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1395

، محور  xها رادر نقطه ای به طول 1- و نیمساز ناحیۀ چهارم را در نقطه ای به عرض 1- قطع کرده است.42 نمودار تابع 

b کدام می باشد؟

y = log  

 ۲
۱

(ax+b)

(2 (1

(4 (3

 

۲
۳۲

 

۲
۵۳

از کشور 1394 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، مقدار لگاریتم  در پایۀ 4، کدام است؟43 logاز تساوی   =x
(۳x+۸) ۲ − logx

(x−۶)x

(2 (1

(4 (3

 

۲
۱

 

۳
۲

 

۲
۳۲

از کشور 1393 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، به کدام صورت بازه ها است؟44 f(x)دامنۀ تابع  = ۱ − log(x − ۳x)۲

(2 (1

(4 (3

[−۲, ۰) ∪ (۳, ۵][−۲, ۰] ∪ (۳, ۵)

[−۲, ۳)(۰, ۵]

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1395

قلمچی ریاضی و فیزیک یازدهم آزمون شماره 9 1399

45
، کدام است؟ f(x)نمودارهای دو تابع  و  در نقطۀ A متقاطع اند. فاصلۀ نقطۀ A تا نقطۀ  = ۴xg(x) = (  ) +

۲
۱ ۲x

 

۲
۳

(−  , ۱)
۲
۱

(2 1 (1

(4 2 (3

۲

۵

از کشور 1396 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

yکدام یک از توابع زیر، با تابع  برابر است؟46 = log  

x
x − ۲

(2 (1

(4 (3

log(x − ۲) − log xlog  

x + ۲x۲
x − ۴۲

 log (  )
۲
۱

x
x − ۲ ۲

۲ log   

x
x − ۲

از کشور 1397 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 
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، مقدار  کدام است؟47 ۲از دو معادلۀ دومجهولی  و  ×x−۷ ۴ =x+y ۱log y = ۲ log ۳ + log xy

2 (2 1 (1

4 (4 3 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1396

yشکل زیر، نمودار تابع  است. این منحنی خط  را با کدام طول، قطع می کند؟48 = −۱ + logb
۲x+a( )y = ۱

4 (1

5 (2

6 (3

7 (4

از کشور 1398 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

۳اگر  باشد،  کدام است؟49 =x −۲۲
۸۱xlog  ۶

x−۲( )

(2 (1

(4 (3

 

۴
۱

 

۳
۱

 

۲
۱

 

۳
۲

از کشور 1398 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

50
نمودارهای دو تابع  و  در نقطه ای به طول  متقاطع هستند. اگر  باشد، مقدار

 کدام است؟

f(x) = ۳ax+bg(x) =  (
۹
۱

)
x

−۱f ۲ =( )  

۳
۱

f ۲۷−۱ ( )

(2 (1

3 (4 1 (3

−۳−۲

قلمچی ریاضی و فیزیک یازدهم آزمون شماره 9 1397

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1395

51
yنمودارهای دو تابع  و  در نقطۀ  متقاطع اند. فاصلۀ نقطۀ  از نقطۀ  کدام است؟ = (  )

۳
 ۳

۲x

y = ۳ +x
 

۳
۸

AA(−۱, ۱)

(2 1 (1

(4 2 (3

۲

۵

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1396
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، مقدار لگاریتم  در پایۀ 4، کدام است؟52 log(xاز رابطۀ + ۲) + log(۲x − ۱) = log(۴x + ۱)(۲x + ۵)

0/75 (2 0/5 (1

1/5 (4 1/25 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1397

یک قایق کاملاً بادی، روزانه 5 درصد بادش را از دست می دهد. باد این قایق پس از چند روز، به نصف باد روز اول می رسد؟53

(log ۱۹ = ۱/۲۸۷ , log ۲ = ۰/۳۰۱)

18/5 (2 17 (1

25 (4 21/5 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1397

، مقدار لگاریتم  در پایۀ ۳، کدام است؟54 logاز رابطۀ  (۲x − ۵) + log (x + ۱) = log (۴x − ۱)(۲x + ۱)

-1 (2 1 (1

2 (4 1/5 (3

از کشور 1397 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

جمعیت شهری با نرخ زوال یک درصد در سال، کم می شود. با این روند با گذشت چند سال جمعیت این شهر، نصف جمعیت فعلی55

log)آن می شود؟  ۹۹ = ۱/۹۹۵ , log ۲ = ۰/۳)

60 (2 50 (1

72 (4 64 (3

از کشور 1397 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، آنگاه  کدام است؟56 logاگر  ۵ = ۳klog  

۳ ۱/۶

(2 (1

(4 (3

۱ − ۴k۲ − ۵k

۱ − ۲k۱ − k

از کشور 1390 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

قلمچی علوم تجربی دوازدهم آزمون شماره 1 تابستان 1398

f(x)دامنه تابع با ضابطه  به کدام صورت است؟57 = ۱ − log(x − ۱)

(2 (1

(4 (3

(۱, ۲][۲, ۱۰]

[۱, ۱۱)(۱, ۱۱]

از کشور 1386 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 
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، از دو نقطۀ  و  می گذرد، a کدام است؟58 f(x)تابع با ضابطۀ  = a + log
۲
(۳x+b)۲

(۵, ۱۱)(۲۱, ۱۵)

2 (2 1 (1

4 (4 3 (3

از کشور 1396 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 
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مبحثدرس

گزینه 2 1

در هر روز غلظت محلول  یعنی  غلظت روز قبل می شود، داریم:

حال از معلومات سؤال نتیجه می گیریم که:

بنابراین پس از گذشت 24 روز، غلظت محلول  غلظت اوّلیه می شود.

 

۱۰۰
۱۰۰ − ۴

 

۱۰۰
۹۶

a =n a(  )
۱۰۰
۹۶ n

a(  ) =  a ⇒ n log(  ) = − log ۳ ⇒ n(log ۲ × ۳ − log ۱۰ ) = − log ۳
۱۰۰
۹۶ n

۳
۱

۱۰۰
۹۶ ۵ ۲

⇒ n(۵ log ۲ + log ۳ − ۲) = − log ۳ ⇒ n(۱/۵ + ۰/۴۸ − ۲) = −۰/۴۸ ⇒ n =  = ۲۴
−۰/۰۲
−۰/۴۸

 

۳
۱

گزینه 1 2

باتوجه به شکل، دو نقطۀ  و  در تابع  صدق می کنند؛ بنابراین:

مقادیر  و  را در تابع  جایگذاری می کنیم:

(  , ۰)
۲
۱

(۰, −۶)f(x)

(۰, −۶) : f(۰) = −۶ ⇒ −۹ +  =(
۳
۱

)
۰+b

−۶ ⇒ (  ) =
۳
۱ b

۳

⇒ ۳ =−b ۳ ⇒ −b = ۱ ⇒ b = −۱

 , ۰ :(
۲
۱

) f  =(
۲
۱

) ۰ ⇒ −۹ +  =(
۳
۱

)
 a−۱۲

۱

۰ ⇒  =(
۳
۱

)
 a−۱۲

۱

۹

⇒  =(
۳
۱

)
 a−۱۲

۱

۳ ⇒۲ ۳ =− a+۱۲
۱

۳ ⇒۲ −  a +
۲
۱

۱ = ۲

⇒ −  a =
۲
۱

۱ ⇒ a = −۲

abf

f(x) = −۹ +  ⇒(
۳
۱

)
−۲x−۱

f(۲) = −۹ +  =(
۳
۱

)
−۴−۱

−۹ + ۳۵

= −۹ + ۲۴۳ = ۲۳۴

پاسخنامه توابع نمایی و لگاریتمریاضی | آقای کنکور
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گزینه 3 3

جواب  غیرقابل قبول است، زیرا  می باشد.

f(x) =   

۲

۲ −  

x (
۲
۱

)
x

f (۲)=?−۱

 =
۲

۲ −  

x (
۲
۱

)
x

۲

⇒ ۲ −x
 =

۲x

۱
۴  

t=۲x

t −  =
t
۱

۴ ⇒ t −۲ ۱ = ۴t

⇒ t −۲ ۴t − ۱ = ۰ ⇒ Δ = ۲۰ ⇒   

⎩⎪
⎨
⎪⎧t =  = ۲ +  

۲
۴ + ۲  ۵

۵

t =  = ۲ −  

۲
۴ − ۲  ۵

۵

t = ۲ ⇒x x = log  ⇒۲
t

   

⎩⎪
⎨
⎪⎧x = log  ۲

۲+  ( ۵)

x = log  < ۰ ۲غ ق ق
۲−  ( ۵)

x = log۲
(۲− )۵۲ −  <۵ ۰

گزینه 2 4

نکته:

با استفاده از نکات فوق داریم:

۱) log  =b
a

 (x >
log  x

b
log  x

a

۰ , x  ۱)=

۲) log  =a
bn

n log  a
b

log  =۱۸
۸

 =
log  ۳

۱۸
log  ۳

۸

 =
log  + log  ۳

۲
۳
۹

log  ۳
۲۳

 

log  + log  ۳
۲

۳
۳۲

۳ log  ۳
۲

=  =
log  +۲  ۳

۲

۱

 log  ۳
۳

۳ log  ۳
۲

 =
 + ۲

۸
۵

۳  (
۸
۵

)
 =

 

 ۸
۲۱

 

 ۸
۱۵

 =
۲۱
۱۵

 

۷
۵
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گزینه 1 5

مقدار اولیۀ عنصر 24 گرم است. همچنین پس از گذشت 30 روز،  باقی مانده را ازدست می دهد، پس هر ماه مقدار عنصر 

برابر می شود. پس از گذشت  ماه داریم:

طبق مفروضات مسئله داریم:

از طرفین  می گیریم:

پس 12 ماه یعنی  روز زمان نیاز است. (یک ماه را برابر 30 روز در نظر گرفتیم.)

 

۱۰
۱

 

۱۰
۹

n

f(n) = ۲۴(  )
۱۰
۹ n

۸ = ۲۴(  ) ⇒
۱۰
۹ n (  ) =

۱۰
۹ n

 

۳
۱

log۱۰

n(log(  )) = log(  ) ⇒ n(log ۹ − log ۱۰) = log(  )
۱۰
۹

۳
۱

۳
۱

⇒ n(۲ log ۳ − log ۱۰) = − log ۳ ⇒ n(۲ × ۰/۴۸ − ۱) = −۰/۴۸
⇒ n(۰/۹۶ − ۱) = −۰/۴۸ ⇒ ۰/۰۴n = ۰/۴۸ ⇒ n = ۱۲

۱۲ × ۳۰ = ۳۶۰

گزینه 1 6

نکته:

با استفاده از نکات فوق داریم:

سپس باتوجه به (*) مقدار  را به دست می آوریم:

توجه کنید که برای به دست آوردن رابطۀ (*)، می توانستیم به صورت زیر عمل کنیم:

نکته: 

۱) log  =b
a

 

log b
log a

۲) log  =a
bn

n log  a
b

log  =۴
۳ ۰/۸ ⇒  =

log ۴
log ۳

۰/۸ ⇒  =
log ۲۲
log ۳

۰/۸

⇒   =
۲
۱

log ۲
log ۳

۰/۸ ⇒  =
log ۲
log ۳

۱/۶ ⇒ log ۳ = ۱/۶ log ۲ (∗)

log۱۲
۶

log  =۱۲
۶

 =
log ۱۲
log ۶

 =
log ۲ × ۳۲
log ۲ × ۳

 =
log ۲ + log ۳۲
log ۲ + log ۳

 

۲ log ۲ + log ۳
log ۲ + log ۳

=  =
۲ log ۲ + ۱/۶ log ۲
log ۲ + ۱/۶ log ۲

 =
(۲ + ۱/۶) log ۲
(۱ + ۱/۶) log ۲

 =
۳/۶
۲/۶

 

۱۸
۱۳

log  =am
bn

 log  

m
n

a
b

log  =۴
۳ log  =۲۲

۳
 log  =

۲
۱

۲
۳ ۰/۸ ⇒ log ۳ = ۱/۶ log ۲
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گزینه 2 7

باتوجه به شکل، دو نقطۀ  و  در تابع  صدق می کنند. بنابراین:

با جایگذاری مقادیر  و  در تابع  داریم:

(−  , ۰)
۳
۱

(۰, −۲)f

(۰, −۲) : f(۰) = −۲ ⇒ −۴ + ۲ =b −۲ ⇒ ۲ =b ۲ ⇒ b = ۱

(−  , ۰) :
۳
۱

f(−  ) =
۳
۱

۰ ⇒ −۴ + ۲ =−  a+۱۳
۱

۰ ⇒ ۲ =−  a+۱۳
۱

۴ = ۲۲

⇒ −  a +
۳
۱

۱ = ۲ ⇒ −  a =
۳
۱

۱ ⇒ a = −۳

abf

f(x) = −۴ + ۲−۳x+۱

f(−  ) =
۳
۵

−۴ + ۲ =−۳×(−  )+۱۳
۵

−۴ + ۲ =۵+۱ −۴ + ۲ =۶ ۶۰

گزینه 2

گام اول

گام دوم

8

الف) می دانیم:

، همواره باید  و  باشد. ب) در تابع لگاریتمی 

log a − log b = log  , log  =
b
a

bm
an

 log  , log  =
m
n

b
a

a
a ۱

y = log  b
aa > ۰b  ۱=

ابتدا با حل معادلۀ لگاریتمی داده شده، مقدار  را محاسبه می کنیم:

به ازای  تمام لگاریتم ها تعریف شده پس این مقدار قابل قبول است. حال مقدار لگاریتم  در پایۀ 4 را به ازای

 حساب می کنیم:

x

log x − x − ۶ −( ۲ ) log x − ۳ =( ) log ۲x − ۵( )

⇒ log x − ۳ x + ۲ −( ) ( ) log x − ۳ =( ) log ۲x − ۵( )

⇒ log  =
x − ۳( )

x − ۳ x + ۲( ) ( )
log ۲x − ۵ ⇒( ) log x + ۲ =( ) log ۲x − ۵( )

⇒ x + ۲ = ۲x − ۵ ⇒ x = ۷

x = ۷ 

۳ x + ۱
x = ۷

log  =۴
 

۳ x+۱ log  =۴
 

۳ ۷+۱ log  =۴
 

۳ ۸ log  =۴
 

۳ ۲۳
log  =۴

۲ log  =۲۲
۲

 log  =
۲
۱

۲
۲

 

۲
۱
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گزینه 4 9

اگر دو تابع  و  با هم مساوی باشند باید دو شرط زیر برقرار باشد:

حالا این دو شرط را برای هر زوج تابع  و  در گزینه های داده شده بررسی می کنیم.

بررسی گزینۀ اول:

بررسی گزینۀ دوم:

بررسی گزینۀ سوم:

بررسی گزینۀ چهارم:

هر دو تابع به ازای مقادیر مثبت برابر 1 و به ازای مقادیر منفی برابر 1- می شوند، پس برابرند.

f(x)g(x)

۱) D  =f D  g

۲) ∀x ∈ D  =f D  ⇒g f(x) = g(x)

f(x)g(x)

 ⇒
f(x) = ۲ log x ⇒ D  = (۰, +∞)f

g(x) = log x ⇒ D  = R − {۰}۲
g

} D   =f � D  g

   ⇒
f(x) =  ⇒ D  = R − {۰}

∣x∣
 x۲

f

g(x) = ۱ ⇒ D  = Rg
⎭⎪
⎬
⎪⎫

D   =f � D  g

  ⇒
f(x) = (  ) ⇒ D  = (۰, +∞)x

۲
f

g(x) = x ⇒ D  = Rg
} D   =f � D  g

   ⇒

f(x) =  ⇒ D  = R − {۰}
∣x∣
x

f

g(x) =  ⇒ D  = R − {۰}
x

∣x∣
g ⎭⎪⎪

⎬
⎪⎪
⎫

D  =f D  g

گزینه 4 10

برای محاسبۀ  کافی است سمت چپ تساوی را به صورت یک عدد توان دار با پایه 2 بنویسیم. در این صورت در دو طرف تساوی

پایه ها با هم مساوی بوده و درنتیجه توان ها نیز باید مساوی باشد.

A

 =(
۲  ۸

۴  ۳۲
)

۲

 =(
۲۲  ۲

(۲ )۲ ۴  ۲

)

۲

 =(
۲۲  ۲

۲۸  ۲
)

۲

(۲ ) =۸  −۲  ۲ ۲ ۲
(۲ ) =۶  ۲ ۲

۲ =۱۲  ۲ ۲ ⇒A A = ۱۲  ۲
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گزینه 4 11

برای یافتن دامنۀ تعریف تابع به صورت زیر عمل می کنیم:

اگر از طرفین لگاریتم در مبنای 2 بگیریم، داریم:

پس دامنۀ تعریف تابع عبارت است از: 

y =  =f(  ) − f(x)
x
۱

 ۲ − ۲ x
۱ x

۲ − x
۱

۲ ≥x ۰ ⇒ ۲ ≥ x
۱

۲x

 ≥
x
۱

x ⇒ x −  ≤
x
۱

۰ ⇒  ≤
x

x − ۱۲
۰

(−∞, −۱] ∪ (۰, ۱]

گزینه 3 12

، از دو طرف نامعادله در مبنای 10 لگاریتم می گیریم. هم چنین در ساده کردن نامعادلۀ داده شده از ویژگی برای تع�ن محدودۀ 

 استفاده می کنیم.

در صورت سؤال  فرض شده است. بنابراین داریم:

پس کوچک ترین مقدار  با دو رقم اعشار برابر  است.

x

log a =n n log a

۲ < ۰/۰۰۰۰۰۱ ⇒ ۲ < ۱۰  log ۲ < log ۱۰−x −x −۶ از دو طرف در مبنای ۱۰ لگاریتم می گیریم −x −۶

 −x log ۲ < −۶ log ۱۰  −x log ۲ < −۶  x log ۲ > ۶log a =n log an log ۱۰=۱ ×(−۱)

log ۲ = ۰/۳۰۱

x(۰/۳۰۱) > ۶ ⇒ x(  ) >
۱۰۰۰
۳۰۱

۶ ⇒ x >  ⇒
۳۰۱
۶۰۰۰

x > ۱۹/۹۳۳

x۱۹/۹۴
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گزینه 4 13

ابتدا نقاط مشترک دو تابع را به دست می آوریم:

رابطه های (1) و (2) را در یک دستگاه حل می کنیم:

تابع به فرم  خلاصه می شود.

y = x − x ⇒   

۲ {
x = ۱ ⇒ y = ۰ ⇒ A ۱, ۰( )

x = ۲ ⇒ y = ۲ ⇒ B ۲, ۲( )

A ∈ f ⇒ −۲ + (  ) = ۰ ⇒ (  ) = ۲ ⇒ A + B = −۱ ۱
۲
۱ A+B

۲
۱ A+B

( )

B ∈ f ⇒ −۲ + (  ) =
۲
۱ ۲A+B

۲ ⇒ (  ) =
۲
۱ ۲A+B

۴ ⇒ ۲A + B = −۲ ۲( )

 {
A + B = −۱
۲A + B = −۲

−( )
A = −۱ , B = ۰

f x =( ) −۲ + (  )
۲
۱ −x

f ۳ =( ) −۲ + (  ) =
۲
۱ −۳ −۲ + ۸ = ۶

گزینه 2 14

، به  راحتی به جواب می رسیم. به کمک انتقال و قرینۀ نمودار تابع  

  

log۲
x

y = − log  =۲
(x+۱) log  ⇒۲

(x+۱)−۱

U (x) = (x + ۱)−۱
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گزینه 1 15

به ازای  عبارت  تعریف نشده است.

برای  داریم:

(۰/۴) =۲x−۱ (  )
۸

۱۲۵ x۲

⇒ (  ) =
۸

۱۲۵ x۲
((  ) ) =

۲
۵ ۳ x۲

(  ) =
۲
۵ ۳x۲

(  ) =
۵
۲ −۳x۲

(  )
۱۰
۴ −۳x۲

⇒ (  ) =
۱۰
۴ ۲x−۱ (  ) ⇒

۱۰
۴ −۳x۲

−۳x =۲ ۲x − ۱

⇒ ۳x +۲ ۲x − ۱ = ۰ ⇒    

⎩
⎨
⎧x = −۱ غ.ق.ق

x = ق.ق 
۳
۱

x = −۱log  ۸
(۹x+۱)

x =  

۳
۱

log  =۸
(۹x+۱) log  =۸

(۹×  +۱)۳
۱

log  =۸
۴ log  =۲۳

۲۲
 

۳
۲

گزینه 3 16

، مقادیر  و  را محاسبه می کنیم. ابتدا با توجه به دو تساوی  و 

بنابراین ضابطۀ  به صورت  در می آید. مقدار  برابر است با:

f(۰) =  

۲
۳

f(−۲) =  

۳۲
۳

ab

f(۰) =  ⇒ a × b =  ⇒ a × ۱ = ⇒ a =  

۲
۳ ∘

۲
۳

۲
۳

۲
۳

f(−۲) =  ⇒  b =  ⇒  =  ⇒ ۲b = ۳۲ ⇒ b = ۱۶  b = ۴
۳۲
۳

۲
۳ −۲

۳۲
۳

۲b۲
۱

۳۲
۱ ۲ ۲ b>۰

f(x)f(x) =  ×
۲
۳

۴xf(  )
۲
۳

f(  ) =  × ۴ =  × (۲ ) =  × ۲ =  × ۸ = ۳ × ۴ = ۱۲
۲
۳

۲
۳

 ۲
۳

۲
۳ ۲  ۲

۳

۲
۳ ۳

۲
۳

www.konkur.in

forum.konkur.in
@jozveh_nub



9/24لرنیتو 1399

گزینه 1

گام اول

گام دوم

17

الف) عبارت جلوی لگاریتم باید مثبت باشد، پس  بوده و  می شود. از طریق مقایسه با مقادیر قابل قبول

، رابطۀ بین  و  مشخص می شود. برای 

ب)  است. با حل دو معادله و دو مجهول داده شده مقادیر  و  مشخص شده و درنهایت  حساب می شود.

ax + b > ۰x > −  

a
b

xab

f(۴) = ۲abf(−  )
۹
۴

پس ضابطۀ تابع  به صورت  به دست آمد. حالا  را محاسبه می کنیم:

x > −  , x ∈ (−  , +∞) ⇒ − = −  ⇒ a = ۲b (I)
a
b

۲
۱

a
b

۲
۱

f(۴) = ۲ ⇒ log  = ۲ ⇒ ۴a + b = ۳ = ۹ ⇒ ۴a + b = ۹۳
(۴a+b) ۲

 ۴(۲b) + b = ۹ ⇒ ۸b + b = ۹ ⇒ ۹b = ۹ ⇒ b = ۱  a = ۲
(I) (I)

f(x)f(x) = log  ۳
(۲x+۱)f(−  )

۹
۴

f(−  ) =
۹
۴

log  =۳
(−  +۱)۹

۸

log  =۳
 ۹

۱

log  =۳
۳−۲

−۲ log  =۳
۳ −۲

گزینه 4 18

⇒{
y = ۲x

y = ( ) + ۴۲
x+۱ ۲ =x

 ×۲ ۲ + ۲
x

۴  

۲ =t ۲
x

t =۲
 t +۲ ۴ ⇒ t −۲

 t −۲ ۴ = ۰

⇒ t =  ⇒
۲

 ± ۳  ۲ ۲
  {
t = ۲  ۲

t = − ۲غ ق ق 

۲ = t  ۲ = ۲ ⇒ x = ۳ ⇒ y = ۲ = ۸ ۲
x t=۲  ۲

 ۲
x

 ۲
۳ ۳

d =  =  = ۵(۳ − ۰) + (۸ − ۴)۲ ۲ ۲۵
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گزینه 3 19

برای حل تست گام های زیر را برمی داریم:

الف) مختصات دو نقطۀ  و  را در ضابطۀ تابع  قرار داده و مقادیر  و  را تع�ن می کنیم.

، حاصل  را به دست می آوریم. ب) با مشخص شدن ضابطۀ 

پس ضابطۀ  به صورت  در می آید.  برابر است با:

ABf(x)ab

f(x)f(−۱)

f(x) = a(b) − ۱   = a(b) − ۱ ⇒  = ⇒ a =   (I)x A(−  ,  )۲
۱

۲
۱

۲
۱ −  ۲

۱

۲
۳

b

a
۲
۳

b

f(x) = a(b) − ۱  ۱۱ = ab − ۱ ⇒ ab = ۱۲ (II)x B(۱,۱۱)

   × b = ۱۲ ⇒ b = ۸ ⇒  = ۸(I)

۲
۳

b  ۲
۳

b۳

 b = ۶۴ ⇒ b = ۴  ۴a = ۱۲ ⇒ a = به توان ۳۲ ۳ (II)

f(x)f(x) = ۳(۴) −x ۱f(−۱)

f(−۱) = ۳(۴) −−۱ ۱ =  −
۴
۳

۱ = −  

۴
۱

گزینه 3 20

f(x)نقاط برخورد در ضابطۀ توابع  و  صدق می کند. = A(۲)Bx۴y = ۵x

۴y = ۵x ⇒    

⎩
⎨
⎧x = ۲ ⇒ y =  ⇒ (۲,  )

۲
۵

۲
۵

x = ۴ ⇒ y = ۵ ⇒ (۴, ۵)

f(x) = A(۲) ⇒Bx
   

⎩
⎨
⎧(۲,  ) : = A(۲) ⇒ ۵ = ۲A(۲)

۲
۵

۲
۵ B×۲ ۲B

(۴, ۵) : ۵ = A(۲)B×۴

⇒ ۲A(۲) =۲B A(۲) ⇒۴B ۲ =۲B+۱ ۲ ⇒۴B ۲B + ۱ = ۴B ⇒ B =  

۲
۱

۵ = A(۲)  ۵ = A(۲) ⇒ A =  ⇒ f(x) =  (۲)۴B B=  ۲
۱ ۲

۴
۵

۴
۵

 ۲
x

 (۲) = ۱۰ ⇒ (۲) = ۸ = ۲ ⇒  = ۳ ⇒ x = ۶ ⇒ f (۱۰) = ۶
۴
۵

 ۲
x

 ۲
x ۳

۲
x −۱
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گام اول

گام دوم
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مختصات دو نقطۀ  و  در ضابطۀ تابع صدق می کند؛ بنابراین مختصات این دو نقطه را در ضابطۀ تابع جایگذاری

کرده و مقادیر a و b را تع�ن می کنیم.

(۲, ۶)(۱۲, ۱۰)

دو رابطه را بر هم تقسیم می کنیم؛ بنابراین می توان نوشت:

f(۲) = ۶ ⇒ a + log  =۲
(۲b−۴) ۶ ⇒ log  =۲

(۲b−۴) ۶ − a

⇒ ۲ =۶−a ۲b − ۴ (۱)

f(۱۲) = ۱۰ ⇒ a + log  =۲
(۱۲b−۴) ۱۰ ⇒ log  =۲

(۱۲b−۴) ۱۰ − a

⇒ ۱۲b − ۴ = ۲ (۲)۱۰−a

 =
۲۱۰−a

۲۶−a
 ⇒

۱۲b − ۴
۲b − ۴

۲ =−۴
 

۱۲b − ۴
۲b − ۴

⇒  =
۱۶
۱

 ⇒
۴(۳b − ۱)
۲(b − ۲)

۳b − ۱ = ۸(b − ۲) ⇒ ۳b − ۱ = ۸b − ۱۶

⇒ ۵b = ۱۵ ⇒ b = ۳  

(۲)
۲ =۱۰−a ۳۲ = ۲ ⇒۵ ۱۰ − a = ۵ ⇒ a = ۵

گزینه 4 22

با استفاده از دو ویژگی  و  ، عبارت لگاریتمی را ساده کرده و با توجه به فرض

، مقدار آن را محاسبه می کنیم.

log ab = log a + log blog  =bn
am

 log  

n
m

b
a

log  =b
a

 

۲
۳

log  =
 b

ab۲
log  + log  =

 b
a

 b
b۲

log  + log  =
b  ۲

۱
a

b  ۲
۱

b۲
 log  +  log  

 

۲
۱
۱

b
a

 

۲
۱
۲

b
b

= ۲ log  +۴ log  =b
a

b
b ۲(  ) +

۲
۳

۴(۱) = ۳ + ۴ = ۷

گزینه 4 23

۳ = ۹ × ۳ ⇒ ۳ = ۳ ⇒ ۲x + y = ۲ + x − y ⇒ ۲y = ۲ − x (۱)۲x+y x−y ۲x+y ۲+x−y

log(x + ۲y) = ۱ + log y ⇒ log(x + ۲y) − log y = log ۱۰

log  = log ۱۰ ⇒  = ۱۰ ⇒ x + ۲y = ۱۰y (۲)
y

(x + ۲y)
y

x + ۲y

 x + ۲y = ۵ × (۲y)  x + ۲ − x = ۵(۲ − x) ⇒ x =  = ۱/۶
(۲) (۱)

۵
۸
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گزینه 3 24

Cنقاط مشترک دو تابع  و  است. ۱, ۱( )D ۳, ۹( )

C ∈ f ⇒ ۳ = ۱ ⇒ A + B = ۰A+B

D ∈ f ⇒ ۳ = ۹ ⇒ ۳A + B = ۲۳A+B

 {
A + B = ۰
۳A + B = ۲

−( ) ۲A = ۲ ⇒ A = ۱ , B = −۱

f x =( ) ۳ ⇒x−۱ f ۰ =( ) ۳ =−۱
 

۳
۱

گزینه 1 25

، معادلۀ لگاریتمی را حل کرده و مقدار  را به دست می آوریم: با استفاده از ویژگی 

برای محاسبۀ  از ویژگی  استفاده می کنیم.

log a + log b = log abx

log  + log(x + ۱) = ۱ ⇒ log  (x + ۱) = ۱ ⇒  = ۱۰
x
۲

x
۲

x
۲(x + ۱)

⇒ ۲(x + ۱) = ۱۰x ⇒ ۲x + ۲ = ۱۰x ⇒ ۸x = ۲ ⇒ x =  

۴
۱

log۸
xlog  =bn

am
 log  

n
m

b
a

log  =۸
x log  =۸

 ۴
۱

log  =۲۳
۲−۲

−  log  =
۳
۲

۲
۲ −  

۳
۲

گزینه 2 26

با استفاده از فرضیات بیان شده در صورت سؤال، مقدار را به دست می آوریم.

با استفاده از ویژگی  حاصل لگاریتم  را در مبنای 8 حساب می کنیم:

a۳

log  =  ⇒ log  =  ⇒  log  =  ⇒ ۲ log  =  ⇒ log  =  

 ۳
a

۳
۴

۳  ۲
۱

a

۳
۴

 

۲
۱
۱

۳
a

۳
۴

۳
a

۳
۴

۳
a

۳
۲

 a = ۳ ⇒ a = (۳ ) = ۳ = ۹log  =c⇒a=bb
a c

 ۳
۲ ۳  ۳

۲ ۳ ۲

log  =bn
am

 log  

n
m

b
a(a +۳ ۷)

log  =۸
(a +۷)۳

log  =۸
(۹+۷) log  =۸

۱۶ log  =۲۳
۲۴

 log  =
۳
۴

۲
۲

 

۳
۴
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گزینه 4 27

حال مقدار لگاریتم 4 در پایۀ 2 را حساب می کنیم:

log  = ۱ + log  ⇒ log  = log  + log  ⇒ log  = log  x
(x +۴)۲

x
۵

x
(x +۴)۲

x
x

x
۵

x
(x +۴)۲

x
۵x

⇒ x + ۴ = ۵x ⇒ x − ۵x + ۴ = ۰۲ ۲

⇒ (x − ۴)(x − ۱) = ۰ ⇒   {
x = ۱ غ.ق.ق 
x = ۴

log  =۲
۴ log  =۲

۲۲
۲ log  =۲

۲ ۲

گزینه 3 28

با استفاده از معادلۀ  به آسانی مقدار  را حساب می کنیم.

 را در معادلۀ دوم قرار داده و مقدار  را به دست می آوریم.

log(y + ۲) = ۱y

log(y + ۲) = ۱ ⇒ log  =۱۰
(y+۲) ۱ ⇒ y + ۲ = ۱۰ ⇒ y = ۸

yx

log(y − x) + log(۴x + y) = ۲ ⇒ log(۸ − x) + log(۴x + ۸) = ۲

 log  = ۲ ⇒ (۸ − x)(۴x + ۸) = ۱۰ = ۱۰۰log a+log b=log ab
۱۰
(۸−x)(۴x+۸) ۲

⇒ −۴x + ۲۴x + ۶۴ = ۱۰۰ ⇒ ۴x − ۲۴x + ۳۶ = ۰  x − ۶x + ۹ = ۰۲ ۲ ÷۴ ۲

⇒ (x − ۳) = ۰ ⇒ x − ۳ = ۰ ⇒ x = ۳۲

گزینه 3 29

معادلۀ توانی را با استفاده از تغ�ر متغیر  حل می کنیم. توجه داشته باشید که مقدار  همیشه مثبت است.

حال که مقدار  را به دست آوردیم آن را در معادلۀ لگاریتمی قرار داده و با استفاده از ویژگی های لگاریتم، مقدار  را به دست می

آوریم.

۲ =x t۲x

۴ + ۲ = ۷۲ ⇒ (۲ ) + ۲ = ۷۲ ⇒ (۲ ) + ۲ = ۷۲  t + t = ۷۲x x ۲ x x x ۲ x ۲ =tx
۲

⇒ t + t − ۷۲ = ۰ ⇒ (t + ۹)(t − ۸) = ۰۲

⇒   {
t = −۹  غ.ق.ق 

t = ۸ ⇒ ۲ = ۸ ⇒ ۲ = ۲ ⇒ x = ۳x x ۳

xy

log(x + ۱) + log(۲y + x ) = ۲  log ۴ + log(۲y + ۹) = ۲۲ x=۳

 log  = ۲  ۴(۲y + ۹) = ۱۰ = ۱۰۰
log a+log b=log ab

۱۰
۴(۲y+۹) log  =c⇒a=bb

a c
۲

⇒ ۲y + ۹ = ۲۵ ⇒ ۲y = ۱۶ ⇒ y = ۸
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گزینه 1 30

، معادلۀ لگاریتمی را ساده کرده و مقدار  را حساب می کنیم. با استفاده از ویژگی 

مقادیر  و  را داریم. با استفاده از اتحاد مربع دو جمله ای و با توجه به این که  و  هر دو مثبت هستند، حاصل

 را محاسبه می کنیم.

log  + log  =c
a

c
b logc

abxy

log  + log  =۳
x

۳
y ۲ ⇒ log  =۳

xy ۲  

log  =c⇒a=bb
a c

xy = ۳ =۲ ۹

x +۲ y۲xyxy

x + y

(x + y) = x + y + ۲xy  (x + y) = ۴۶ + ۱۸ = ۶۴۲ ۲ ۲ xy=۹

x +y =۴۶۲ ۲

۲

 x + y = ۸ log  = log  = log  =  log  =  = ۱/۵x , y>۰

عدد جلوی لگاریتم ۴
(x+y)

۴
۸

۲۲
۲۳

۲
۳

۲
۲

۲
۳

گزینه 3

گام اول

گام دوم

31

الف) در صورت سؤال دو معادله یکی به صورت نمایی و دیگری لگاریتمی داده شده است. در معادلۀ نمایی تنها مجهول  و در

معادلۀ لگاریتمی  و  مجهول است. پس ابتدا معادلۀ نمایی را حل کرده و  را محاسبه می کنیم. سپس با جایگذاری  در

معادلۀ لگاریتمی مقدار  را هم به دست می آوریم.

ب) برای حل معادلۀ نمایی دو طرف را به دو عدد توان دار با پایۀ 2 تبدیل کرده و با مساوی قرار دادن توان ها مقدار  را حساب

می کنیم.

x

xyxx

y

x

حال با داشتن مقدار  و حل معادلۀ لگاریتمی مقدار  را محاسبه می کنیم:

۴ =۲ ۴ ⇒x ۲ ×۲ ۲ = ۲
۱

(۲ ) ⇒۲ x ۲ = ۲
۵

۲ ⇒۲x ۲x =  ⇒
۲
۵

x =  

۴
۵

xy

۱ + log  = log y  ۱ + log  = log y ⇒ log ۱۰ + log  = log yx + ۱
x=  ۴

۵

 + ۱
۴
۵

 

۴
۹

⇒ log ۱۰ + log  = log y ⇒ log ۱۰(  ) = log ۱۵ = log y ⇒ y = ۱۵
۲
۳

۲
۳

گزینه 4 32

دو معادلۀ نمایی و لگاریتمی داده شده را ساده می کنیم. سپس با تشکیل یک دستگاه، مقادیر  و  را به دست می آوریم.

برای حل از دو ویژگی  و  استفاده می کنیم.

xy

log a + log b = log aba ×n a =m am+n

  {
۲ × ۸ = ۴ ⇒ ۲ × (۲ ) = ۲ ⇒ ۲ × ۲ = ۲ ⇒ x + ۳y = ۲x y x ۳ y ۲ x ۳y ۲

log x = log ۲ + log y ⇒ log x = log ۲y ⇒ x = ۲y

⇒ ۲y + ۳y = ۲ ⇒ ۵y = ۲ ⇒ y =   x =  

۵
۲ x=۲y

۵
۴
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گزینه 4 33

با استفاده از ویژگی های  و  معادله را حل می کنیم:

 به این دلیل قابل قبول نیست که عدد جلوی لگاریتم نباید منفی شود. اگر  باشد، مقدار  برابر 5 به دست می

آید.

log  + log  =b
a

b
c logb

aclog  =b
a c ⇒ a = bc

log  + log  = ۲ ⇒ log  = ۲ ⇒ (۵x + ۱)x = ۲ = ۴ ⇒ ۵x + x = ۴۲
(۵x+۱)

۲
x

۲
(۵x+۱)x ۲ ۲

⇒ ۵x + x − ۴ = ۰ ⇒ (۵x − ۴)(x + ۱) = ۰ ⇒  

۲ {
۵x − ۴ = ۰ ⇒ ۵x = ۴ ⇒ x =  ۵

۴

x + ۱ = ۰ ⇒ x = −۱ غ ق ق 

x = −۱x =  

۵
۴

 

x
۴

گزینه 3 34

با استفاده از ویژگی های لگاریتم ضابطه های  و  را ساده می کنیم تا بتوانیم به آسانی با یکدیگر مقایسه کنیم.

مشاهده می کنیم دو تابع  و  ضابطه های برابر و دامنه تعریف یکسان دارند. پس دو تابع  و  با هم مساوی

هستند و نمودارهای آن ها بر هم منطبق اند.

f(x)g(x)

f(x) = log  = log  = − log  , D  = (۰ , +∞)۲
 x

۱

۲
x−۱

۲
x

f

g(x) = log  = log  = − log  , D  = (۰ , +∞)
 ۲

۱
x

۲−۱
x

۲
x

g

f(x)g(x)f(x)g(x)

گزینه 3 35

، ابتدا مقدار  را محاسبه می کنیم. با استفاده از ویژگی 

اکنون حاصل لگاریتم  در پایه 2 را محاسبه می کنیم:

log A =n n log AK

log ۳ + log  = log (۸۱) ⇒ log ۳ + log ۳ = log (۳ ) = log ۳۴ ۳ K
 ۴

۱ ۴ K ۴K

 log ۳ +  log ۳ = ۴K log ۳ ⇒ (۱ +  ) log ۳ = ۴K log ۳
log A =n log An

۴
۱

۴
۱

⇒ ۴K = ۱ +  =
۴
۱

 ⇒
۴
۵

K = یا   =
۱۶
۵

K
۵

۱۶

 

K
۵

log  =۲
 K

۵

log  =۲

 

 ۱۶
۵
۵

log  =۲
۲۴

۴ log  =۲
۲ ۴ × ۱ = ۴

گزینه 2 36

با استفاده از ویژگی  تغ�راتی در عبارت  ایجاد می کنیم.

برای محاسبۀ حاصل عبارت داده شده از ویژگی  استفاده می کنیم.

log  =b
an

n log  b
a۲ log(۱ +  )۵

۲ log(۱ +  ) =۵ log (۱ +  ) =۵ ۲ log(۱ + ۲  +۵ ۵) = log(۶ + ۲  )۵

log a + log b = log ab

A = log(۶ − ۲  ) + log(۶ + ۲  ) = log(۶ − ۲  )(۶ + ۲  )۵ ۵ ۵ ۵

= log(۳۶ − ۲۰) = log ۱۶ = log ۲ = ۴ log ۲  A = ۴k۴ log ۲=k
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گزینه 1 37

، اگر  و  ریشه های معادله باشند، داریم: در معادلۀ درجه دو به فرم 

هم چنین از ویژگی های لگاریتم داریم:

پس حاصل  و  را به دست می آوریم:

حاصل عبارت لگاریتمی را محاسبه می کنیم:

ax +۲ bx + c = ۰αβ

α + β = −  , αβ =
a
b

 

a
c

log a + log b = log ab

a + ba × b

x −۲ ۱۰x + ۰/۱ = ۰  

ریشه های معادله aو b
   

⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧S = a + b = −(  ) = ۱۰

۱
−۱۰

P = a × b =  = ۰/۱
۱

۰/۱

log a + log b − log(a + b) = log ab − log(a + b)

= log ۰/۱ − log ۱۰ = log ۱۰ − log ۱۰ = − log ۱۰ − log ۱۰ = −۱ − ۱ = −۲−۱

گزینه 1 38

ابتدا از معادلۀ نمایی داده شده مقدار  را حساب می کنیم.

با دانستن مقدار  محاسبۀ لگاریتم داده شده کار چندان سختی نیست.

a

۴ =a ۲  ⇒۲ (۲ ) =۲ a ۲ ×۱ ۲ = ۲
۱

۲ =۲a ۲ ⇒ ۲
۳

۲a =  ⇒
۲
۳

a =  

۴
۳

a

log  =۴
(۴a+۱) log  =۴

۴(  )+۱۴
۳

log  =۴
۳+۱ log  =۴

۴ ۱

گزینه 4 39

A = log   log  ⇒ log  =  =  ۸
۲  

۳ ۰/۲۵  =(  ) =۲۳ ۰/۲۵ ۴
۱  ۳

۱ −  ۳
۲

۲۳
۲×۲−  ۳

۲

۲۳
۲  ۳

۱

۳

 

۳
۱

۹
۱

log   log  = log  =  ۴
 −۱A

۱ A=  ۹
۱

۴
۹−۱

۲۲
۲۳

۲
۳
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گزینه 1 40

، مقدار k برابر است با: ازآنجاکه 

k = log  = log  + log  = log  + log  ⇒ k = ۲ log  +۲ log  ۳
۹A۲

۳
۹

۳
A۲

۳
۳۲

۳
A۲

۳
۳

۳
A

 k = ۲ + ۲ log  

log  =۱۳
۳

۳
A

A = ۳a

⇒ k = ۲ + ۲ log  =۳
۳a

۲ + ۲a log  =۳
۳ ۲ + ۲a

گزینه 4 41

چون باید  باشد، بنابراین جواب  قابل قبول است.

log  − log  = ۱ ⇒ log  = ۱ ⇒  = ۳۳
(۲x +۱)۲

۳
(x+۲)

۳
 x+۲

۲x +۱۲

x + ۲
۲x + ۱۲

⇒ ۲x − ۳x − ۵ = ۰ ⇒ x =  =  ⇒ x = −۱ ,  

۲

۴
۳ ±  ۹ + ۴۰

۴
۳ ± ۷

۴
۱۰

۲x − ۱ > ۰x =
۴
۱۰

log  =۸
(۲x−۱) log  =۸

(  −۱)۲
۱۰

log  =۸
۴ b ⇒ ۴ = ۸ ⇒b ۲ =۲ ۲ ⇒۳b b =  

۳
۲

گزینه 1 42

,α)نکته: هر نقطه روی نیمساز ربع دوم و چهارم به صورت  است. −α)

⇒{
y(−۱) = ۰
y(۱) = −۱   ⇒

⎩
⎨
⎧log  = ۰

 ۲
۱

(−a+b)

log  = −۱
 ۲

۱
(a+b)  ⇒{

−a + b = ۱
a + b = ۲ b =  

۲
۳

گزینه 3 43

log  + log  =x
(۳x+۸)

x
(x−۶) ۲ ⇒ log  =x

(۳x+۸)(x−۶) ۲ ⇒ x =۲ ۳x −۲ ۱۰x − ۴۸ ⇒ x −۲ ۵x − ۲۴ = ۰

⇒ (x − ۸)(x + ۳) = ۰ ⇒    

⎩
⎨
⎧x = ۸ ⇒ log  = log  =  ۴

۸
۲۲
۲۳

۲
۳

x = −۳ غ ق ق
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گزینه 1

گام اول

گام دوم

44

الف) عبارت جلوی لگاریتم باید همواره مثبت باشد.

ب) عبارت زیر رادیکال با فرجۀ زوج، باید نامنفی باشد.

باتوجه به دو قسمت گام اول، مجموعه جواب را به دست آورده و بین آن ها اشتراک می گیریم.

اشتراک دو مجموعه جواب به دست آمده برابر  است.

I) x −۲ ۳x > ۰ ⇒ x x − ۳ >( ) ۰ ⇒ x > ۳ یا x < ۰

II)۱ − log x − ۳x ≥( ۲ ) ۰ ⇒ ۱ ≥ log x − ۳x ⇒( ۲ ) log ۱۰ ≥ log x − ۳x( ۲ )

⇒ ۱۰ ≥ x −۲ ۳x ⇒ x −۲ ۳x − ۱۰ ≤ ۰ ⇒ x − ۵ x + ۲ ≤( ) ( ) ۰ ⇒ −۲ ≤ x ≤ ۵

[−۲, ۰) ∪ (۳, ۵]

گزینه 2 45

با مساوی قرار دادن ضابطه های دو تابع مختصات نقطۀ تقاطع یعنی نقطۀ A را به دست می آوریم:

حل معادلۀ (*):

⎩
⎨
⎧f(x) = ۴x

g(x) = (  ) +  = (  ) +  

۲
۱ ۲x

۲
۳

۴
۱ x

۲
۳

⇒ ۴ = (  ) +  ⇒ ۴ − (  ) =   x =  

x

۴
۱ x

۲
۳ x

۴
۱ x

۲
۳ (∗)

۲
۱

 y = ۲ ⇒ A(  , ۲)
جایگذاری در یکی از توابع

۲
۱

⇒ فاصله  =  =  (  − (−  )) + (۲ − ۱)
۲
۱

۲
۱ ۲

۲ ۲

۴ − (  ) = , a = ۴x

۴
۱ x

۲
۳ x

⇒ a −  =  ⇒ a −  a − ۱ = ۰ ⇒ (a − ۲)(a +  ) = ۰
a
۱

۲
۳ ۲

۲
۳

۲
۱

⇒   

⎩
⎨
⎧a = ۲ ⇒ x =  

۲
۱

a = − غ.ق.ق  
۲
۱
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گزینه 4 46

برای آنکه دو تابع برابر باشند، باید دامنه های یکسانی داشته باشند. در این تست کافی است دامنۀ تابع  را پیدا

کنیم و با دامنۀ تک تک گزینه ها مقایسه کنیم.

در گزینۀ 2 باید  باشد، پس دامنۀ آن با دامنۀ تابع اولیه مغایرت دارد.

بنابراین فقط دامنۀ گزینۀ 4 با دامنۀ تابع اولیه برابر است.

y = log  

x
x − ۲

y = log  ⇒
x

x − ۲
دامنه :  >

x
x − ۲

۰ ⇒    

⎩⎪
⎨
⎪⎧x > ۲

یا
x < ۰

۱ گزینۀ : y = log(x − ۲) − log x ⇒ دامنه :    {
x − ۲ > ۰ ⇒ x > ۲
x > ۰

اشتراک
x > ۲

۲ گزینۀ : y = log  =
x(x + ۲)
x − ۴۲

log  ⇒
x(x + ۲)

(x − ۲)(x + ۲)
 >

x(x + ۲)
(x − ۲)(x + ۲)

۰

x  =� −۲

۳ گزینۀ : y =  log (  ) ⇒
۲
۱

x
x − ۲ ۲ (  ) >

x
x − ۲ ۲ ۰ ⇒ x  =� ۲ , ۰

۴ گزینۀ : y = ۲ log    

x
x − ۲ دامنه

 > 

x
x − ۲

۰ ⇒  >
x

x − ۲
۰ ⇒    

⎩⎪
⎨
⎪⎧x > ۲

یا
x < ۰

گزینه 3

گام اول

گام دوم

47

معادلات نمایی و لگاریتمی را به صورت ساده شده می نویسیم (از معادلۀ لگاریتمی  را بر حسب  به دست می آوریم) با حل

دستگاه دومعادله و دومجهول حاصل  و  را تع�ن می کنیم.

yx

xy

log y = ۲ log ۳ + log x ⇒ log y = log ۳ +۲ log x

⇒ log y = log ۹x ⇒ y = ۹x (۱)

۲ ×x−۷ ۴ =x+y ۱ ⇒ ۲ ×x−۷ (۲ ) =۲ x+y
۱ ⇒ ۲ ×x−۷ ۲ =۲x+۲y ۱

⇒ ۲ =۳x+۲y−۷ ۱ = ۲ ⇒۰ ۳x + ۲y − ۷ = ۰  

(۱) ۳x + ۱۸x − ۷ = ۰

⇒ ۲۱x = ۷ ⇒ x =  =
۲۱
۷

 

۳
۱

y = ۹x ⇒ y = ۹ ×  =
۳
۱

۳
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گزینه 2 48

راه حل اول:

تابع به  اندازۀ  نسبت به نمودار  انتقال افقی به سمت راست داشته است. پس:

به علاوه مقدار تابع در  صفر است:

راه حل دوم: ( برای به دست آوردن  و  )

y = −۱ + log  b
(۲(x+  ))۲

a

+  

۲
۱

y = log x

 = −  ⇒ a = −۱
۲
a

۲
۱

y = −۱ + log  b
۲x−۱( )

x = ۲

y ۲ = −۱ + log  = ۰ ⇒ log  = ۱ ⇒ b = ۳( ) b
۳

b
۳

y = −۱ + log   −۱ + log  = ۱۳
۲x−۱( ) y=۱ برخورد با

۳
۲x−۱( )

⇒ log  = ۲ ⇒ ۲x − ۱ = ۹ ⇒ x = ۵۳
۲x−۱( )

ab

y = −۱ + log  b
(۲x+a)

   ⇒ a = −۱
۲x + a > ۰ ⇒ x > −  

۲
a

طبق نمودار : x >  

۲
۱

⎭⎪
⎬
⎪⎫

(۲, ۰) ⇒ −۱ + log  = ۰ ⇒ b = ۳b
۳

گزینه 3 49

حاصل  را می خواهیم:

۳ = ۸۱ ⇒ ۳ = ۳ ⇒ x − ۲ = ۴xx −۲۲ x x −۲۲ ۴x ۲

x − ۴x = ۲ ⇒ x − ۴x + ۴ = ۶ ⇒ x − ۲ = ۶ ⇒ x − ۲ =  

۲ ۲ ( )۲ ۶

log۶
x−۲( )

log  =۶
x−۲( ) log  =۶

 ۶
 

۲
۱
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گزینه 2 50

نمودارهای دو تابع  و  در نقطه ای به طول  متقاطع هستند، پس:

، بنابراین: ازطرفی 

از حل دستگاه معادلات  و  خواهیم داشت:

، کافی است معادلۀ  را حل کنیم: حال برای محاسبۀ 

fg−۱

f −۱ = g −۱ ⇒ ۳ =  ( ) ( ) −a+b (
۹
۱

)
−۱

⇒ ۳ = ۹ = ۳ ⇒ −a + b = ۲ ∗−a+b ۲ ( )

f ۲ =( )  ۳
۱

۳ =۲a+b
 =

۳
۱

۳ ⇒−۱ ۲a + b = −۱ ∗∗( )

∗( )∗∗( )

 {
−a + b = ۲
۲a + b = −۱

 ۳a = −۳ ⇒ a = −۱  b = ۱ ⇒ f x = تفاضل۳ (∗)
( ) −x+۱

f (۲۷)−۱f(x) = ۲۷

۳ =−x+۱ ۲۷ = ۳ ⇒۳ −x + ۱ = ۳ ⇒ −x = ۲ ⇒ x = −۲ ⇒ f ۲۷ =−۱ ( ) −۲
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گزینه 3

گام اول

گام دوم

51

دو تابع در نقطۀ A متقاطع هستند؛ بنابراین در این نقطه با یکدیگر برخورد می کنند. با مساوی قرار دادن ضابطۀ دو تابع نقطۀ

برخورد را تع�ن می کنیم.

بنابراین نقطۀ برخورد دو تابع نقطۀ  است.

فاصلۀ نقطۀ  از نقطۀ  برابر با  است.

(  ) =
۳

 ۳
۲x

۳ +x
 ⇒

۳
۸

(۳ ) =−  ۲
۱ ۲x

۳ +x
 

۳
۸

⇒ ۳ =−x ۳ +x
  

۳
۸ ۳ =t−x

t =  +
t
۱

  

۳
۸ ×t

t =۲ ۱ +  t
۳
۸

×۳
۳t =۲ ۳ + ۸t ⇒ ۳t −۲ ۸t − ۳ = ۰

Δ = (−۸) −۲ ۴(۳)(−۳) = ۶۴ + ۳۶ = ۱۰۰

⎩⎪
⎨
⎪⎧t =  =  = ۳ ⇒ ۳ = ۳ ⇒ x = −۱۱ ۶

۸ + ۱۰
۶
۱۸ −x

t =  =  = − ۲ غ.ق.ق   ۶
۸ − ۱۰

۶
−۲

۳
۱

x = −۱ ⇒ y = ۳ +−۱
 =

۳
۸

 +
۳
۱

 =
۳
۸

 =
۳
۹

۳

A(−۱, ۳)

(−۱, ۳)(−۱, ۱)۳ − ۱ = ۲

گزینه 4 52

 قابل قبول است.

log(x + ۲) + log(۲x − ۱) = log(۴x + ۱) ⇒ log(x + ۲)(۲x − ۱) = log(۴x + ۱)
⇒ (x + ۲)(۲x − ۱) = (۴x + ۱)

⇒ ۲x −۲ x + ۴x − ۲ = ۴x + ۱ ⇒ ۲x −۲ x − ۳ = ۰ ⇒    

⎩
⎨
⎧x = −۱

x = +  

۲
۳

x =  

۲
۳

log  =۴
(۲x+۵) log  =۴

(۳+۵) log  =۲۲
۲۳

 =
۲
۳

۱/۵

گزینه 3 53

اُم باد قایق  خواهد بود. xnx(۰/۹۵)nاگر باد اولیۀ قایق را  در نظر بگیریم آنگاه در روز 

x(۰/۹۵) =n
 ⇒

۲
x

(  ) =
۱۰۰
۹۵ n

 ⇒
۲
۱

(  ) =
۱۹
۲۰ n ۲ ⇒ n(log ۲۰ − log ۱۹) = log ۲ ⇒ n =  =

۱/۳۰۱ − ۱/۲۸۷
۰/۳۰۱

۲۱/۵
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گزینه 4 54

log ۲x − ۵ + log x + ۱ = log ۴x − ۱ ⇒ log ۲x − ۵ x + ۱ = log ۴x − ۱( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

⇒ ۲x + ۲x − ۵x − ۵ = ۴x − ۱ ⇒ ۲x − ۷x − ۴ = ۰۲ ۲

⇒ x =  =  ⇒    

۴
۷ ±  ۴۹ + ۳۲

۴
۷ ± ۹

⎩
⎨
⎧x = ۴ )ق.ق )

x = − غ.ق.ق 
۲
۱

( )

log  = log  = log  = ۲۳
۲x+۱( )

۳
۲×۴+۱( )

۳
۹

گزینه 2 55

اُم  نفر خواهد بود. x xاگر جمعیت اولیه  نفر باشد، سال اول  و سال دوم  و سال 
۱۰۰
۹۹

 x(
۱۰۰
۹۹

)
۲

n x(
۱۰۰
۹۹

)
n

 x =  x ⇒  = ۲(
۱۰۰
۹۹

)
n

۲
۱

(
۹۹
۱۰۰

)
n

⇒ log  = log ۲ ⇒ n log ۱۰۰ − log ۹۹ = log ۲(
۹۹
۱۰۰

)
n

( )

⇒ n =  =
۲ − ۱/۹۹۵

۰/۳
۶۰

گزینه 1 56

یک رابطۀ فوق العاده مهم در مبحث لگاریتم وجود دارد که قبل از حل سؤال، ابتدا آن را بیان می کنیم:

پس همواره به خاطر داشته باشید که مجموع  و  برابر یک است. یعنی اگر در سؤالی یکی از این دو مورد داده شد،

دیگری را هم به صورت غیر مستقیم به ما داده اند.

log ۱۰ = ۱ ⇒ log ۲ × ۵ = ۱ ⇒ log ۲ + log ۵ = ۱

log ۲log ۵

log  = log  = log  = log  = log ۲ − log = log ۲ − log ۵۳ ۱/۶ ۳
 

۱۰
۱۶ ۳

 

۵
۸

 

۳ ۵
۲ ۳ ۵  ۳

۱

= log ۲ −  log ۵  log  = ۱ − ۳k −  (۳k) = ۱ − ۳k − k = ۱ − ۴k
۳
۱ log ۵=۳k

log ۲=۱−۳k

۳ ۱/۶
۳
۱
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گزینه 4 57

در حل تست به دو نکته زیر توجه داشته باشید:

الف) دامنه تعریف تابع  به صورت  است.

ب) عبارت زیر رادیکال با فرجۀ زوج همواره نامنفی است.

دامنه تعریف تابع اصلی اشتراک دو مجموعه جواب  و  است:

y = log g(x)g(x) > ۰

y = log(x − ۱) ⇒ x − ۱ > ۰ ⇒ x > ۱ (I)

f(x) =  ⇒ ۱ − log(x − ۱) ≥ ۰ ⇒ log(x − ۱) ≤ ۱۱ − log(x − ۱)
⇒ log(x − ۱) ≤ log ۱۰ ⇒ ۰ < x − ۱ ≤ ۱۰ ⇒ ۱ < x ≤ ۱۱ (II)

(I)(II)

(I) ∩ (II) : D  = (۱, ۱۱]f

گزینه 3 58

,۵)چون تابع از دو نقطۀ  و  می گذرد، بنابراین مختصات این نقاط در تابع صدق می کند، داریم: ۱۱)(۲۱, ۱۵)

(۵, ۱۱) ∈ f ⇒ ۱۱ = a + log  ۲
(۱۵+b)۲

(۲۱, ۱۵) ∈ f ⇒ ۱۵ = a + log  ۲
(۶۳+b)۲

⇒
⎩
⎨
⎧۱۱ = a + log  ۲

(۱۵+b)۲

۱۵ = a + log  ۲
(۶۳+b)۲   

×(−۱)
{

−۱۱ + a = − log  ۲
(۱۵+b)۲

۱۵ − a = log  ۲
(۶۳+b)۲

⇒ ۴ = log  − log  ⇒ ۴ = ۲ log  −۲ log  ۲
(۶۳+b)۲

۲
(۱۵+b)۲

۲
(۶۳+b)

۲
(۱۵+b)

⇒ ۴ = ۲(log  − log  ) ⇒ ۲ = log  ⇒  = ۴۲
(۶۳+b)

۲
(۱۵+b)

۲
 ۱۵+b

۶۳+b

۱۵ + b
۶۳ + b

⇒ ۶۳ + b = ۶۰ + ۴b ⇒ ۳b = ۳ ⇒ b = ۱

۱۱ = a + log   ۱۱ = a + log  ۲
(۱۵+b)۲ b=۱

۲
(۱۶)۲

⇒ ۱۱ − a = ۸ ⇒ a = ۳
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مبحثدرس

نام و نام خانوادگی

، بر سهمی  واقع باشند. این سهمی، از کدام یک از نقاط1 ،  و  فرض کنید نقاط 

زیر می گذرد؟

(−۲ , ۵)(۰ , ۵)(۱ , ۱۱)y = ax +۲ bx + c

(2 (1

(4 (3

−۱, ۳( )−۱, ۴( )

(۲, ۹)(۲, ۱۵)

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1399

، به صورت  باشد،  کدام است؟2 ۲)اگر حاصل عبارت  −  ) (۲ +  ) ×۳
 ۲

۳

۳
 ۳

۴
۳

 ۲ 

۳ AA

(2 (1

(4 (3

 −۳ ۱۳

۲ +۳ ۱

از کشور 1393 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

طول یک مستطیل 2 واحد کمتر از 1/5 برابر عرض آن است. اگر مساحت مستطیل 192 واحد مربع باشد، محیط آن کدام است؟3

56 (2 52 (1

64 (4 60 (3

از کشور 1399 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، کدام است؟4 ۱−مجموعه جواب نامعادلۀ  <  <
x + ۱
۲x − ۱

۳

(2 (1

(4 (3

(۰, +∞)(۴, +∞)

R− [−۴, ۰]R− [−۴, −۱]

از کشور 1399 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

5
، کدام است؟ + حاصل عبارت 

۴ +  ۳
 − ۱۲۷

(۲ −  )۳
−۱

(2 (1

(4 (3

۱ + ۲ ۳۲ ۳

۱ + ۳۱

از کشور 1399 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

توان های گویا و عبارت جبری / معادله نامعادله و تع�ن علامتریاضی | کانال آقای کنکور
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، کدام است؟6 ، نمودار تابع  بالاتر از نمودار تابع  است. بیشترین مقدار  ,a)در بازۀ  b)y = (x − ۱)۲y = ۴x۴b − a

(2 1 (1

(4 2 (3

 

۲
۳

 

۲
۵

از کشور 1399 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

فرض کنید  رأس سهمی  گذرا بر نقطۀ  باشد. این سهمی از کدام یک از نقاط زیر،7

می گذرد؟

A(−۱, ۹)y = ax +۲ bx + c(۳, ۱)

(2 (1

(4 (3

(۵ , −۷)(۵, −۹)

(۲ , ۵)(۱ , ۵)

از کشور 1399 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، کدام است؟8 ، نمودار تابع با ضابطۀ  در زیر خط  واقع است. بیشترین مقدار  ,a)در بازۀ  b)y =  ۲x − ۴  ∣
∣ ۲

∣
∣y = ۲xb − a

2 (2 1 (1

4 (4 3 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1399

، کدام است؟9 ۱مجموعۀ جواب نامعادلۀ  <  <
۲x − ۱
x + ۱

۳

(2 (1

(4 (3

(۰/۶, ۱/۵)(۰/۸, ۱/۲)

(۱, ۲)(۰/۸, ۲)

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1399

10
، کدام است؟ − حاصل عبارت 

۵ −  ۶
 +  ۸ ۲۷

۲  − ۱( ۴ ۹ )
−۱

(2 (1

(4 (3

۱ + ۳−۱ + ۲

۱ − ۲ −۲ ۲ ۳

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1399

، کدام است؟11 )حاصل عبارت   +۲ −  ۳  ) ⋅۲ +  ۳ ۳ ۲  ۲

(2 (1

(4 (3

۳۲

۱ + ۳۲ ۳

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1393
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، کدام است؟12 ۱−جواب نامعادلۀ  ≤ ۳x − ۲ ≤ ۱

(2 (1

(4 (3

 ≤
۳
۱

x ≤ ۱−۱ ≤ x ≤ ۱

−۱ ≤ x ≤  

۳
۱−۲ ≤ x ≤ ۱

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1386

yنمودار تابع  در بازۀ  بالاتر از خط به معادلۀ  قرار دارد. بزرگ ترین مقدار  کدام است؟13 = ۴ − ∣x∣(a , b)۲y + x = ۵b − a

4 (2 3 (1

6 (4 5 (3

از کشور 1386 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

yنمودار تابع  در بازۀ  بالاتر از خط به معادلۀ  قرار دارد، بزرگ ترین مقدار  کدام است؟14 = ۴ − x∣ ∣(a , b)۲y + x = ۵b − a

4 (2 3 (1

6 (4 5 (3

از کشور 1386 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

x∣مجموعه جواب نامعادلۀ  کدام است؟15 −۲ ۲x∣ < x

(2 (1

(4 (3

(۰ , ۱)(۰ , ۳)

(۱ , ۲)(۱ , ۳)

از کشور 1392 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، کدام است؟16 ۵x)اگر  باشد، حاصل  −  ) =
۲x
۳

۴(۲۵x +۲
 )

۴x۲
۹

29 (2 24 (1

32 (4 31 (3

انسانی دوازدهم آزمون شماره 1 تابستان 1398 قلمچی علوم 

انسانی داخل 1395 کنکور سراسری علوم 

، کدام است؟17 ۶× حاصل عبارت  ۱۲  ×۴ ۵۴ ۳ ۲  

۴ ۶

(2 (1

6 (4 (3

۶ ۶ ۲۳ ۶ ۳۲

۲ ۳ ۹

از کشور 1395 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 
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18
، در بازۀ  پا�ن تر از خط به معادلۀ  است، بیشترین مقدار  نمودار تابع با ضابطۀ 

کدام است؟

f(x) =  

x + ۴۲
۳x − ۲x۲

(a, b)y = ۲b − a

6 (2 4 (1

(4 8 (3∞

از کشور 1388 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، هر نقطه از نمودار تابع  بالای محور  هاست؟19 af(x)به ازای کدام مجموعه مقادیر  = (a − ۱)x +۲ ۲  x +۲ ax

(2 (1

(4 (3

a < −۱a > ۱

a > ۲۱ < a < ۲

از کشور 1389 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

a)اگر عبارت  به  ازای هر مقدار  منفی باشد،  به کدام مجموعه تعلق دارد؟20 − ۱)x +۲ (a − ۱)x + ۱xa

(2 (1

(4 (3

{a : ۱ < a < ۵}{a : a < ۱}

∅R

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1391

، نمودار تابع  بالاتر از نمودار تابع  قرار دارد؟21 xf(x)در کدام بازه از مقادیر  = ۵ − ∣x − ۱∣g(x) = ∣۲x∣

(2 (1

(4 (3

(−  , ۱)
۳
۴

(−  , ۱)
۳
۲

(−  , ۲)
۳
۴

(−  , ۲)
۳
۲

از کشور 1393 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

xمجموعۀ جواب نامعادلات  به کدام صورت است؟22 + ∣x∣ ≤  x +
۲
۱

۳

(2 (1

(4 (3

[−۴ , ۲][−۶ , ۸]

[−۶ , ۲][−۲ , ۶]

از کشور 1384 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

< مجموعه جواب نامعادلۀ  کدام مجموعه است؟23
x + ۱
x − ۱

۲x

(2 (1

(4 (3

{x : x < −۱}{x : x > −۱}

{x : −۱ < x < ۱}{x : −۲ < x < −۱}

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1384
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، همواره چگونه است؟24 f(x)تابع با ضابطۀ  با دامنۀ  = x −۲ ۲x − ۳{x : x − ۱ <∣ ∣ ۲}

مثبت (2 منفی (1

نزولی (4 صعودی (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1391

۱مجموعه جواب نامعادلۀ  به کدام صورت است؟25 <  <
x + ۱

۲x − ۳
۳

(2 (1

(4 (3

R− −۶, ۴[ ]R− −۴, ۶[ ]

x > ۴x < −۶

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1398

، دارای دو ریشۀ حقیقی است؟26 ، معادلۀ درجۀ دوم  m۲mبه ازای کدام مجموعه مقادیر  − ۱ x +( ) ۲ ۶x + m − ۲ = ۰

(2 (1

(4 (3

−۲ < m < ۲/۵−۲ < m < ۳/۵

−۱ < m < ۳/۵−۱ < m < ۲/۵

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1398

، به کدام صورت است؟27 x)مجموعه جواب نامعادلۀ  − ۴) x <∣ ∣ ۲x − ۵

(2 (1

(4 (3

(۱ , ۵)(۱ −  , ۱ +۶ )۶

(۱ , ۵) ∪ (۱ +  , +∞)۶(−∞ , ۱ −  ) ∪۶ (۱ , ۵)

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1392

، کدام است؟28 αاگر  و  باشند حاصل عبارت  = ۴ ۳  − ۴۲β =  

۴ ۳  + ۴۲(α +۲ β −۲ αβ)(α +۲ β +۲ αβ)

8 (2 6 (1

(4 (3۶ ۲۷ ۲

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1395

، به صورت کدام بازه  است؟29 ۲xمجموعه جواب نامعادله  + ۱ − x − ۲ >∣ ∣  x + ۱  ∣
∣ ۲

∣
∣

(2 (1

(4 (3

(−۲, ۱)(−۱, ۱)

(−۱, ۲)(۱, ۲)

از کشور 1395 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، برای هر مقدار دلخواه  مثبت است؟30 ، عبارت  m(mبه ازای کدام مقادیر  − ۱) x +۲ ۶x + ۲m + ۱x

(2 (1

(4 (3

m < −۲m > ۲/۵

۱ < m < ۲۱ < m < ۲/۵

از کشور 1390 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 
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۱−مجموعه جواب نامعادلۀ  به کدام صورت است؟31 <  <
x − ۳
۳x + ۱

۳

(2 (1

(4 (3

x <  

۲
۱x < ۳

−  <
۲
۱

x < ۳ <
۲
۱

x < ۳

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1396

ها است؟32 ، همواره پا�ن محور  ، سهمی به معادلۀ  myبه ازای کدام مجموعه مقادیر  = ۱ − m x +( ) ۲ ۲ m − ۳ x −( ) ۱x

     (2      (1

     (4      (3

۱ < m < ۵۲ < m < ۵

۲ < m < ۷۲ < m < ۶

از کشور 1398 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، به صورت بازه، کدام است؟33 < مجموعه جواب نامعادلۀ 
x − x − ۲۲

۷x − ۸
 

x − ۲
x

(2 (1

(4 (3

−۴, ۲ ∪( ) ۲, ۳( )۲, ۴( )

−۱, ۲ ∪( ) ۲, ۴( )−۱, ۲( )

از کشور 1398 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

Aاگر  باشد، حاصل  کدام است؟34 = ۱۲۵ ۹  ۳( )−۱/۵۱ + A( −۱)  ۲
۱

4 (2 3 (1

6 (4 5 (3

از کشور 1398 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

Aاگر  باشد، حاصل  کدام است؟35 =  (  )۵ ۴  

۳ ۱۶
۲
۱ −  ۳

۴
۲A( )−  ۳

۱

0/5 (2 0/25 (1

1 (4 0/75 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1398

36
، به صورت کدام بازه  است؟ <   مجموعۀ جواب نامعادلۀ 

∣
∣
∣
∣

۲x − ۳
۲ − x

∣
∣
∣
∣

۱

(2 (1

(4 (3

(۱ ,  )
۲
۳

(۱ ,  )
۳
۵

(  ,  )
۲
۳

۳
۵

(  , ۲)
۳
۵

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1395
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مبحثدرس

گزینه 1 1

سه نقطۀ داده شده را در معادلۀ سهمی جایگذاری می کنیم:

بنابراین معادلۀ سهمی به صورت  است. هرکدام از گزینۀ ها که در معادلۀ سهمی صدق کند جواب مسئله

است:

⎩⎪
⎨
⎪⎧(۰, ۵) : c = ۵

(−۲, ۵) : ۴a − ۲b + ۵ = ۵ ⇒ ۴a − ۲b = ۰ ⇒ ۲a − b = ۰
(۱ , ۱۱) : a + b + ۵ = ۱۱ ⇒ a + b = ۶

⇒   ⇒ a = ۲, b = ۴{
۲a − b = ۰
a + b = ۶

y = ۲x +۲ ۴x + ۵

۱ گزینۀ : (−۱, ۳) ⇒ ۲(−۱) +۲ ۴(−۱) + ۵ = ۳ ✓

۲ گزینۀ : (−۱, ۴) ⇒ ۲(−۱) +۲ ۴(−۱) + ۵  ۴ ×=

۳ گزینۀ : (۲, ۹) ⇒ ۲(۲) +۲ ۴(۲) + ۵  ۹ ×=

۴ گزینۀ : (۲, ۱۵) ⇒ ۲(۲) +۲ ۴(۲) + ۵  ۱۵ ×=

گزینه 1 2

باتوجه به اینکه حاصل عبارت داده شده برابر  است، ابتدا طرفین را به توان 3 می رسانیم. دو عبارت  و 

مزدوج یکدیگر هستند. دو عبارت هم توان از آن ها جدا کرده و با استفاده از اتحاد مزدوج، حاصل عبارت را تا حد امکان ساده

می کنیم و درنهایت مقدار  را به دست می آوریم.

 

۳ A۲ +  ۳۲ −  ۳

A

 = (۲ −  ) (۲ +  ) ×   A = (۲ −  ) × (۲ +  ) ×  

۳ A ۳
 ۲

۳

۳
 ۳

۴ ۳
 ۲ ۳ به توان ۳

 ۲
۹

۳
۴

۲

= (۲ −  ) (۲ +  ) (۲ −  )  = (۲ −  )(۲ +  )   ۳
۴

۳
۴

۳
 ۲

۱

۲ [ ۳ ۳ ]
۴

۲ −  ۳ ۲

= (۴ − ۳)  =  =  =   − ۱  =  − ۱ ⇒ A =  − ۱۴ ۲(۲ −  )۳ ۴ − ۲  ۳ (  − ۱)۳
۲

∣
∣
∣ ۳

∣
∣
∣ ۳ ۳

پاسخنامه توان های گویا و عبارت جبری / معادله نامعادله و تع�ن علامتریاضی | آقای کنکور
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گزینه 2 3

x xعرض مستطیل را  فرض می کنیم؛ پس طول آن برابر  است. داریم: −
۲
۳

۲

مساحت مستطیل = ۱۹۲ ⇒ x(  x − ۲) = ۱۹۲ ⇒  x − ۲x = ۱۹۲
۲
۳

۲
۳ ۲

 ۳x − ۴x − ۳۸۴ = ۰  x =  =  = ۱۲ (∗)
×۲ ۲ x>۰

۳
۲ +  ۱۱۵۶

۳
۲ + ۳۴

⇒ محیط مستطیل = ۲((  x − ۲) + x)  ۲((۱۸ − ۲) + ۱۲) = ۵۶
۲
۳

(∗)

 

↓
=
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گزینه 3 4

هر دو معادله را جداگانه حل می کنیم:

حال اشتراک دو جواب  و  را به دست می آوریم:

راه حل تستی: (عددگذاری)

حذف گزینۀ "4":

حذف گزینه های "1" و "2":

−۱ <  <
x + ۱
۲x − ۱

۳ ⇒    

⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧۱) − ۱ <  

x + ۱
۲x − ۱

۲)  < ۳
x + ۱
۲x − ۱

۱)  >
x + ۱
۲x − ۱

−۱ ⇒  +
x + ۱
۲x − ۱

۱ > ۰ ⇒  >
x + ۱

۲x − ۱ + x + ۱
۰ ⇒  >

p(x)

  

x + ۱
۳x

۰

⇒ x < −۱ یا  x > ۰ (I)

۲)  <
x + ۱
۲x − ۱

۳ ⇒  −
x + ۱
۲x − ۱

۳ < ۰ ⇒  <
x + ۱

۲x − ۱ − ۳x − ۳
۰ ⇒  <

q(x)

  

x + ۱
−x − ۴

۰

⇒ x < −۴ یا  x > −۱ (II)

(I)(II)

(I)∩(II)
x < −۴ یا x > ۰ ⇒ x ∈ R− −۴, ۰[ ]

x = ۰ ⇒ −۱ <  <
۱

−۱
۳ ×

x = −۵ ⇒ −۱ <  <
−۴
−۱۱

۳ ⇒ −۱ <  <
۴
۱۱

۳ ✓

www.konkur.in

forum.konkur.in
@jozveh_nub



4/22لرنیتو 1399

گزینه 1 5

ابتدا هر عبارت را جداگانه ساده می کنیم:

باتوجه به (1) و (2) داریم:

 =
۴ +  ۳

 − ۱۲۷
 =

۴ +  ۳
۳  − ۱۳

 ×
۴ +  ۳
۳  − ۱۳

 =
۴ −  ۳
۴ −  ۳

 

۱۶ − ۳
۱۲  − ۹ − ۴ +  ۳ ۳

=  =
۱۳

۱۳ − ۱۳۳
 −۳ ۱ (۱)

(۲ −  ) =۳
−۱

=
۲ −  ۳

۱
 ×

۲ −  ۳
۱

 =
۲ +  ۳
۲ +  ۳

 =
۴ − ۳

۲ +  ۳
۲ +  (۲)۳

 +
۴ +  ۳

 − ۱۲۷
(۲ −  ) =۳

−۱
 −۳ ۱ + ۲ +  =۳ ۲  +۳ ۱

گزینه 2 6

نمودار  بالاتر از نمودار  قرار دارد، پس:

دو نامعادلۀ فوق را حل می کنیم:

، درنتیجه: برای اینکه  بیشترین مقدار باشد باید 

y = (x − ۱)۲y = ۴x۴

(x − ۱) >۲ ۴x  

۴ جذر می گیریم
x − ۱ >∣ ∣ ۲x۲

⇒   

⎩
⎨
⎧ ۱) x − ۱ > ۲x۲

یا
۲)x − ۱ < −۲x۲

۱) x − ۱ > ۲x ⇒۲ ۲x −۲ x + ۱ < ۰  

a>۰,Δ<۰ غ ق ق

۲)x − ۱ < −۲x ⇒۲
 <

p(x)

 ۲x + x − ۱۲ ۰ ⇒ Δ = ۹ ⇒ x = −۱ ,  

۲
۱

⇒ x ∈ (−۱ ,  )
۲
۱

b − a(a, b) = −۱ ,  (
۲
۱

)

b − a = +
۲
۱

۱ =  

۲
۳
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گزینه 2 7

راه حل اول:

حال نقاط  و  را در معادلۀ سهمی جایگذاری می کنیم:

بنابراین معادلۀ سهمی به صورت زیر است:

هرکدام از گزینه ها که در معادلۀ سهمی صدق کند، جواب مسئله است:

گزینه 1:

گزینه 2:

گزینه 3:

گزینه 4:

راه حل دوم: حالت کلی معادلۀ سهمی به رأس  به صورت زیر است:

بنابراین داریم:

را در معادله جایگذاری می کنیم: اکنون نقطۀ 

رأس سهمی  : A(−۱, ۹) ⇒ x  =s  =
۲a
−b

−۱ ⇒ b = ۲a (∗)

A(−۱, ۹)(۳, ۱)

{
A(−۱ , ۹) : a − b + c = ۹  a − ۲a + c = ۹ ⇒ −a + c = ۹

(∗)

(۳, ۱) : ۹a + ۳b + c = ۱  ۹a + ۶a + c = ۱ ⇒ ۱۵a + c = ۱(∗)

⇒  ⇒ ۱۶a = −۸ ⇒ a = −   b = −۱{
−a + c = ۹
۱۵a + c = ۱ ۲

۱ (∗)

a − b + c = ۹ ⇒ −  +
۲
۱

۱ + c = ۹ ⇒ c =  

۲
۱۷

y = −  x −
۲
۱ ۲ x +  

۲
۱۷

(۵, −۷) ⇒ −  (۲۵) −
۲
۱

۵ +   −
۲
۱۷

= ۷ ×

(۵, −۹) ⇒ −  (۲۵) −
۲
۱

۵ +  =
۲
۱۷

−۹ ✓

(۲, ۵) ⇒ −  (۴) −
۲
۱

۲ +   ۵ ×
۲
۱۷

=

(۱, ۵) ⇒ −  −
۲
۱

۱ +   ۵ ×
۲
۱۷

=

(α, β)

y = k(x − α) +۲ β

رأس سهمی  : A(−۱, ۹) ⇒ y = k(x + ۱) +۲ ۹

(۳, ۱)

k(۳ + ۱) +۲ ۹ = ۱ ⇒ k = −  ⇒
۲
۱

y = −  x + ۱ +
۲
۱

( )۲ ۹
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با جایگذاری گزینه ها در معادلۀ سهمی، فقط نقطۀ گزینۀ (2) در معادله صدق می کند.

y(۵) = −۹

گزینه 1 8

نمودار  در زیر خط  قرار دارد، بنابراین:

سپس هرکدام از نامعادلات  و  را جداگانه حل می کنیم:

 

بیشترین مقدار  برابر است با:

y =  ۲x − ۴  ∣
∣ ۲

∣
∣y = ۲x

۲x − ۴  <∣
∣ ۲

∣
∣ ۲x

⇒ −۲x < ۲x −۲ ۴ < ۲x  

÷۲
−x < x −۲ ۲ < x

−x < x −۲ ۲x −۲ ۲ < x

x −۲ ۲ > −x ⇒  >

p(x)

 x + x − ۲۲ ۰

⇒ x < −۲ یا x > ۱ (۱)

x −۲ ۲ < x ⇒  <

q(x)

 x − x − ۲۲ ۰

⇒ −۱ < x < ۲ (۲)

(۱) ∩ (۲) ⇒ ۱ < x < ۲ ⇒ (a, b) = (۱, ۲)

b − a

۲ − ۱ = ۱
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گزینه 4 9

ابتدا هردو نامساوی را جداگانه حل می کنیم:

 

حال اشتراک دو مجموعه جواب  و  را به دست می آوریم:

راه تستی (عددگذاری):

حذف گزینۀ "3":

حذف گزینۀ "1" و "2":

۱ <  <
۲x − ۱
x + ۱

۳ ⇒   

⎩⎪
⎨
⎪⎧ ۱)  > ۱

۲x − ۱
x + ۱

۲)  < ۳
۲x − ۱
x + ۱

۱)  >
۲x − ۱
x + ۱

۱ ⇒  −
۲x − ۱
x + ۱

۱ > ۰ ⇒  =
۲x − ۱

x + ۱ − ۲x + ۱
 >

p(x)

  

۲x − ۱
−x + ۲

۰

⇒  <
۲
۱

x < ۲ (I)

۲)  <
۲x − ۱
x + ۱

۳ ⇒  −
۲x − ۱
x + ۱

۳ < ۰ ⇒  =
۲x − ۱

x + ۱ − ۶x + ۳
 <

q(x)

  

۲x − ۱
−۵x + ۴

۰

⇒ x < یا  x >
۲
۱

(II)
۵
۴

(I)(II)

(I)∩(II)
 <

۵
۴

x < ۲ ⇒ x ∈ (۰/۸, ۲)

x = ۱ ⇒ ۱ <  <
۱
۲

۳

x = ۱/۵ ⇒ ۱ <  <
۲

۲/۵
۳
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گزینه 2 10

ابتدا هر عبارت را جداگانه محاسبه می کنیم:

بنابراین طبق (1) و (2) داریم:

 =
۵ −  ۶

 +  ۸ ۲۷
 =

۵ −  ۶
۲  + ۳  ۲ ۳

 ×
۵ −  ۶

۲  + ۳  ۲ ۳
 

۵ +  ۶
۵ +  ۶

=  =
۲۵ − ۶

۱۰ + ۴  + ۱۵ + ۹  ۲ ۳ ۳ ۲
 =

۱۹
۱۹  +  ( ۲ ۳)

 +۲  (۱)۳

۲  − ۱ =( ۴ ۹ )
−۱

 =
 − ۱۴ ۹
۲

 =
 − ۱۳

۲
 ×

 − ۱۳
۲

 

 + ۱۳
 + ۱۳

=  =
۲

۲  + ۱( ۳ )
 +۳ ۱ (۲)

 −
۵ −  ۶

 +  ۸ ۲۷
۲  − ۱ =( ۴ ۹ )

−۱
 +۲  −۳  + ۱ =( ۳ )  −۲ ۱

گزینه 4 11

برای اینکه حاصل عبارت را به دست آوریم ابتدا فرض می کنیم  که عبارتی مثبت است، باشد.

باتوجه به عبارت های زیر رادیکال ها اگر  را به دست آوریم، به راحتی عبارت ها ساده می شوند. پس ابتدا  سپس  را حساب

، حاصل عبارت  را مشخص می کنیم. می کنیم. پس از تع�ن 

، حاصل عبارت اصلی را به دست می آوریم: با معلوم شدن مقدار 

A =  +۲ −  ۳  ۲ +  ۳
A۲A۲A

AA ۳ ۲  ۲

A =  +   A = (۲ −  ) + ۲  + (۲ +  )۲ −  ۳ ۲ +  ۳ ۲ به توان ۲ ۳ (۲ −  )(۲ +  )۳ ۳ ۳

= ۲ −  + ۲  + ۲ +  = ۲ + ۲ + ۲ = ۶ ⇒ A = ۶ ⇒ A =  ۳ ۴ − ۳ ۳ ۲ ۶

A

( +۲ −  ۳  ) ⋅۲ +  ۳  =
۳

۲  ۲  ×۶  =
۳

(  )۲
۳

 ×۶  =۲  =۱۲ ۲  ۳

گزینه 1 12

، موانعی که در اطراف آن وجود دارد را مرحله به مرحله حذف می کنیم تا جواب نامعادله به دست برای به دست آوردن محدودۀ 

آید:

x

−۱ ≤ ۳x − ۲ ≤ ۱  

+۲ ۱ ≤ ۳x ≤ ۳  

÷۳
 ≤

۳
۱

x ≤ ۱
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گزینه 2

گام اول

گام دوم

13

الف) داریم:

ب) چون می خواهیم نمودار تابع  بالای خط به معادلۀ  قرار بگیرد، ابتدا باید مجموعه جواب

نامعادلۀ  را تع�ن کنیم.

۲y + x = ۵ ⇒ ۲y = ۵ − x ⇒ y =  

۲
۵ − x

y = ۴ − ∣x∣۲y + x = ۵

۴ − ∣x∣ >  

۲
۵ − x

۴ − ∣x∣ >   ۸ − ۲∣x∣ > ۵ − x ⇒ x − ۲∣x∣ > −۳
۲

۵ − x ×۲

⇒  {
x ≥ ۰ : x − ۲x > −۳ ⇒ x < ۳ ⇒ ۰ ≤ x < ۳

x < ۰ : x + ۲x > −۳ ⇒ ۳x > −۳ ⇒ x > −۱ ⇒ −۱ < x < ۰

⇒ −۱ < x < ۳ ⇒ x ∈ (−۱, ۳) ⇒ (a, b) = (−۱, ۳) ⇒ b − a = ۳ + ۱ = ۴

گزینه 2 14

ابتدا معادلۀ خط را به صورت استاندارد می نویسیم:

نمودار تابع  بالای خط  قرار دارد پس باید نامعادلۀ  برقرار باشد. جواب

نامعادله را در دو حالت  و  تع�ن می کنیم.

مجموعه جواب کل، اجتماع دو بازۀ  و  بوده که برابر  می شود.  برابر است با:

۲y + x = ۵ ⇒ ۲y = −x + ۵ ⇒ y = −  x +
۲
۱

 

۲
۵

y = ۴ − x∣ ∣y = −  x +۲
۱

 ۲
۵۴ − x >∣ ∣ − x +۲

۱
 ۲

۵

x ≥ ۰x < ۰

x ≥ ۰ : x =∣ ∣ x ⇒ ۴ − x > −  x +
۲
۱

 ⇒
۲
۵

 x <
۲
۱

۴ −  ⇒
۲
۵

 x <
۲
۱

 ⇒
۲
۳

x < ۳  

x≥ ۰ ۰ ≤ x < ۳ (I)

x < ۰ : x =∣ ∣ −x ⇒ ۴ + x > −  x +
۲
۱

 ⇒
۲
۵

 x >
۲
۳

−   

۲
۳ ÷  ۲

۳

x > −۱  

x < ۰
−۱ < x < ۰ (II)

(I)(II)(−۱ , ۳)b − a

b − a = ۳ − (−۱) = ۳ + ۱ = ۴
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گزینه 4 15

برای حل تست گام های زیر را برمی داریم:

الف) با توجه به کتاب درسی، داریم:

) حل کرده و بین مجموعه جواب های به دست آمده اشتراک می گیریم. ب) نامعادله را در دو مرحله ( و 

نامعادله های 1 و 2 باید هم زمان برقرار باشند، پس بین دو مجموعه جواب به دست آمده اشتراک می گیریم.

∣a∣ < k ⇒ −k < a < k

a < k−k < a

∣x −۲ ۲x∣ < x ⇒ −x < x −۲ ۲x < x

۱) x −۲ ۲x > −x ⇒ x −۲ x > ۰ ⇒ x(x − ۱) > ۰ ⇒ x > ۱ یا x < ۰ (I)

۲) x −۲ ۲x < x ⇒ x −۲ ۳x < ۰ ⇒ x(x − ۳) < ۰ ⇒ ۰ < x < ۳ (II)

(I) ∩ (II) : ۱ < x < ۳ ⇒ x ∈ (۱ , ۳)

گزینه 3 16

راه حل اول:

با استفاده از اتحاد مربع دوجمله ای ابتدا طرفین تساوی  را به توان 2 می رسانیم:

راه حل دوم:

۵x −  =
۲x
۳

۴

(۵x −  ) = ۴ ⇒ ۵x − ۲ × ۵x × (  ) + (  ) = ۱۶
۲x
۳ ۲ ۲ ( )۲ ( )

۲x
۳

۲x
۳ ۲

⇒ ۲۵x − ۱۵ +  = ۱۶ ⇒ ۲۵x +  = ۱۶ + ۱۵۲

۴x۲
۹ ۲

۴x۲
۹

⇒ ۲۵x +  = ۳۱۲
۴x۲
۹

۲۵x +  = ۵x + (  ) = (۵x −  ) + ۲ × (۵x) × (  )۲

۴x۲

۹
( )۲

۲x
۳ ۲

۲x
۳ ۲

۲x
۳

= (۵x −  ) + ۱۵  (۵x −  ) + ۱۵ = ۴ + ۱۵ = ۱۶ + ۱۵ = ۳۱
۲x
۳ ۲ ۵x−  =۴۲x

۳

۲x
۳ ۲ ۲

گزینه 4 17

تمامی عبارت ها را بر اساس توان هایی از 2 و 3 می نویسیم:

 ×  ×  

۶ ۲ × ۳۲ ۴ ۲ × ۳۳ ۳
۲ ×  

۴ ۲ × ۳

= ((۲) × (۳) ) × (۲ × ۳ ) × (۲ × ۲ × ۳ ) ۶
۲

 ۶
۱

 ۴
۱

 ۴
۳

 ۳
۱

 ۱۲
۱

 ۱۲
۱

= ۲ × ۳ = ۲ × ۳ = ۶(  +  +  +  )۳
۱

۴
۱

۳
۱

۱۲
۱ (  + +  )۶

۱
۴
۳

۱۲
۱ ۱ ۱
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گزینه 2

گام اول

گام دوم

18

الف) نمودار تابع  در صورتی پا�ن خط  قرار می گیرد که نامعادلۀ  برقرار باشد.

ب) با تع�ن علامت، محدودۀ جواب نامعادله را تع�ن کرده، آن را با بازۀ  مطابقت داده و مقدار را محاسبه می

کنیم.

f(x) =  

x + ۴۲
۳x − ۲x۲

y = ۲ <
x + ۴۲

۳x − ۲x۲
۲

(a, b)b − a

بنابراین بازۀ  به صورت  در آمده و حاصل  برابر است با:

 < ۲ ⇒  − ۲ < ۰ ⇒  < ۰ ⇒  < ۰
x + ۴۲

۳x − ۲x۲

x + ۴۲
۳x − ۲x۲

x + ۴۲
۳x − ۲x − ۲x − ۸۲ ۲

x + ۴۲
x − ۲x − ۸۲

 x − ۲x − ۸ < ۰ ⇒ (x − ۴)(x + ۲) < ۰ ⇒ −۲ < x < ۴ ⇒ x ∈ (−۲ , ۴)
x +۴> ۰۲

۲

(a , b)(−۲ , ۴)b − a

b − a = ۴ − (−۲) = ۴ + ۲ = ۶

گزینه 3 19

ها قرار داشته باشد باید دو شرط زیر هم زمان اگر قرار باشد عبارت درجه دو به فرم  همواره بالای محور 

برقرار باشد:

مجموعه جواب هر دو نامعادله را تع�ن کرده و بین آن ها اشتراک می گیریم:

اشتراک مجموعه جواب های  و  برابر است با:

y = ax +۲ bx + cx

۱) a > ۰

۲) Δ < ۰

f(x) = (a − ۱)x +۲ ۲  x +۲ a

۱) a − ۱ > ۰ ⇒ a > ۱ (I)

۲) Δ < ۰ ⇒ (۲  ) −۲
۲

۴(a − ۱)(a) < ۰ ⇒ ۸ − ۴a +۲ ۴a < ۰

⇒ ۴a −۲ ۴a − ۸ > ۰  

÷ ۴
a −۲ a − ۲ > ۰

⇒ (a − ۲)(a + ۱) > ۰ ⇒ a < −۱ یا a > ۲ (II)

(I)(II)

(I) ∩ (II) : a > ۲
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گزینه 3 20

عبارت درجۀ دو در صورتی به ازای هر مقدار  منفی است که اولاً ضریب  منفی باشد، ثانیاً معادله ریشه نداشته و 

باشد. مجموعه جواب نامعادله های گفته شده را به دست آورده و بین آن ها اشتراک می گیریم.

بین دو مجموعه جواب  و  هیچ اشتراکی وجود ندارد، بنابراین مجموعه جواب قابل قبول برای  مجموعۀ  است.

xx۲Δ < ۰

f(x) = (a − ۱)x +۲ (a − ۱)x + ۱

۱) a − ۱ < ۰ ⇒ a < ۱ (I)

۲) Δ < ۰ ⇒ (a − ۱) −۲ ۴(a − ۱)(۱) < ۰

⇒ (a − ۱)(a − ۱ − ۴) < ۰ ⇒ (a − ۱)(a − ۵) < ۰ ⇒ ۱ < a < ۵ (II)

(I)(II)a∅

گزینه 3

گام اول

گام دوم

21

،  و  ، عبارت درون قدرمطلق ها را در سه محدودۀ  الف) باتوجه به ریشه های قدر مطلق  و 

تع�ن علامت می کنیم.

ب) جواب سؤال بازه ای است که روی آن  باشد که در هریک از سه محدودۀ مشخص شده به صورت جداگانه

تع�ن می شود.

ج) اجتماع بازه های به دست آمده جواب سؤال خواهد بود.

∣۲x∣∣x − ۱∣x < ۰۰ ≤ x ≤ ۱x > ۱

f(x) > g(x)

بنابراین مجموعه جواب این نامعادله به صورت  درمی آید.

۱) x < ۰ ⇒ ۲x =∣ ∣ −۲x و x − ۱ =∣ ∣ −(x − ۱) = ۱ − x

f(x) > g(x) ⇒ ۵ − x − ۱ > ۲x ⇒ ۵ − (۱ − x) > −۲x ⇒ x + ۴ > −۲x ⇒ ۳x > −۴∣ ∣ ∣ ∣

⇒ x > −   x ∈ (−  , ۰)
۳
۴ x<۰

۳
۴

۲) ۰ ≤ x ≤ ۱ ⇒ ۲x =∣ ∣ ۲x و x − ۱ =∣ ∣ −(x − ۱) = ۱ − x

f(x) > g(x) ⇒ ۵ − x − ۱ >∣ ∣ ۲x ⇒∣ ∣ ۵ − (۱ − x) > ۲x ⇒ x + ۴ > ۲x ⇒ x < ۴  

۰≤x≤۱
x ∈ [۰ , ۱]

۳) x > ۱ ⇒ ۲x =∣ ∣ ۲x و x − ۱ =∣ ∣ x − ۱

f(x) > g(x) ⇒ ۵ − x − ۱ > ۲x ⇒ ۵ − (x − ۱) > ۲x ⇒ ۵ − x + ۱ > ۲x ⇒ ۳x < ۶∣ ∣

⇒ x < ۲  x ∈ (۱ , ۲)
x>۱

(−  , ۲)
۳
۴
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روش اول:

این نامعادله را در دو حالت حل می کنیم. یک بار  و بار دیگر فرض می شود. مجموعه جواب نامعادله را در هر یک

از حالت ها به دست آورده و چون هر دوی آن ها برای ما قابل قبول است بین آن ها اجتماع می گیریم.

روش دوم:

، بنابراین می توان نوشت: ، آنگاه  اگر 

بنابراین  بوده و مجموعه جواب نامعادله به صورت  به دست می آید.

x ≥ ۰x < ۰

۱) x ≥ ۰ ⇒ ∣x∣ = x : x + ∣x∣ ≤ x + ۳  x + x ≤  x + ۳
۲
۱ ∣x∣=x

۲
۱

⇒ ۲x ≤  x + ۳ ⇒  x ≤ ۳ ⇒ x ≤ ۲  ۰ ≤ x ≤ ۲
۲
۱

۲
۳ x≥۰

۲) x < ۰ ⇒ ∣x∣ = −x : x + ∣x∣ ≤ x + ۳  x − x ≤  x + ۳
۲
۱ ∣x∣=−x

۲
۱

⇒  x + ۳ ≥ ۰ ⇒  x ≥ −۳ ⇒ x ≥ −۶  −۶ ≤ x < ۰
۲
۱

۲
۱ x<۰

مجموعه جواب نامعادله = [−۶ , ۰) ∪ [۰ , ۲] = [−۶ , ۲]

∣x∣ ≤ a−a ≤ x ≤ a

x + ∣x∣ ≤  x + ۳
۲
۱

∣x∣ ≤ −  x + ۳ ⇒ −(−  x + ۳) ≤ x ≤ −  x + ۳
۲
۱

۲
۱

۲
۱

x ≤ −  x + ۳ ⇒  x ≤ ۳ ⇒ x ≤ ۲
۲
۱

۲
۳

x ≥ −(−  x + ۳) ⇒ x ≥  x − ۳ ⇒  x ≥ −۳ ⇒ x ≥ −۶
۲
۱

۲
۱

۲
۱

−۶ ≤ x ≤ ۲[−۶ , ۲]

گزینه 1 23

با ایجاد تغ�راتی در نامعادله سعی می کنیم به نامعادله ای به صورت  برسیم.  را تع�ن علامت کرده و

محدوده ای که مثبت باشد را به عنوان جواب در نظر می گیریم.

عبارت  همواره مثبت است، چون در این عبارت درجه دو مقدار  و ضریب  مثبت است پس مخرج باید

منفی باشد. داریم:

Q(x) > ۰Q(x)

 > ۲x ⇒  − ۲x > ۰ ⇒  > ۰ ⇒  > ۰
x + ۱
x − ۱

x + ۱
x − ۱

x + ۱
x − ۱ − ۲x(x + ۱)

x + ۱
x − ۱ − ۲x − ۲x۲

⇒  > ۰ ⇒  > ۰  < ۰
x + ۱

−۲x − x − ۱۲

x + ۱
−(۲x + x + ۱)۲

×(−۱)

x + ۱
۲x + x + ۱۲

۲x +۲ x + ۱Δ < ۰x۲

x + ۱ < ۰ ⇒ x < −۱ ⇒ {x : x < −۱}
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گزینه 1 24

روش اول:

، دامنۀ تعریف تابع را به طور دقیق مشخص می کنیم: ابتدا با استفاده از تعریف نامعادلۀ قدرمطلقی 

سپس مشخص می کنیم در محدودۀ به دست آمده، تابع  چه وضعیتی دارد.

، وضعیت  را مشخص می کنیم: در محدودۀ 

پس در دامنۀ مشخص شده تابع  همواره منفی است.

روش دوم:

با رسم نمودار تابع  وضعیت آن را در بازۀ داده شده بررسی می کنیم.

ها قرار دارد پس مقدار آن همواره منفی است. در بازۀ  نمودار  همواره زیر محور 

روش سوم:

تابع  را تع�ن علامت کرده و وضعیت آن را روی دامنۀ تعریف شده یعنی بازۀ  مشخص می کنیم:

تابع  روی دامنۀ تعریف شده در صورت تست همواره منفی است.

u <∣ ∣ a

u <∣ ∣ a ⇒ −a < u < a

f(x)

x − ۱ <∣ ∣ ۲ ⇒ −۲ < x − ۱ < ۲  

+ ۱
−۱ < x < ۳ ⇒ D  =f (−۱ , ۳)

f(x) = x −۲ ۲x − ۳ = x −۲ ۲x + ۱ − ۴ = (x − ۱) −۲ ۴

(−۱ , ۳)f(x)

−۱ < x < ۳ ⇒ −۲ < x − ۱ < ۲ ⇒ (x − ۱) <۲ ۴ ⇒ (x − ۱) −۲ ۴ < ۰ ⇒ f(x) < ۰

f(x)

f(x) = x −۲ ۲x − ۳ = (x − ۳)(x + ۱)

f(x)

(−۱ , ۳)f(x)x

f(x) = x −۲ ۲x − ۳ = (x − ۳)(x + ۱)

x − ۱ <∣ ∣ ۲ ⇒ −۲ < x − ۱ < ۲  

+ ۱
−۱ < x < ۳ ⇒ D  =f (−۱ , ۳)

f(x)(−۱ , ۳)

f(x)
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دو طرف نامساوی را جداگانه حل می کنیم:

اشتراک (۱) و (۲) جواب مسئله است که اجتماع دو بازۀ  و  می باشد که به صورت  است.

 <
x + ۱

۲x − ۳
۳ ⇒  −

x + ۱
۲x − ۳

۳ < ۰ ⇒  <

p(x)

  

x + ۱
−x − ۶

۰

p(x) < ۰ ⇒ x < −۶ یا x > −۱ ۱( )

 >
x + ۱

۲x − ۳
۱ ⇒  −

x + ۱
۲x − ۳

۱ > ۰ ⇒  >

q(x)

  

x + ۱
x − ۴

۰

q(x) > ۰ ⇒ x < −۱ یا x > ۴ ۲( )

(−∞, −۶)(۴, +∞)R− [−۶, ۴]
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مسئله را با این شرط که ضریب  مخالف صفر است، حل می کنیم. ( )

شرط اینکه معادلۀ درجۀ دوم دو ریشۀ حقیقی متمایز داشته باشد این است که  .

x۲۲m − ۱ ۰=

Δ > ۰

Δ = b − ۴ac = ۶ − ۴ ۲m − ۱ m − ۲ > ۰۲ ( )۲ ( ) ( )

 ۹ − ۲m − ۴m − m + ۲ > ۰ ⇒ ۲m − ۵m − ۷ < ۰
÷۴

( ۲ ) ۲

⇒  <

P m( )

 (۲m − ۷)(m + ۱) ۰ ⇒ m = −۱ ,  

۲
۷

P m <( ) ۰ ⇒ −۱ < m <  

۲
۷
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گزینه 4 27

. در هر دو حالت مجموعه جواب نامعادله را تع�ن کرده و سپس بین آن ها یک بار فرض می کنیم  باشد و بار دیگر 

اجتماع می گیریم.

باتوجه به محدودۀ اولیه  این جواب قابل قبول است.

اجتماع دو مجموعه جواب  و  برابر است با:

x ≥ ۰x < ۰

x ≥ ۰ ⇒ x =∣ ∣ x

(x − ۴) x < ۲x − ۵ ⇒ x −۲ ۴x < ۲x − ۵ ⇒ x −۲ ۶x + ۵ < ۰

⇒ (x − ۵)(x − ۱) < ۰ ⇒ ۱ < x < ۵ (I)

(x ≥ ۰)

x < ۰ ⇒ x =∣ ∣ −x

(x − ۴)(−x) < ۲x − ۵ ⇒ −x +۲ ۴x < ۲x − ۵ ⇒ x −۲ ۲x − ۵ > ۰

x < ۱ − یا  x >۶ ۱ +   ۶
x < ۰

x < ۱ −  (II)۶

(I)(II)

(−∞ , ۱ −  ) ∪۶ (۱ , ۵)
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گزینه 4

گام اول

گام دوم

28

طبق اتحاد مزدوج داریم:

(A − B)(A + B) = A −۲ B۲

با استفاده از اتحاد مزدوج  و با در نظر گرفتن  و  عبارت داده شده را ساده می کنیم:

مقادیر  و  را در عبارت به دست آمده جایگذاری می کنیم:

A = α +۲ β۲B = αβ

α + β − αβ α + β + αβ =( ۲ ۲ ) ( ۲ ۲ ) α + β −( ۲ ۲)
۲ αβ =( )۲ α +۴ β +۴ ۲α β −۲ ۲ α β =۲ ۲ α +۴ β +۴ α β۲ ۲

αβ

 +(
۴

۳  − ۴۲ )
۴

 +(
۴

۳  + ۴۲ )
۴

  ( ۴ ۳  − ۴( ۲ ))

۲

( ۴ ۳  + ۴( ۲ ))

۲

=  +(
۴

۳  − ۴۲ )
۴

 +(
۴

۳  + ۴۲ )
۴

 ( ۴ ۳  − ۴ ۳  + ۴( ۲ ) ( ۲ ))

۲

= ۳  −۲ ۴ + ۳  +۲ ۴ +  =۲ ۷  ۲
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گزینه 4

گام اول

گام دوم

29

xهر تابع شامل قدر مطلق را میتوان به صورت یک تابع دو ضابطه ای نوشت. می دانیم:  =∣ ∣  {
x ; x ≥ ۰
−x ; x < ۰

عبارت  همواره مثبت است؛ بنابراین:

نامعادلۀ داده شده به صورت زیر می شود:

نامعادله را در دو حالت  و  حل می کنیم:

، مجموعه جواب نامعادلۀ  می شود.  اجتماع دو مجموعه جواب به دست آمده؛ یعنی بازۀ 

x +۲ ۱

∣x +۲ ۱∣ = x +۲ ۱

۲x + ۱ − ∣x − ۲∣ > x +۲ ۱

x ≥ ۲x < ۲

(I) x ≥ ۲ ⇒ x − ۲ ≥ ۰ ⇒ ∣x − ۲∣ = x − ۲
۲x + ۱ − x − ۲ > x + ۱ ⇒ ۲x + ۱ − x + ۲ > x + ۱( ) ۲ ۲

⇒ x − x − ۲ < ۰ ⇒ x − ۲ x + ۱ < ۰۲ ( ) ( )

⇒ −۱ < x < ۲ هیچ مقداری نمی تواند داشته باشد  x
x≥۲

(II) x < ۲ ⇒ x − ۲ < ۰ ⇒ ∣x − ۲∣ = − x − ۲( )

۲x + ۱ + x − ۲ > x + ۱ ⇒ x − ۳x + ۲ < ۰۲ ۲

⇒ x − ۲ x − ۱ < ۰ ⇒ ۱ < x < ۲  ۱ < x < ۲( ) ( )
x<۲

۱, ۲( )۲x + ۱ − ∣x − ۲∣ >  x + ۱  ∣
∣ ۲

∣
∣
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گزینه 2 30

عبارت درجه دوم  در صورتی به ازای هر مقدار دلخواه  مثبت است که دو شرط  و 

همزمان برقرار باشد. مجموعه جواب این دو شرط را به دست آورده و بین آن ها اشتراک می گیریم:

بین دو مجموعه جواب  و  اشتراک می گیریم:

y = ax +۲ bx + cxa > ۰Δ < ۰

۱) a > ۰ ⇒ m − ۱ > ۰ ⇒ m > ۱ (I)

f(x) = (m − ۱)x +۲ ۶x + ۲m + ۱

۲) Δ < ۰ ⇒ ۶ −۲ ۴(m − ۱)(۲m + ۱) < ۰

⇒ ۳۶ − ۴(m − ۱)(۲m + ۱) < ۰  

÷ ۴ ۹ − (m − ۱)(۲m + ۱) < ۰

⇒ ۹ − ۲m +۲ m + ۱ < ۰ ⇒ −۲m +۲ m + ۱۰ < ۰

⇒ ۲m −۲ m − ۱۰ > ۰ ⇒ (۲m − ۵)(m + ۲) > ۰

⇒ m > یا  m <
۲
۵

−۲ (II)

(I)(II)

(I) ∩ (II) : m >  ⇒
۲
۵

m > ۲/۵

گزینه 1

گام اول

گام دوم

31

راه حل  اول: 

با عددگذاری داریم:

 بنابراین گزینه های 3،2و4 نادرست است.   

راه حل  دوم:

x = ۱  

با جایگذاری

در نامعادله
−۱ <  <

(۱) − ۳
۳(۱) + ۱

۳ ⇒ −۱ < −۲ < ۳ ×

a−نامعادله را به نامعادله ای به فرم  تبدیل می کنیم تا از ویژگی های نامعادلات قدر مطلقی استفاده کنیم. < u < a

−۱ <  <
x − ۳
۳x + ۱

۳  

−۱
−۲ <  <

x − ۳
۳x + ۱ − x + ۳

۲ ⇒ −۲ <  <
x − ۳
۲x + ۴

۲

⇒    <
∣
∣
∣
∣

x − ۳
۲(x + ۲)

∣
∣
∣
∣

۲  

÷۲
   <

∣
∣
∣
∣

x − ۳
x + ۲

∣
∣
∣
∣

۱ ⇒ x + ۲ <∣ ∣ x − ۳∣ ∣

۲ دو طرف به توان
x +۲ ۴x + ۴ < x −۲ ۶x + ۹ ⇒ ۱۰x < ۵  

÷۱۰
x <  

۲
۱
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گزینه 2 32

ها باشد، باید  و  باشد. پس: اگر سهمی پا�ن محور 

اشتراک (1) و (2) برابر بازۀ  است.

xΔ < ۰a < ۰

y = ۱ − m x +( ) ۲ ۲ m − ۳ x −( ) ۱

Δ = b − ۴ac = ۴ m − ۳ + ۴ ۱ − m = ۴ m − ۶m + ۹ + ۴ − ۴m < ۰۲ ( )۲ ( ) ( ۲ )

 m − ۶m + ۹ + ۱ − m < ۰ ⇒ m − ۷m + ۱۰ < ۰÷۴ ۲ ۲

⇒ m − ۲ m − ۵ < ۰ ⇒ ۲ < m < ۵ ۱( ) ( ) ( )

a = ۱ − m < ۰ ⇒ m > ۱ ۲( )

(۲, ۵)

گزینه 3 33

راه حل تستی:

 در نامعادله صدق می کند، پس گزینه های 1 و 4 حذف می شوند.

راه حل تشریحی:

x = ۳  

جایگذاری در نامعادله
 >

۴
۱۳

۳ ✓

x = ۳

x = ۰  

جایگذاری در نامعادله
۴ > ۰ ⇒ هم حذف می شود ۲ گزینۀ

 −  > ۰ ⇒  > ۰
x − ۲ x + ۱( ) ( )

۷x − ۸
x − ۲

x
x − ۲ x + ۱( ) ( )

۷x − ۸ − x x + ۱( ) ( )

⇒  =  = −  > ۰
x − ۲ x + ۱( ) ( )
−x + ۶x − ۸۲

x − ۲ x + ۱( ) ( )
− x − ۲ x − ۴( ) ( )

x + ۱
x − ۴

⇒ x ∈ −۱, ۲ ∪( ) ۲, ۴( )

گزینه 3 34

A =  ۱۲ =
۵

۹  ۳ ( )−۱/۵
 ۱۲ =

۵
۳  

۲ ۳( )−  ۲
۳

 ×
۵

 ۳۵
 

 ۱۲۳

۱

A =  ×
۱۰ ۳۵

 =
۱۲  ۱۲

۱
 ×۳  =

۲۴  ۳
۱

 

۲۴
۱

⇒ A =−۱ ۲۴ ⇒ ۱ + A =( −۱)
 ۲

۱

(۱ + ۲۴) = ۲
۱

 =۲۵ ۵
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گزینه 2 35

A =  (  ) =  (  ) =  × ۲۵ ۲ × (۲ )۲ ۴  ۳
۱

۲
۱ −  ۳

۴ ۵
۲ × ۲۲  ۳

۴

۲
۱ −  ۳

۴ ۵
۲  ۳

۱۰
 ۳

۴

= (۲ ) × ۲ = ۲ × ۲ = ۲ = ۲ = ۴ ۳
۱۰

 ۵
۱

 ۳
۴

 ۳
۲

 ۳
۴

 ۳
۶ ۲

⇒ (۲A) = (۲ × ۴) = ۸ =  

−  ۳
۱ −  ۳

۱ −  ۳
۱

۲
۱

گزینه 2 36

مقدار  که در این بازه قرار دارد، غیرقابل قبول است (ریشۀ مخرج است)، پس مجموعه جواب صحیح این نامعادله به

صورت زیر است:

نکته: گزینه های 1 و 3 را نیز می توان به عنوان جواب های درست در نظر گرفت ولی باتوجه به گزینه های موجود کامل ترین جواب

گزینۀ 2 است. در غیر این صورت گزینه های 1 و 3 هم صحیح خواهند بود.

   > ۱ ⇒ (  ) > ۱  x − ۴x + ۴ > ۴x − ۱۲x + ۹
∣
∣
∣
∣

۲x − ۳
۲ − x

∣
∣
∣
∣

۲x − ۳
۲ − x ۲ x  =  � ۲

۳
۲ ۲

⇒ ۳x − ۸x + ۵ < ۰ ⇒ ۳x − ۸x + ۵ = ۰ ⇒ Δ = ۶۴ − ۴(۳)(۵) = ۴۲ ۲

⇒ x  =  ⇒ x  = ۱ ,  ۱,۲ ۶
۸ ±  ۴

۱,۲ ۳
۵

x =  

۲
۳

x = (۱,  ) −
۳
۵

 

۲
۳
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مبحثدرس

نام و نام خانوادگی

1
  حاصل  کدام است؟

x→۴
lim

 − ۱۳ −  x

۳x − ۱۰x − ۸۲

-96 (2 -112 (1

-72 (4 -84 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1397

2
، کدام است؟ f(x)تعداد نقاط ناپیوستۀ نمودار تابع با ضابطۀ  =  +

۱ +  

۳ x + ۱
۳ −  x + ۴

 

x + ۵
۱

1 (2 صفر (1

3 (4 2 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1397

، در بازۀ  کدام است؟3 f(x)تعداد نقاط ناپیوستۀ تابع با ضابطۀ  = [x −  ] +
۳
۱

[x +  ]
۳
۲

[−  ,  ]
۳
۵

۳
۵

3 (2 2 (1

5 (4 4 (3

از کشور 1397 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

4
، کدام است؟ ، حاصل  nفرض کنید  ∈ N  

n→+∞
lim

۲ + ۳ × ۲۲n+۱ ۱−۲n

۲ − ۲۲n+۱ ۱−۲n

(2 (1

(4 (3

۱
 

۳
۱

−  

۳
۱−۱

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1399

5
، کدام است؟ ، حاصل  nفرض کنید  ∈ N  

n→+∞
lim

۲ × ۳ + ۳۲n −۲n+۱
۳ − ۳۲n −۲n+۱

(2 (1

(4 (3

+∞
 

۲
۱

۰−  

۲
۱

از کشور 1399 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

حد و پیوستگیریاضی | کانال آقای کنکور
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6
، مقدار  کدام است؟ f(x)اگر  و  =  {

ax − ۱ ; x < ۱
x + ۲a ; x ≥ ۱۲ f(x) −

x→۱+
lim  f(x) =

x→۱−
lim −۱a

-3 (2 -4 (1

-1 (4 -2 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1386

، کدام است؟7   حاصل 

x→(−۲)−
lim

x + ۲
[x] + ۳

(2 (1

(4 صفر (3

−∞−۱

۱

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1399

، کدام است؟8 f(x)تعداد نقاط ناپیوستگی تابع  = [x] sinπx ; ∣x∣ ≤ ۲

2 (2 3 (1

صفر (4 1 (3

از کشور 1399 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

9
، فقط یک مجانب قائم  دارد. اگر  باشد، معادلۀ مجانب افقی نمودار تابع با ضابطۀ 

آن، کدام است؟

f(x) =  

۲x + bx + c۲
ax + ۷x۲

x = ۲f(۳) = ۶

(2 (1

(4 (3

y = −۱y = −  

۲
۱

y =  

۲
۱

y =  

۲
۳

از کشور 1399 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

10
، کدام است؟   حاصل 

x→۰−
lim

 ۱ − cos x
 −  ۲ + ۳x ۲ − x

(2 (1

(4 (3

−۲− ۲

۲۲

از کشور 1399 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، بر  بخش پذیر است. در این حالت باقی ماندۀ11 ، چندجمله ای  به  ازای یک مقدار 

، کدام است؟  بر 

aP (x) = ۲x +۴ ax +۳ ۲x −۲ ۳x۲x − ۱
P (x)x + ۲

-8 (2 -10 (1

6 (4 4 (3

از کشور 1399 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 
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12

، پیوسته است؟ ، در  ، تابع با ضابطۀ  af(x)به  ازای کدام مقدار  =   

⎩⎪
⎨
⎪⎧

 ; x   

cos x۲

۲sin x − sin x − ۱۲

=
۲
π

a ; x =
۲
πx =  

۲
π

(2 (1

(4 (3

۱/۵۱

−۱−۱/۵

از کشور 1399 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

13
، کدام است؟ f(x)تابع با ضابطۀ  را در نظر بگیرید. اگر  باشد، آنگاه  =  

ax + ۷x − ۲۳ ۲
۴x − ۶x + ۱n ۲

 f(x) =
x→∞
lim ۲ f(x)

x→  ۲
۱

lim

(2 (1

(4 (3

−  

۱۷
۴

−  

۱۷
۶

−  

۱۲
۵

−  

۱۱
۶

از کشور 1399 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، به ترتیب 3 و 1 باشند. باقی ماندۀ تقسیم14 فرض کنید باقی ماندۀ تقسیم چندجمله ای  بر  و 

، کدام است؟  بر 

p(x)x − ۴x + ۲
p(x ) +۲ ۴p(−x)x − ۲

(2 (1

(4 صفر (3

۷۱

−۱

از کشور 1399 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

15
،  و  است.  کدام است؟ f(x)نمودار تابع  دارای خط های مجانب  =  

ax + bx + c۲
−۲x + ۳x۲

y = −۱x = −۲x = ۱f(−۱)

1/5 (2 1/25 (1

-1/5 (4 1/75 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1399

16
، کدام است؟ ، یک تابع همواره پیوسته باشد. مقدار  f(x)فرض کنید  =   {

(x − ۱)[x] ; ∣x − ۱∣ < ۱
x + ax + b ; ∣x − ۱∣ ≥ ۱۲a

(2 (1

(4 (3

−  

۲
۳−۱

۱
 

۲
۵

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1399

17
، کدام است؟   حاصل 

x→۱
lim

۲x −  ۳x + ۱
۲x − ۷  + ۵x

-1/2 (2 -1/5 (1

-0/6 (4 -0/8 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1399
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18،   باقی ماندۀ تقسیم چندجمله ای  بر  و  به  ترتیب 8 و 5 است. باقی ماندۀ تقسیم  بر 

کدام است؟

P (x)x − ۱۲x + ۱P (x)۲x −۲ x − ۱

(2 (1

(4 (3

−x + ۴x + ۳

۲x + ۶۲x − ۳

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1399

19
، کدام است؟ f(x)تابع با ضابطۀ  را در نظر بگیرید. اگر  باشد، آنگاه  =  

۴x − ۱۲n

ax −  

۳ x − ۱۲
 f(x) =

x→∞
lim  

۶
۱

 f(x)
x→۳
lim

(2 (1

(4 (3

 

۲۴
۱

 

۱۸
۱

 

۱۲
۱

 

۳۶
۵

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1399

، آنگاه باقی ماندۀ تقسیم20 ، بخش پذیر باشد. اگر  فرض کنید چندجمله ای  بر 

 بر  کدام است؟

p(x)x −۲ ۱Q(x) = p(x − ۱) + p(۱ − x)

Q(x)x − ۲

صفر (2 (1

(4 (3

−۱

۱۲

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1399

21
، کدام است؟ ، اگر  باشد، آنگاه حد  وقتی  f(x)در تابع با ضابطۀ  =  

۲x + ۲
ax +  ۴x + ۵۲

 f(x) =
x→+∞
lim  

۲
۵

f(x)x → −۱

(2 (1

(4 (3

 

۳
۲

 

۶
۵

 

۲
۳

 

۴
۵

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1395

f(x)تعداد نقاط ناپیوستگی تابع با ضابطۀ  روی بازۀ  کدام است؟22 = sin(x − [x])π(۲, ۶)

1 (2 صفر (1

3 (4 2 (3

از کشور 1384 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

f(x)دو تابع با ضابطۀ  و  مفروض اند، تعداد مجانب های نمودار تابع  کدام است؟23 =  

x +  x
x + ۱

g(x) =  

x −  x
۱ − x

(f + g)

1 (2 صفر (1

3 (4 2 (3

از کشور 1385 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

www.konkur.in

forum.konkur.in
@jozveh_nub



5/22لرنیتو 1399

xباقی ماندۀ تقسیم عبارت  بر  برابر 4 است،  کدام است؟24 −۴ ax +۳ x +۲ ۲ax + ۱x + ۱a

-1 (2 -4 (1

4 (4 1 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1380

، آنگاه  کدام است؟25 f(x)اگر  و  =  

x − ۴x + ۳۲
۲x + ۵

g(x) = ۲x
 g(f(x))

x→۱+
lim

1 (2 صفر (1

(4 (3+∞
 

۲
۱

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1384

26
، حاصل  کدام است؟ f(x)در تابع با ضابطۀ  = x − x + ۱۲

 f  −  

x→۰−
lim (

x
۱

x۳
۱

)

صفر (2 (1

موجود نیست (4 (3

−۱

−∞

از کشور 1389 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

27
دو تابع با ضابطۀ  و  مفروض اند. اگر  و  محل تلاقی مجانب های منحنی تابع 

و  مبدأ مختصات باشد، مساحت  کدام است؟

f(x) =  

x + ۲
x + x۲

g(x) =  

x − ۱
x۲

AB(g − f)

OOAB

4 (2 3 (1

6 (4 5 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1385

ff(x)تابع  با ضابطۀ  روی بازۀ  در چند نقطه ناپیوسته است؟28 = (x − ۳)  x − ۱[
۳
۱

](۰, ۹)

2 (2 1 (1

4 (4 3 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1385

29

af(x)به ازای کدام مقدار  تابع با ضابطۀ  بر روی  پیوسته است؟ =    

⎩⎪
⎨
⎪⎧ ; x < −۱

x + ۱
۲ −  ۳ − x

ax + ۱ ; x ≥ −۱
R

(2 (1

(4 (3

 

۲
۱

 

۴
۳

 

۴
۵

 

۲
۳

از کشور 1387 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 
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30
+  حاصل  کدام است؟  

x→−۴
lim (

x + ۳x − ۴۲
x + ۱۹

x + ۴
۳

)

(2 (1

(4 (3

 

۵
−۴

 

۳
−۲

 

۵
۲

 

۳
۲

از کشور 1386 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، آنگاه  کدام است؟31 f(x)اگر  و  = ۲  x
۱

g(x) =  

x + ۱
۲x − ۳

 (gof)(x)
x→۰−
lim

(2 (1

(4 (3

−۳−۱

 

۲
۳۲

از کشور 1386 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

32
، خط مجانب افقی خود را در نقطۀ  قطع می کند، فاصلۀ نقطۀ  از خط مجانب نمودار تابع با ضابطۀ 

قائم کدام است؟

f(x) =  

(x − ۱)۲
۲x − ۳x۲

AA

(2 (1

(4 (3

 

۲
۱

 

۲
۳

۱۲

از کشور 1388 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

f(x)تابع با ضابطۀ  روی بازۀ  پیوسته است، بیشترین مقدار  کدام است؟33 = [x −۲ ۳][۲, ۲ + k)k

(2 (1

(4 (3

 −۲ ۱ −۵ ۲

 −۳ ۱۲

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1388

34
axیک همسایگی به مرکز  و شعاع بیشترین مقدار ممکن، زیر مجموعۀ  است.  کدام است؟ :    > ۱{

∣
∣
∣
∣

۲x − ۱
x − ۳

∣
∣
∣
∣

}a

(2 (1

(4 (3

−  

۴
۳

−  

۳
۱

 

۳
۱

 

۶
۱۱

از کشور 1389 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

قلمچی ریاضی و فیزیک چهارم آزمون شماره 3 1396

35
اگر تابع با ضابطۀ  روی  پیوسته باشد، نمودار این تابع خط  را با کدام عرض قطع

می کند؟

f(x) =  {
ax + b ; ∣x∣ ≥ ۱
x [x] ; ∣x∣ < ۱Rx = ۳

(2 (1

2 (4 1 (3

−۲−۱

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1390

www.konkur.in

forum.konkur.in
@jozveh_nub



7لرنیتو 1399 /22

36
، در نقطۀ  پیوسته است؟ af(x)به ازای کدام مقدار  تابع با ضابطۀ  =   

⎩
⎨
⎧ sin  ; x  ۰

x
π

=

a ; x = ۰
x = ۰

صفر (2 (1

هیچ مقدار  (4 1 (3

−۱

a

از کشور 1390 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

37
، حاصل  کدام است؟ f(x)در تابع با ضابطۀ  =  {

 x > ۰۱ − x
−  x ≤ ۰۱ + x

 f(x −
x→۰−
lim ۳ x)

1 (2 (1

موجود نیست. (4 صفر (3

−۱

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1389

۳a)در همسایگی محذوف به صورت  شعاع همسایگی کدام است؟38 − ۷ , a + ۵) − {۳}

2 (2 1 (1

4 (4 3 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1389

39
 حد عبارت  وقتی  کدام است؟

۲x −  x + ۱۲۲

∣x − x − ۲∣۲
x → ۲−

-2 (2 -3 (1

3 (4 2 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1390

xحد عبارت  در کدام حالت متناهی نیست؟40  [
x
۱

]

(2 (1

(4 (3

x → ۰−x → ۰+

x → −∞x → +∞

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1393

=  اگر  باشد،  کدام است؟41
x→۲
lim

x + ax + b۲
۲x − ۵

−∞a + b

صفر (2 -1 (1

2 (4 1 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1398
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42

، بر روی مجموعۀ اعداد حقیقی، پیوسته است؟ ، تابع با ضابطۀ  afبه ازای کدام مقدار  x =( )    

⎩⎪
⎨
⎪⎧ ; x > ۲

x −  x + ۲
۳x − ۶

ax − ۱ ; x ≤ ۲

2 (2 1/5 (1

3 (4 2/5 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1398

43
yفاصلۀ نقطۀ تلاقی مجانب های منحنی به معادلۀ  از مبدأ مختصات کدام است؟ =  

x − ۳x + ۲۲
x −  x

2 (2 (1

5 (4 (3

۲

۵

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1385

44

، در نقطۀ  فقط از چپ پیوسته است؟ ، تابع با ضابطۀ  afبه ازای کدام مقدار  x =( )    

⎩⎪
⎨
⎪⎧ ; x  − ۲

x + ۲∣ ∣
۸ + x۳

=

a ; x = −۲
x = −۲

-6 (2 -12 (1

12 (4 6 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1398

45
، کدام بیان درست است؟ fدر مورد تابع با ضابطۀ  x =( )  

x + x∣ ∣
x − ۱۲

(2 (1

(4 (3

 f x =
x→۰−
lim ( ) +∞ f x =

x→۰−
lim ( ) −∞

 f x =
x→۰+
lim ( ) +∞ f x =

x→۰+
lim ( ) −∞

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1398

46

، در نقطۀ  پیوسته است؟ f(x)تابع با ضابطۀ  به  ازای کدام مقدار  =   

⎩
⎨
⎧

 ; ۰ ≤ x <  

cos ۲x
۱ − tan x۲

۴
π

a cos ۳x ;  ≤ x ≤  

۴
π

۲
πax =  

۴
π

(2 (1

(4 (3

−۲ ۲−۱

۲۲

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1393
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47
،  فقط دو خط مجانب دارد. مختصات نقطۀ تلاقی مجانب ها کدام می تواند منحنی به معادلۀ 

باشد؟  

a  =� ۰y =  

ax + ۴x − ۱۲
x + ۳x۲

(2 (1

(4 (3

 ,  (
۲
۱

۴
۱

) ,  (
۲
۱

۴
−۱

)

 ,  (
۲

−۱
۴
۱

) ,  (
۲

−۱
۴
−۱

)

از کشور 1387 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

48
، تابع با ضابطۀ  در  پیوسته است؟ af(x)با کدام مجموعه مقادیر  =  {

 ; x ≥ −۱
x + a

۱

x + ax ; x < −۱۲
x = −۱

(2 (1

(4 (3

{۱,  }۲{۱ +  , ۱ −۲ }۲

∅R

از کشور 1387 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

49
حاصل  کدام است؟   

  

x→  ۴
π

lim
sin(x −  )

۴
π

۱ − tan x

-1 (2 -2 (1

2 (4 1 (3

از کشور 1387 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

50
، در نقطۀ  پیوسته است؟ f(x)تابع با ضابطۀ  به  ازای کدام مقدار  =   

⎩
⎨
⎧

 ; x  = ۲
۲ − x

x −  ۲x
�

a ; x = ۲
ax = ۲

-1 (2 -2 (1

1 (4 (3−  

۲
۱

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1387

51
=  اگر  باشد، آنگاه  کدام است؟ (نماد  به مفهوم جزء صحیح است.)  

x→  ۶
۱ +

lim
ax + b

[۴cos πx] − ۱۲x۲

۲
۱

a + b[ ]

(2 (1

12 (4 10 (3

−۲۰−۱۶

از کشور 1392 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 
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52
، در نقطۀ  پیوسته است؟ af(x)به ازای کدام مقدار  تابع با ضابطۀ  =   

⎩
⎨
⎧

 ; x  ۱
x − ۱

 

۳ ۱ −  x
=

a ; x = ۱
x = ۱

(2 (1

هیچ مقدار  (4 (3

 

۲
−۱

 

۶
۱

 

۳
۱a

از کشور 1392 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

53
، وقتی  کدام است؟ ]+ حد عبارت 

x
sin x

] ۲  [
sin x

x
]x → ۰

2 (2 1 (1

حد ندارد. (4 3 (3

از کشور 1392 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

54
، نسبت به مجانب افقی خود، در بی نهایت کدام وضع را دارد؟ f(x)نمودار تابع  =  

x + ۲x۲
۲x − x − ۲۲

(1

(2

(3

(4

از کشور 1398 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

55
f(x)تابع با ضابطۀ  از نظر پیوستگی در دو نقطه به طول های 1 و 1- چگونه است؟ =   

⎩
⎨
⎧

 ; ∣x∣ > ۱
x + ۱
x − ۱۲

۲x ; ∣x∣ ≤ ۱

در 1- ناپیوسته، در 1 پیوسته (2 در 1- ناپیوسته، در 1 ناپیوسته (1

در 1- پیوسته، در 1 ناپیوسته (4 در 1- پیوسته، در 1 پیوسته (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1388

56
، کدام است؟      حاصل 

x→  ۴
۳π

lim
cos ۲x

tan x − ۱۲

(2 -2 (1

2 (4 1 (3

 

۲
۱

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1388

www.konkur.in

forum.konkur.in
@jozveh_nub



11/22لرنیتو 1399

57

، در  پیوسته است؟ f(x)تابع با ضابطۀ  به  ازای کدام مقدار  =    

⎩⎪
⎨
⎪⎧ ; x  ۱

x − ۱
∣x + x − ۲∣۲

=

a ; x = ۱
ax = ۱

-3 (2 هر مقدار  (1

هیچ مقدار  (4 3 (3

a

a

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1390

58
، کدام ، آنگاه تعداد نقاط ناپیوستۀ تابع  روی بازۀ  اگر  و 

است؟

f(x) = [x] + [−x]g(x) =   {
f(x) ; x ∈ Z/

f(x) − ۱ ; x ∈ Zg[−۴, ۴]

2 (2 1 (1

صفر (4 3 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1392

59
=  اگر  باشد، آنگاه  کدام است؟ ۲

x→  ۴
π

lim
cos(x +  )

۴
π

 −  cos x sin x a
a

(2 (1

(4 (3

−  

۲
۱

−  

۴
۱

 

۴
۱

 

۲
۱

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1392

60
اگر تابع با ضابطۀ  با شرط  بر روی مجموعه اعداد حقیقی پیوسته باشد، 

کدام است؟

f(x) =  {
ax + b ; x > ۲
x + bx − ۱ ; x < ۲۲f(۲) = ۵a

1 (2 -1 (1

3 (4 2 (3

از کشور 1391 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

61
، کدام است؟     حاصل 

x→  ۴
π

lim
cos ۲x

tan x − ۱

(2 -1 (1

1 (4 (3

−  

۲
۱

 

۲
۱

از کشور 1391 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 
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، آنگاه نقطۀ تلاقی مجانب های تابع  کدام است؟62 f(x)اگر  و  =  

۲x + ۱
x + ۳

g(x) =  

x + ۲
۲x − ۱

fog

(2 (1

(4 (3

(−۱, ۰)(−۱, ۱)

(−۲, ۲)(۰, ۱)

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1391

، در نقاط  از نظر پیوستگی چگونه است؟63 f(x)تابع با ضابطۀ  = (−۱) sin  x[x]

۲
π

x ∈ Z

فقط در اعداد فرد پیوسته (2 فقط در اعداد زوج پیوسته (1

همواره پیوسته (4 همواره ناپیوسته (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1393

64
، وقتی  کدام است؟ ( نماد جزء صحیح است) + حد عبارت   

x − ۲x۲
x + ۲

۲ − x
۲ x[ ]

x → ۲−[ ]

(2 (1

(4 1 (3

−∞−  

۲
۱

+∞

از کشور 1392 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

65

f(x)به ازای کدام مقدار a تابع با ضابطۀ  در نقطۀ  پیوسته است؟ =    

⎩⎪
⎨
⎪⎧ ; x  ۰

sin x۲
cos x −  cos x

=

a ; x = ۰
x = ۰

(2 (1

a هیچ مقدار (4 (3

−  

۴
۱

−  

۲
۱

 

۲
۱

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1395

66
، تابع با ضابطۀ  در بازۀ  پیوسته است؟ af(x)به  ازای کدام مقدار  =   

⎩
⎨
⎧

 ; x  =  

۲x − π
sin ۲x

�
۲
π

a ; x =
۲
π[۰, ۲π]

صفر (2 -1 (1

1 (4 (3
 

۲
۱

از کشور 1392 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

به ازای مقداری از a، چندجمله ای  بر  بخش پذیر است. کوچک ترین ریشۀ معادلۀ 67

کدام است؟

f(x) = x +۴ ax −۳ ۸xx + ۲f(x) = ۰

(2 (1

(4 (3

۱ − ۳۱ − ۵

−۱ − ۳−۱ − ۵

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1394
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68

، در نقطۀ  پیوسته است؟ f(x)به ازای کدام مقدار a، تابع با ضابطۀ  =    

⎩⎪
⎨
⎪⎧۳x − x ; x < ۲[ ]

a ; x = ۲
x + ۲ ; x > ۲

x = ۲

4/5 (2 4 (1

a هیچ مقدار (4 5 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1392

، کدام است؟ (نماد  به مفهوم جزء صحیح است)  69 ، وقتی  sinحد عبارت   [cos  ] −
۲
x

۲
x

cos x[sin ۲x]x → π[ ]

صفر (2 -1 (1

حد ندارد. (4 1 (3

از کشور 1395 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

70
−  حاصل  کدام است؟    

x→−۲
lim (

۲x + ۵x + ۲۲

۳
x − ۴۲

۴
)

(2 (1

(4 (3

−  

۱۲
۷

−  

۱۲
۵

 

۱۲
۵

 

۱۲
۷

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1393

، در بازۀ  کدام است؟71 f(x)تعداد نقاط ناپیوستۀ تابع با ضابطۀ  = [x ]۲[−۱, ۲]

4 (2 3 (1

6 (4 5 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1395

72

، از نظر پیوستگی در  چگونه است؟ fتابع با ضابطۀ  x =( )    

⎩⎪
⎨
⎪⎧ ; x  ۲

۲ x − ۲∣ ∣
x − ۴۲

=

۲ ; x = ۲
x = ۲

پیوسته (2 از چپ پیوسته (1

از راست پیوسته (4 از چپ ناپیوسته و از راست ناپیوسته (3

از کشور 1398 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، وقتی  کدام است؟ (نماد  به مفهوم جزء صحیح است.)73 sin(x]حد عبارت  −  )] cos ۳x +
۳
π

[tan x]۲x →  

۳
π

[ ]

2 (2 1 (1

حد ندارد. (4 3 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1395
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) حاصل  کدام است؟  74  −  )
x→۲
lim

x − ۲x۲
۶

x − ۲
x + ۱

(2 (1

(4 (3

−  

۲
۵

−  

۲
۳

 

۲
۱

 

۲
۳

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1396

  حاصل  کدام است؟75

x→+∞
lim

x −  x + ۲x۲

۱

(2 (1

(4 (3

۱−۱

۲
 

۲
۱

از کشور 1384 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

76
، به ازای کدام مقدار  روی مجموعۀ اعداد حقیقی پیوسته است؟ (نماد  تابع با ضابطۀ 

به مفهوم جزء صحیح است)

f(x) =  {
[x] + [−x] ; x ∈  Z/
a ; x ∈ Za[ ]

1 (2 (1

همواره ناپیوسته (4 0 (3

−۱

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1396

77
، کدام است؟  حد عبارت  وقتی 

۱۲ + ۶  

۳ x
x + ۱۰x + ۱۶۲

x → −۸

-18 (2 -24 (1

-6 (4 -12 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1398

78
  حاصل  کدام است؟

x→−۱
lim

۲ −  ۲ +  ۳ − x

۲x + ۵x + ۳۲

12 (2 8 (1

24 (4 16 (3

از کشور 1397 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

79
  حاصل  کدام است؟  

x→۲+
lim

 x − ۴x + ۴۲

۲ −  

۳ x + ۶

(2 (1

(4 (3

−  

۶
۱

−  

۱۲
۱

 

۱۲
۱

 

۶
۱

از کشور 1393 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 
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، کدام است؟   80 ) حاصل   −  )
x→−۱
lim

x − ۱۲
۲

x + ۱
x

(2 (1

(4 1 (3

−۲−  

۲
۳

 

۲
۳

از کشور 1396 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

81
، کدام است؟   حاصل 

x→۱+
lim

x + cos πx[ ]
sin πx۲

(2 (1

(4 (3

۱۲

π۲π

از کشور 1398 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

82
، بر روی  پیوسته است.  کدام است؟ ، تابع با ضابطۀ  abfبه ازای مقادیری از  و  x =( )   {

x x ; x < ۱[ ] ∣ ∣

ax + b ; x ≥ ۱∣ ∣
Ra

(2 (1

(4 (3

−  

۲
۳−۱

−  

۲
۱

 

۲
۱

از کشور 1398 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

83
، به ازای کدام مقدار  در نقطۀ  پیوسته است؟ f(x)تابع با ضابطۀ  =    

⎩
⎨
⎧ ; x  = ۰

۱ −  ۱ − x
x

�

a ; x = ۰
ax = ۰

(2 (1

2 (4 1 (3

−۲−۱

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1396

، کدام بیان درست است؟84 f(x)در مورد تابع با ضابطۀ  =  

۱ + ۲ cos x
sin x

(2 (1

(4 (3

 f x =
x→  ۳

۲π +
lim ( ) −∞ f x =

x→  ۳
۲π +

lim ( ) +∞

 f x =
x→  ۳

۲π −
lim ( ) −∞ f x =

x→  ۳
۴π

lim ( ) +∞

از کشور 1398 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

85
، کدام است؟   حاصل 

x→  ۴
۳π −

lim
 ۱ + sin ۲x

۱ − tan x۲

(2 (1

(4 (3

−۲ ۲− ۲

۲۲ ۲

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1397

www.konkur.in

forum.konkur.in
@jozveh_nub



16/22لرنیتو 1399

fاگر  باشد، حاصل  کدام است؟86 x =( ) ۲x + ۴x + x۲
 f x

x→−∞
lim ( )

(2 (1

صفر (4 (3

−۱−  

۲
۱

−  

۴
۱

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1398

، کدام است؟87 fاگر  باشد، حاصل  x =( ) x − ۴x + x۲
  

x→−∞
lim

x
f x( )

-1 (2 -2 (1

3 (4 2 (3

از کشور 1398 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

88

، تابع با ضابطۀ  بر روی مجموعه اعداد حقیقی بزرگ تر از 1، به  ازای کدام مقدار 

پیوسته است؟

af(x) =    

⎩⎪
⎨
⎪⎧ sin  ; ۱ ≤ x ≤ ۶

x
π

a + cos  ; x > ۶۲
۳۶
πx

(2 (1

(4 (3

−  

۲
۱

−  

۴
۱

 

۴
۱

 

۲
۱

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1394

89
، تابع با ضابطۀ  بر روی مجموعۀ اعداد حقیقی پیوسته است؟ af(x)به  ازای کدام مقدار  =  {

x + ax − ۵ ; x > ۲۲

ax − ۱ ; x ≤ ۲

هیچ مقدار  (2 هر مقدار حقیقی  (1

فقط  (4 فقط  (3

aa

a = −۲a = ۲

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1391

90

، بر روی بازۀ  پیوسته است؟ f(x)به ازای کدام مقدار a، تابع با ضابطۀ  =    

⎩⎪
⎨
⎪⎧ ; ۰ ≤ x <  

cos x
cos ۳x

۲
π

sin ۵x − a ;  ≤ x ≤ ۲π
۲
π[۰, ۲π]

2 (2 1 (1

4 (4 3 (3

از کشور 1394 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 
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=  اگر  باشد،  کدام است؟91
x→۳
lim

۲x + ax + b۲
x − ۴

−∞a + b

3 (2 -3 (1

12 (4 6 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1393

  حاصل  کدام است؟92

x→  ۲
π +

lim
cot x
tan x

صفر (2 (1

(4 1 (3

−∞

+∞

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1380

93
، وقتی  برابر 2- است.  کدام است؟  حد کسر  با شرط 

mx − mx + n − ۱n−۲
x + nx + mm+۳

n > ۳x → ∞m + n

4 (2 3/5 (1

5 (4 4/5 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1384

94
، خط به معادلۀ  از نقطۀ تلاقی مجانب های تابع  می گذرد؟ ayبه ازای کدام مقدار  = x + ay =  

x + x − ۲۲
۲x − ۲x۲

(2 (1

4 (4 2 (3

−۴−۲

از کشور 1385 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

95
  حاصل  کدام است؟

x→+∞
lim

۳x +  x
x −  ۴x + ۹x۲

(2 (1

(4 (3

−  

۳
۱

−  

۴
۱

 

۳
۱

 

۳
۲

از کشور 1386 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

x(x حاصل  کدام است؟96 +
x→−∞
lim )x − ۸۲

صفر (2 -8 (1

(4 4 (3∞

از کشور 1393 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 
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) حاصل  کدام است؟97  −
x→∞
lim ۳ ۸x + ۲x۳ ۲ ۲x)

(2 (1

(4 (3

 

۲
۱

 

۳
۱

 

۴
۱

 

۶
۱

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1384

98
، کدام است؟ ، اگر  باشد، آنگاه  f(x)در تابع با ضابطۀ  =  

ax − ۶n

۲x +  x − ۳x۲
 f(x) =

x→+∞
lim −  

۲
۱

 f(x)
x→−۱
lim

(2 (1

(4 (3

−  

۶
۱

−  

۸
۱

 

۴
۱

 

۳
۱

از کشور 1394 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

99
f(x)نمودار تابع با ضابطۀ  از نقطۀ  می گذرد،  کدام است؟ =  

۳x − ۲
ax + ۱ +  ۴x + ۹۲

(۲, ۱) f(x)
x→+∞
lim

(2 (1

1 (4 (3

−  

۳
۱

 

۳
۱

 

۳
۲

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1391

100
، اگر  باشد، آنگاه  کدام است؟ f(x)در تابع با ضابطۀ  =  

ax + ۴n

۳ −  x + ۵۲
 f(x) =

x→+∞
lim  

۲
۱

 f(x)
x→۲
lim

(2 (1

(4 (3

 

۳
۱

 

۳
۲

 

۴
۳

 

۲
۳

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1390

، آنگاه  کدام است؟101 f(x)در تابع با ضابطۀ  اگر  =  

۳x + x۲
ax − ۳x + ۱n

 f(x) =
x→∞
lim  

۳
۲

f(−۱)

(2 (1

  (4   (3

−۲
 

۲
۳

۲۳

از کشور 1391 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، بازۀ  یک همسایگی عدد 3 می باشد؟102 xxبه ازای کدام مجموعه مقادیر  + ۱, ۲x − ۱( )

(2 (1

(4 (3

∅۲{ }

۲ < x < ۲/۵۱/۵ < x < ۲

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1398
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103
خط به معادلۀ  مجانب افقی نمودار تابع  با ضابطۀ  است. معادله مجانب قائم نمودار 

کدام است؟

y =
۲
۳

ff(x) =  

(A − ۱)x + ۱۶۳
Ax + ۱۳

f

(2 (1

(4 (3

x = −۴x = −۲

x = ۲x = ۴

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1382

104
f(x)اگر تابع  در نقطۀ  پیوسته باشد،  کدام است؟ =   {

 ; x < ۱ax + ۳
x + ax ; x ≥ ۱۲x = ۱f(−  )

۴
۳

(2 (1

(4 (3

۰/۵۱/۲۵

۱/۵۲/۵

از کشور 1397 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

105
f(x)شکل زیر نمودار تابع با ضابطۀ  است. دوتایی مرتب  کدام است؟   =  

x − ۱
۴x + ax + b۳

(a, b)

(1

(2

(3

(4

(۰, −۴)

(−۴, ۰)

(−۴, ۱)

(۴, ۰)

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1387

106
f(x)تابع با ضابطۀ  در نقطۀ  پیوسته است.  کدام است؟ =   {

ax + ۲ ; x < ۳x−۳

a log  ; x ≥ ۳۲
(۱+x)x = ۳f(۲)

(2 -2 (1

صفر (4 1 (3

−۱/۵

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1397

107
، آنگاه حد راست این عبارت در نقطۀ  کدام است؟ =  اگر 

x→∞
lim

ax − x + ۲۲
∣x − ۴∣۲

−۱x = −۲

(2 (1

(4 (3

−  

۳
۴

−  

۳
۲

 

۳
۲

 

۳
۴

از کشور 1390 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 
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108
x حاصل  کدام است؟  

x→−∞
lim [

x
۱

]

1 (2 صفر (1

(4 (3+∞−∞

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1387

109
  حاصل  کدام است؟   

x→۱
lim

۲ −  ۵ − x

۱ −  x

-2 (2 -4 (1

4 (4 2 (3

از کشور 1388 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

110
  حاصل  کدام است؟   

x→−۱
lim

x + x۲

۲x +  ۳ − x

(2 (1

(4 (3

−  

۴
۷

−  

۴
۱

 

۴
۳

 

۴
۵

از کشور 1385 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، نقطۀ تلاقی مجانب های نمودار تابع  کدام است؟111 f(x)اگر  و  =  

x − ۳x − ۴۲
x + ۱۱

g(x) =  

x − ۴
۳

f − g

(2 (1

(4 (3

(−۱, ۰)(−۱, ۲)

(۴, −۱)(۴, ۰)

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1390

112
  حاصل  کدام است؟   

x→  ۴
۳π −

lim
۱ + tan x
۱ + cot x

صفر (2 -1 (1

(4 1 (3+∞

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1382

  حاصل  کدام است؟113

x→۰−
lim

x
∣ sin x∣

صفر (2 (1

موجود نیست. (4 1 (3

−۱

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1380
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114
  حاصل  کدام است؟

x→  ۴
π

lim
(۱ − tan x)۲
۱ − sin ۲x

1 (2 (1

(4 2 (3

 

۲
۱

∞

از کشور 1382 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

115

، در  پیوسته است. مقدار  کدام است؟ f(x)تابع با ضابطۀ  =   

⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧a sin ۲x ;  ≤ x <  

۴
π

۴
۳π

cos(x +  ) ;  ≤ x < ۲π
۴
π

۴
۳π

x =  

۴
۳π

a

صفر (2 -1 (1

1 (4 (3−  

۲
۱

از کشور 1390 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

قلمچی علوم تجربی دوازدهم آزمون شماره 1 تابستان 1398

116

، به ازای کدام مقدار a در نقطۀ  پیوسته است؟ f(x)تابع با ضابطۀ  =    

⎩⎪
⎨
⎪⎧ ; x > ۱

x −  x
x − ۱

ax − a + ۲ ; x ≤ ۱
x = ۱

2 (2 1 (1

a هیچ مقدار (4 a هر مقدار (3

از کشور 1396 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

117
، تابع با ضابطۀ  در نقطۀ  حد دارد؟ af(x)به  ازای کدام مجموعه مقادیر  =  {

(x + a) ; x ≥ −۱۲

۲x + ۱ ; x < −۱x = −۱

(2 (1

(4 (3

{۰}{۲}

∅R

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1380

118

، همواره پیوسته است؟ f(x)به ازای کدام مقادیر a تابع با ضابطۀ  =    

⎩⎪
⎨
⎪⎧ ; ۰ < x < a

x
۱

۱ −  ; x ≥ a
۴
x

2 (2 1 (1

a هیچ مقدار (4 3 (3

از کشور 1395 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 
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119

، به  ازای کدام مقدار a در  پیوسته است؟ (نماد  به مفهوم تابع با ضابطۀ 

جزء صحیح است)

f(x) =    

⎩⎪
⎨
⎪⎧

 cos ۴x ; ∣x∣ ≤  [
x

sin x
]

۲
π

a ; x = ۰
x = ۰[ ]

صفر (2 (1

همواره ناپیوسته (4 1 (3

−۱

از کشور 1396 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 
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مبحثدرس

گزینه 1 1

راه حل اول:

راه حل دوم:

 =   ×  =   

x→۴
lim

 − ۱۳ −  x

۳x − ۱۰x − ۸۲

x→۴
lim

 − ۱۳ −  x

(۳x + ۲)(x − ۴)

 + ۱۳ − x

 + ۱۳ − x
x→۴
lim

(۲ −  )x
(۳x + ۲)(x − ۴)(  + ۱)۳ −  x

=   =  (−(۳x + ۲)(۲ +  )(  + ۱))
x→۴
lim

 (۲ −  )x
−(۳x + ۲)  (۲ +  )(  + ۱)(۲ −  )x x ۳ −  x

x→۴
lim x ۳ −  x

= −۱۴ × ۴ × ۲ = −۱۱۲

HOP
  =

x→۴
lim

 − ۱۳ −  x

۳x − ۱۰x − ۸۲
  =

x→۴
lim

 

۲  ۳ −  x

−  

۲  x
۱

۶x − ۱۰
 =

 

۲

−  

۲ × ۲
۱

۱۴
−۱۴ × ۸ = −۱۱۲

گزینه 2 2

بنابراین تنها در  ناپیوسته است.  

پی نوشت: اگر بخواهیم با تعریف پیوستگی در نقطه پاسخ دهیم، باتوجه به اینکه در کتاب درسی نقاط ابتدا و انتهای بازۀ بسته با تعریف پیوستگی

در نقطه، ناپیوسته محسوب می شوند، دو نقطۀ ناپیوستگی داریم.

کلید سنجش 1 نقطه است.

   

دامنه
⎩⎪
⎨
⎪⎧x + ۴ ≥ ۰ ⇒ x ≥ −۴

۱ +   ۰ ⇒ x  − ۲۳ x + ۱= =

x + ۵  ۰ ⇒ x  − ۵= =

دامنه اشتراک= [−۴, +∞) − {−۲}

x = −۲

پاسخنامه حد و پیوستگیریاضی | آقای کنکور
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گزینه 2 3

عبارت خطی  در نقاط صحیح کنندۀ  از بازۀ  ناپیوسته است.

پس  در  پیوستگی راست و در  پیوستگی چپ دارد. درنهایت در سه نقطه ناپیوسته است.

 

پینوشت: اگر بخواهیم با تعریف پیوستگی در نقطه پاسخ دهیم، باتوجه به اینکه در کتاب درسی نقاط ابتدا و انتهای بازۀ بسته با تعریف پیوستگی

در نقطه، ناپیوسته محسوب می شوند، 5 نقطۀ ناپیوستگی داریم.

کلید سنجش 3 نقطه است.

f x = x −  + x +  = x −  + x −  + ۱( ) [
۳
۱

] [
۳
۲

] [
۳
۱

] [
۳
۱

]

= x −  + x − + ۱ = ۲ x −  + ۱[
۳
۱

] [
۳
۱

] [
۳
۱

]

x −  

۳
۱

 ,  ,  {
۳
۴

۳
۱

۳
−۲

}−  ,  (
۳
۵

۳
۵

)

۲ x −  + ۱ = ۲ −۲ + ۱ = ۲ −۲ + ۱ = −۳
x→(−  )۳

۵ +
lim ( [

۳
۱

] ) [( )+] ( )

f −  = −۳(
۳
۵

)

۲ x −  + ۱ = ۲ (  ) + ۱ = ۲ × ۱ + ۱ = ۳ , f  = ۳
x→(  )۳

۵ −
lim ( [

۳
۱

] ) [
۳
۴ −] (

۳
۵

)

f−  

۳
۵

 

۳
۵

گزینه 1 4

راه حل اول:

با استفاده از قاعدۀ پرتوان، حاصل حد را می یابیم:

راه حل دوم:

n → +∞ ⇒    

⎩
⎨
⎧۲ =  → ۰۱−۲n

۲−۱+۲n

۱

۲ → +∞۲n+۱

⇒   =
n→+∞
lim

۲ + ۳ × ۲۲n+۱ ۱−۲n

۲ − ۲۲n+۱ ۱−۲n

 

∞
∞

 =
n→+∞
lim

۲ + ۳ × ۲۲n+۱ ۱−۲n

۲ − ۲۲n+۱ ۱−۲n

  =
n→+∞
lim

۲۲n+۱

۲۲n+۱
۱

 =   =   

n→+∞
lim

۲ + ۳ × ۲۲n+۱ ۱−۲n

۲ − ۲۲n+۱ ۱−۲n

n→+∞
lim

(۲ + ۳)۲۱−۲n ۴n

(۲ − ۱)۲۱−۲n ۴n

n→+∞
lim

۲ + ۳۴n

۲ − ۱۴n

=   =  ۱ −  = ۱
n→+∞
lim

(۲ + ۳)۴n

(۲ + ۳) − ۴۴n

n→+∞
lim

 

۰

 ۲ + ۳۴n
۴
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گزینه 2 5

روش اول: با استفاده از قاعدۀ پرتوان داریم:

روش دوم:

توجه:

n → +∞ ⇒    

⎩
⎨
⎧۳ =  → ۰−۲n+۱

۳۲n−۱
۱

۳ → +∞۲n

⇒   =  

n→+∞
lim

۲ × ۳ + ۳۲n −۲n+۱
۳ − ۳۲n −۲n+۱

∞
∞

 =
n→+∞
lim

۲ × ۳ + ۳۲n −۲n+۱
۳ − ۳۲n −۲n+۱

  =
n→+∞
lim

۲ × ۳۲n

۳۲n
 

۲
۱

 =   =   

n→+∞
lim

۲ × ۳ + ۳۲n −۲n+۱
۳ − ۳۲n −۲n+۱

n→+∞
lim

۳ (۲ × ۳ + ۱)−۲n+۱ ۴n−۱
۳ (۳ − ۱)−۲n+۱ ۴n−۱

n→+∞
lim

۲ × ۳ + ۱۴n−۱
۳ − ۱۴n−۱

=   =  

n→+∞
lim

(۲ +  )۳۴n−۱

۰

  

۳۴n−۱

۱

(۱ −  )۳۴n−۱
  

۳۴n−۱
۱
۰

۲
۱

n → +∞ ⇒  →
۳۴n−۱

۱
۰

گزینه 2

گام اول

گام دوم

6

الف) برای به دست آوردن  از ضابطۀ پا�ن که در آن  است، استفاده می کنیم.

ب) برای به دست آوردن  از ضابطۀ بالا که  است، بهره می بریم.

 f(x)
x→۱+
limx ≥ ۱

 f(x)
x→۱−
limx > ۱

f(x) =  x + ۲a = (۱) + ۲a = ۲a + ۱
x→۱+
lim

x→۱+
lim ۲ ۲

f(x) =  ax − ۱ = a(۱) − ۱ = a − ۱
x→۱−
lim

x→۱−
lim

f(x) −  f(x) = ۲a + ۱ − (a − ۱) = −۱
x→۱+
lim

x→۱−
lim

⇒ ۲a + ۱ − a + ۱ = −۱ ⇒ a + ۲ = −۱ ⇒ a = −۳

گزینه 3 7

 =
x→(−۲)−

lim
x + ۲

[x] + ۳
 =

(−۲) + ۲−

 + ۳ (−۲)[ −]

−۳

 =
۰−

۰
۰
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گزینه 4 8

کافی است پیوستگی تابع را در نقاط صحیح بررسی کنیم. اما ازآنجاکه در نقاط صحیح، تابع  همواره برابر با صفر است، پس  نیز

برابر با صفر می شود. بنابراین در کل تابع  در این بازه پیوسته است.

پینوشت: اگر بخواهیم با تعریف پیوستگی در نقطه پاسخ دهیم، باتوجه به اینکه در کتاب درسی نقاط ابتدا و انتهای بازۀ بسته با تعریف پیوستگی

در نقطه، ناپیوسته محسوب می شوند، دو نقطۀ ناپیوستگی داریم.

کلید سنجش صفر نقطه است.

f(x) = [x] sinπx ; x ∈ [−۲ , ۲]

sinπxf(x)

f(x)

گزینه 2 9

ازآنجاکه تابع فقط یک مجانب قائم دارد، پس  ریشۀ مضاعف مخرج است؛ بنابراین:

، بنابراین: پس  است، همچنین 

x = ۲

۲x +۲ bx + c = ۲(x − ۲) ⇒۲ ۲x +۲ bx + c = ۲x −۲ ۸x + ۸ ⇒ b = −۸ , c = ۸

f(x) =  

۲x − ۸x + ۸۲
ax + ۷x۲

f(۳) = ۶

f(۳) =  =
۱۸ − ۲۴ + ۸

۹a + ۲۱
 =

۲
۹a + ۲۱

۶ ⇒ ۹a + ۲۱ = ۱۲ ⇒ a = −۱

مجانب افقی :  f(x) =
x→∞
lim   =

x→∞
lim

۲x − ۸x + ۸۲
−x + ۷x۲

−  

۲
۱
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گزینه 1 10

. ازطرفی می دانیم اگر  به سمت صفر میل کند،  هم ارز با  می شود، پس باید رفع ابهام انجام دهیم. می دانیم 

. پس نتیجه می گیریم که 

به علاوه هم ارزی زیر را داریم:

پس:

روش دوم:

حال کسر را گویا می کنیم:

 =
x→۰−
lim

 ۱ − cos x
 −  ۲ + ۳x ۲ − x

 

۰
۰

۱ − cos x = ۲sin (  )۲

۲
x

xsin xx

x → ۰ ⇒ ۱ − cos x ∼  

۲
x۲

u → ۰ ⇒  ∼n ۱ ± u ۱ ±  

n
u

 =   

x→۰−
lim

 ۱ − cos x
 −  ۲ + ۳x ۲ − x

x→۰−
lim

  

۲
x۲

 (  −  )۲ ۱ +  x
۲
۳

۱ −  x
۲
۱

=   =   =   = −۲
x→۰−
lim

 

 ۲
∣x∣

 ((۱ +  ) − (۱ −  ))۲
۲

 x
۲
۳

۲

 x
۲
۱

x→۰−
lim

 

 ۲
−x

 x +  x
۴

۳  ۲
۴

 ۲

x→۰−
lim

 

 ۲
−x

 x۲

 =
x→۰−
lim

 ۱ − cos x

 −  ۲ + ۳x ۲ − x
 

۰
۰

 ×  ×  

x→۰−
lim

 ۱ − cos x
 −  ۲ + ۳x ۲ − x

 +  ۲ + ۳x ۲ − x
 +  ۲ + ۳x ۲ − x

 ۱ + cos x
 ۱ + cos x

=   =   = = −۲
x→۰−
lim

∣ sin x∣  +  ۲ + ۳x ۲ − x
۴x  ۱ + cos x

x→۰−
lim

(−  )  +  x ۲ + ۳x ۲ − x
۴   x ۱ + cos x

−۱(۲ )۲
۴  ۲

گزینه 1 11

، بنابراین: طبق صورت سؤال نتیجه می گیریم که 

باقی ماندۀ تقسیم  بر  برابر با  است، پس داریم:

P (  ) =
۲
۱

۰

۲(  ) + a(  ) + ۲(  ) − ۳(  ) = ۰ ⇒ ۲(  ) + a(  ) +  −  = ۰
۲
۱ ۴

۲
۱ ۳

۲
۱ ۲

۲
۱

۱۶
۱

۸
۱

۲
۱

۲
۳

⇒  + − ۱ = ۰ ⇒ a = ۷
۸
۱

۸
a

P (x)x + ۲P (−۲)

P (x) = ۲x + ۷x + ۲x − ۳x۴ ۳ ۲

⇒ P (−۲) = ۲(−۲) + ۷(−۲) + ۲(−۲) − ۳(−۲) = ۳۲ − ۵۶ + ۸ + ۶ = −۱۰۴ ۳ ۲
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گزینه 4 12

xتابع در  پیوسته است، پس: =  

۲
π

f(x) =
x→  ( ۲

π )±
lim f(  ) =

۲
π

a

f(x) =
x→  ۲

π
lim   =

x→  ۲
π

lim
cos x۲

۲sin x − sin x − ۱۲
مبهم 

۰
۰

 =
x→  ۲

π
lim

cos x۲
۲sin x − sin x − ۱۲

  

x→  ۲
π

lim
(۱ − sin x)۲

۲ sin x + ۱ sin x − ۱( ) ( )

 =
x→  ۲

π
lim

−  (sin x + ۱)(sin x − ۱)
۲ sin x + ۱  ( ) sin x − ۱( )

 (−  ) =
x→  ۲

π
lim

sin x + ۱
۲ sin x + ۱

−  

۲
۳
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گزینه 2 13

چون حاصل حد یک عدد شده است، پس باید درجۀ صورت و مخرج کسر یکی باشد. بنابراین  است. همچنین طبق قاعدۀ پرتوان داریم:

حال  را محاسبه می کنیم:

حد را رفع ابهام می کنیم.

روش اول:

روش دوم: هوپیتال

f(x) =
x→∞
lim   =

x→∞
lim

ax + ۷x − ۲۳ ۲
۴x − ۶x + ۱n ۲

۲

n = ۳

 =
x→∞
lim

ax + ۷x − ۲۳ ۲
۴x − ۶x + ۱۳ ۲

  =
x→∞
lim

ax۳
۴xn

 =
a
۴

۲ ⇒ a = ۲

 f(x)
x→  ۲

۱
lim

f(x) =
x→  ۲

۱
lim   =

x→  ۲
۱

lim
۲x + ۷x − ۲۳ ۲
۴x − ۶x + ۱۳ ۲

 

۰
۰

 =
x→  ۲

۱
lim

۲x + ۷x − ۲۳ ۲

۴x − ۶x + ۱۳ ۲
  =

x→  ۲
۱

lim
 ۲x + ۸x + ۴x −  (

۲
۱

) ( ۲ )

 ۴x − ۴x − ۲x −  (
۲
۱

) ( ۲ )
 =

 

۲
۱۷

−۳
−  

۱۷
۶

    

۴x − ۶x + ۱۳ ۲

 −۴x + ۲x۳ ۲
∣
∣
∣
∣
∣

 x −  

۲
۱

۴x − ۴x − ۲۲

− ۴x + ۱۲

 ۴x − ۲x۲

− ۲x + ۱
 ۲x − ۱

۰

    

۲x + ۷x − ۲۳ ۲

 −۲x + x۳ ۲
∣
∣
∣
∣
∣

 x −  

۲
۱

۲x + ۸x + ۴۲

۸x − ۲۲

 −۸x + ۴x۲

۴x − ۲
 −۴x + ۲

۰

 =
x→  ۲

۱
lim

۲x + ۷x − ۲۳ ۲
۴x − ۶x + ۱۳ ۲

  =
x→  ۲

۱
lim

۶x + ۱۴x۲
۱۲x − ۱۲x۲

 =
 

۲
۱۷

۳ − ۶
 

۱۷
−۶
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گزینه 1 14

. باقی ماندۀ تقسیم  بر  برابر 3 است، پس 

. باقی ماندۀ تقسیم  بر  برابر 1 است، پس 

حال باقی  ماندۀ تقسیم  بر  را می خواهیم، بنابراین  را در آن جایگذاری می کنیم:

p(x)x − ۴p(۴) = ۳
p(x)x + ۲p(−۲) = ۱

p(x ) +۲ ۴p(−x)x − ۲x = ۲

p(x ) +۲ ۴p(−x) = p(۲ ) +۲ ۴p(−۲)

= p(۴) + ۴p(−۲) = ۳ + ۴ × ۱ = ۷

گزینه 1 15

 مجانب افقی تابع است، بنابراین:

همچنین  و  مجانب های قائم تابع و درنتیجه ریشۀ مخرج هستند، پس مخرج به صورت  است. بنابراین

تابع  به صورت زیر است:

f(x) =  

ax + bx + c۲
−۲x + ۳x۲

y = −۱

f(x) =
x→∞
lim  =

a
−۲

−۱ ⇒ a = ۲ ⇒ f(x) =  

۲x + bx + c۲
−۲x + ۳x۲

x = −۲x = ۱۲(x − ۱)(x + ۲)

f(x)

f(x) =  =
۲(x − ۱)(x + ۲)

−۲x + ۳x۲
 ⇒

۲x + ۲x − ۴۲
−۲x + ۳x۲

f(−۱) =  =
۲ − ۲ − ۴
−۲ − ۳

 =
−۴
−۵

۱/۲۵

گزینه 1 16

بنابراین برای اینکه تابع همواره پیوسته باشد، باید در  و  پیوسته باشد؛ پس:

f(x) =   =   {
(x − ۱)[x] ; ∣x − ۱∣ < ۱
x + ax + b ; ∣x − ۱∣ ≥ ۱۲ {

(x − ۱)[x] ; −۱ < x − ۱ < ۱
x + ax + b ; x − ۱ ≥ ۱  یا  x − ۱ ≤ −۱۲

=   {
(x − ۱)[x] ; ۰ < x < ۲
x + ax + b ; x ≥ ۲ یا x ≤ ۰۲

x = ۰x = ۲

   ⇒ ۴ + ۲a + b = ۱ (I)
⎩
⎨
⎧  f(x) = ۴ + ۲a + b

x→۲+
lim

 f(x) = (۲ − ۱)[۲ ] = ۱
x→۲−
lim −

   ⇒ b = ۰ (II)
⎩
⎨
⎧  f(x) = (۰ − ۱)[۰ ] = ۰

x→۰+
lim +

 f(x) = b
x→۰−
lim

 a = −  

(I) , (II)

۲
۳
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گزینه 2 17

راه حل اول: با استفاده از هوپیتال حاصل حد را می یابیم:

راه حل دوم: ابهام  را با گویا کردن از بین می بریم:

 =  

x→۱
lim

۲x −  ۳x + ۱
۲x − ۷  + ۵x

۰
۰

   =  =  = −  = −۱/۲
HOP

x→۱
lim

۲ −
۲ ۳x + ۱

۳

۲ −
۲ x

۷

۲ −  

۴
۳

۲ −  

۲
۷

 

۴
۵

−  

۲
۳

۵
۶

 

۰
۰

 ×  =   

x→۱
lim

۲x −  ۳x + ۱
۲x − ۷  + ۵x

۲x +  ۳x + ۱
۲x +  ۳x + ۱

x→۱
lim

۴x − ۳x − ۱۲
(۲x − ۷  + ۵)(۲x +  )x ۳x + ۱

=   =   

x→۱
lim

(x − ۱)(۴x + ۱)
(  − ۱)(۲ − ۵)(۲x + )x x ۳x + ۱

x→۱
lim

(  )(  + ۱)(۴x + ۱) − ۱x x
(  )(۲  − ۵)(۲x +  ) − ۱x x ۳x + ۱

=  =  = −۱/۲
۲ × ۵

−۳ × ۴
۱۰

−۱۲

گزینه 3 18

طبق سؤال نتیجه می گیریم که  و  است. همچنین داریم:

بنابراین:

پس: 

P (۱) = ۸P (−  ) =
۲
۱

۵

P (x) = (۲x −۲ x − ۱)Q(x) + R(x) = ((x − ۱)(۲x + ۱))Q(x) + R(x) ; R(x) = ax + b

P (۱) = R(۱) = a + b = ۸

P (−  ) = R(−  ) = −  a + b = ۵
۲
۱

۲
۱

۲
۱

   ⇒  a = ۳ ⇒ a = ۲ , b = ۸ − ۲ = ۶
⎩
⎨
⎧a + b = ۸

−  a + b = ۵
۲
۱

۲
۳

R(x) = ۲x + ۶
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گزینه 1 19

با استفاده از قاعدۀ پرتوان داریم:

حال حد را رفع ابهام می کنیم:

روش اول:

روش دوم: (هوپیتال)

 =
x→∞
lim

۴x − ۱۲n

ax −  

۳ x − ۱۲
  =

x→∞
lim

۴xn

ax
 

۶
۱

⇒ n = ۱ ⇒   =
x→∞
lim

۴x
ax

 =
۴
a

 ⇒
۶
۱

a =  

۳
۲

f(x) =
x→۳
lim   =

x→۳
lim

۴x − ۱۲

 x −  

۳
۲ ۳ x − ۱۲

 

۰
۰

 ×
x→۳
lim

۴x − ۱۲

 x −  

۳
۲ ۳ x − ۱۲

 

 x +  x  + (  )
۹
۴ ۲

۳
۲ ۳ x − ۱۲ ۳ x − ۱۲ ۲

 x +  x  + (  )
۹
۴ ۲

۳
۲ ۳ x − ۱۲ ۳ x − ۱۲ ۲

=   

x→۳
lim

(۴x − ۱۲)(  x +  x  + (  ) )
۹
۴ ۲

۳
۲ ۳ x − ۱۲ ۳ x − ۱۲ ۲

 x − x + ۱
۲۷
۸ ۳ ۲

=   

x→۳
lim

۴  (  x +  x  + (  ) )(x − ۳)
۹
۴ ۲

۳
۲ ۳ x − ۱۲ ۳ x − ۱۲ ۲

  x −  −  (x − ۳) (
۲۷
۸ ۲

۹
x

۳
۱

)

=  =
۴ × (۴ + ۲ × ۲ + ۴)

 −  −  

۳
۸

۳
۱

۳
۱

 =
۴۸
۲

 

۲۴
۱

    

 x − x + ۱
۲۷
۸ ۳ ۲

∣
∣
∣
∣
∣
∣

 x − ۳

 x −  −  

۲۷
۸ ۲

۹
x

۳
۱

−  x +  x
۲۷
۸ ۳

۹
۸ ۲

−  x + ۱
۹
۱ ۲

+  x −  x
۹
۱ ۲

۳
۱

−  x + ۱
۳
۱

+  x − ۱
۳
۱

۰

 =
x→۳
lim

۴x − ۱۲

 x −  

۳
۲ ۳ x − ۱۲

  

x→۳
lim

۴

 −  (۲x)(x − ۱)
۳
۲

۳
۱ ۲ −  ۳

۲

=  =
۴

 − ۲ ×  

۳
۲

۴
۱

 =
۴

 

۶
۴ − ۳

 

۲۴
۱
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چندجمله ای  بر  بخش پذیر است، بنابراین  به ازای ریشه های  برابر صفر است.

بنابراین داریم:

اکنون باقی ماندۀ تقسیم  بر  را می خواهیم؛ یعنی باید  را محاسبه کنیم.

p(x)x −۲ ۱p(x)x −۲ ۱

x −۲ ۱ = ۰ ⇒ x =۲ ۱ ⇒ x = ۱ , −۱

p(۱) = ۰ , p(−۱) = ۰ (∗)

Q(x)x − ۲Q(۲)

Q(x) = p(x − ۱) + p(۱ − x)

x=۲
Q(۲) = p(۲ − ۱) + p(۱ − ۲) = p(۱) + p(−۱)

(∗)
Q(۲) = ۰ + ۰ = ۰

گزینه 2 21

حد تابع در بی نهایت را به دست می آوریم.

f(x) =   =   =   

x→+∞
lim

x→+∞
lim

۲x + ۲
ax +  ۴x + ۵۲

x→+∞
lim

۲x
ax +  ۴x۲

x→+∞
lim

۲x
x(a + ۲)

  =  ⇒ a = ۳
 f (x)=  

x→+∞
lim ۲

۵

۲
a + ۲

۲
۵

f(x) =      ×  

x→−۱
lim

x→−۱
lim

۲x + ۲
۳x +  ۴x + ۵۲ در مزدوج صورت

ضرب و تقسیم می کنیم x→−۱
lim

۲x + ۲
۳x +  ۴x + ۵۲

۳x −  ۴x + ۵۲

۳x −  ۴x + ۵۲

=   =   =
x→−۱
lim

۲(x + ۱)(−۳ −  )۴ + ۵
۹x − ۴x − ۵۲ ۲

x→−۱
lim

۱۲(x + ۱)
−۵(x − ۱)(x + ۱)

۶
۵
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اگر قرار باشد تابع  در نقاطی ناپیوسته باشد، باید دنبال نقاطی باشیم که در آن  ناپیوسته است. در تابع  نقاط  نقاط

مشکوک به ناپیوستگی برای تابع  هستند. (در نقاط  خود تابع  همواره ناپیوسته است، اما ممکن است تابع  در این

، نقاط پیوسته باشد. پس باید نقاط  در بازۀ  را مورد بررسی قرار دهیم.) پس برای تع�ن تعداد نقاط ناپیوستگی، نقاط 

 و  را مورد بررسی قرار می دهیم.

: بررسی پیوستگی تابع  در نقطه ای به طول 

بنابراین تابع در  پیوسته است.

: بررسی پیوستگی تابع در 

تابع در  هم پیوسته است.

: بررسی پیوستگی تابع در 

تابع در  هم پیوسته است. ثابت شد تابع در کلیۀ نقاط مشکوک به ناپیوستگی پیوسته است بنابراین تعداد نقاط ناپیوستگی تابع 

برابر صفر می شود.

f(x)[x]y = [x]x ∈ Z
f(x)x ∈ Zy = [x]f(x)

x ∈ Z(۲, ۶)x = ۳
x = ۴x = ۵

f(x)x = ۳

f(x) =  sin(x − [x])π =  sin(x − ۲)π = sinπ = ۰
x→۳−
lim

x→۳−
lim

x→۳−
lim

f(x) =  sin(x − [x])π = sin(۳ − ۳)π = sin ۰ = ۰
x→۳+
lim

x→۳+
lim

f(۳) = sin(۳ − ۳)π = sin ۰ = ۰

x = ۳
x = ۴

 f(x) =  sin(x − [x])π = sin(۴ − ۳)π = sinπ = ۰
x→۴−
lim

x→۴−
lim

 f(x) =  sin(x − [x])π = sin(۴ − ۴)π = sin ۰ = ۰
x→۴+
lim

x→۴+
lim

f(۴) = sin(۴ − ۴)π = sin ۰ = ۰

x = ۴
x = ۵

f(x) =  sin(x − [x])π = sin(۵ − ۴)π = sinπ = ۰
x→۵−
lim

x→۵−
lim

f(x) =  sin(x − [x])π = sin(۵ − ۵)π = sin ۰ = ۰
x→۵+
lim

x→۵+
lim

f(۵) = sin(۵ − ۵)π = sin ۰ = ۰

x = ۵f(x)

www.konkur.in

forum.konkur.in
@jozveh_nub



13/64لرنیتو 1399

گزینه 2 23

ابتدا ضابطۀ  را به ساده ترین شکل می نویسیم (بین دو عبارت کسری مخرج مشترک گیری کرده و آن را ساده می کنیم).

برای یافتن مجانب افقی حد تابع را وقتی  به دست می آوریم. باتوجه به وجود  در دو ضابطه دامنه تعریف به صورت 

بوده و  مفهومی ندارد. مجانب قائم هم ریشۀ مخرج کسر است (البته در صورت وجود و داشتن شرایط لازم).

مجانب افقی تابع را تع�ن می کنیم:

 هیچ گاه صفر نمی شود پس مخرج کسر فاقد ریشه و درنتیجه تابع فاقد مجانب قائم است. بنابراین تابع  در مجموع 1 مجانب

دارد.

f + g

x → +∞ x(۰, +∞)

x → −∞

f(x) + g(x) =  +  =  

x +  x
x + ۱

x −  x
۱ − x

(x +  )(x −  )x x
(x + ۱)(x −  ) + (۱ − x)(x +  )x x

=  =  

x − x۲
x − x  + x −  + x +  − x  − x۲ x x x x ۲

x − x۲
−۲x  + ۲xx

=  =  =  

x(x − ۱)
−۲x(  − ۱)x

(  − ۱)(  + ۱)x x
−۲(  − ۱)x

 + ۱x
−۲

y =  (f(x) +
x→+∞
lim g(x)) =   =

x→+∞
lim

۱ +  x
−۲

۰ ⇒ y = ۰

۱ +  xf + g

گزینه 2
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Pوقتی باقی ماندۀ تقسیم عبارت  بر  برابر 4 باشد، یعنی حاصل  برابر 4 است. (x) = x −۴ ax +۳ x +۲ ۲ax + ۱x + ۱P (−۱)

x + ۱ = ۰ ⇒ x = −۱ ⇒ P (−۱) = ۴

P (−۱) = (−۱) − a(−۱) + (−۱) + ۲a(−۱) + ۱ = ۴ ⇒ ۱ + a + ۱ − ۲a + ۱ = ۴ ⇒ −a + ۳ = ۴۴ ۳ ۲

⇒ a = ۳ − ۴ = −۱ ⇒ a = −۱

گزینه 1 25

، ضابطۀ  را جایگزین کنیم. در ابتدا ضابطۀ  را تشکیل می دهیم. برای این کار کافی است در ضابطۀ تابع  به جای متغیر 

) را وقتی  تع�ن کرده، سپس حاصل حد تابع  را به دست می آوریم. ادامه حاصل حد  (حد توان تابع 

: و حالا محاسبۀ 

g(f(x))g(x)xf(x)

 f(x)
x→۱+
limg(f(x))x → ۱+g(f(x))

g(f(x)) = ۲  

x −۴x+۳۲
۲x+۵

f(x) =   =   =  = −∞
x→۱+
lim

x→۱+
lim

x − ۴x + ۳۲
۲x + ۵

x→۱+
lim

(x − ۳)(x − ۱)
۲x + ۵

(−۲)(۰ )+

۷

 g(f(x))
x→۱+
lim

g(f(x)) =
x→۱+
lim  g(f(x)) =

f (x)→−∞
lim  ۲ =

x→−∞
lim f (x) ۲ =−∞ ۰
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ابتدا حد تابع  را وقتی  به دست می آوریم. اگر حاصل حد تابع محاسبه شده در قسمت قبل را  در نظر بگیریم، باید

 را محاسبه کنیم.

پس باید حاصل  را محاسبه کنیم:

 −
x
۱

 

x۳
۱

x → ۰−L

 f(x)
x→L
lim

 −
x→۰−
lim

x
۱

 =
x۳
۱

  =
x→۰−
lim

x۳
x − ۱۲

 =
۰−

۰ − ۱
 =

۰−

−۱
+∞

 f(x)
x→+∞
lim

f(  −  ) =  f(x) =  (x − )
x→۰−
lim

x
۱

x۳
۱

x→+∞
lim

x→+∞
lim x + ۱۲

=  (x − ∣x∣) =  (x − x) = ۰
x→+∞
lim

x→+∞
lim

گزینه 1 27

ضابطۀ  را بعد از مخرج مشترک گیری و ساده کردن صورت و مخرج تشکیل می دهیم. مجانب قائم تابع ریشۀ مخرج کسر و مجانب

) را در دستگاه مختصات مشخص کرده و مساحت افقی حاصل حد تابع وقتی  است. محل برخورد مجانب ها (همان نقاط  و 

مثلث  را محاسبه می کنیم.

بنابراین محل برخورد مجانب ها نقاط  و  است. این نقاط را در دستگاه مختصات مشخص کرده و مساحت مثلث  را

محاسبه می کنیم:

g − f

x → ∞AB

OAB

g(x) − f(x) =  −  =  

x − ۱
x۲

x + ۲
x + x۲

(x − ۱)(x + ۲)
x (x + ۲) − x(x + ۱)(x − ۱)۲

=  =  

(x − ۱)(x + ۲)
x + ۲x − x + x۳ ۲ ۳

(x − ۱)(x + ۲)
۲x + x۲

مجانب افقی : y =  (g(x) −
x→∞
lim f(x)) =   

x→∞
lim

(x − ۱)(x + ۲)
۲x + x۲

=   =
x→∞
lim

x + x − ۲۲
۲x + x۲

  =
x→∞
lim

x۲
۲x۲

۲ ⇒ y = ۲

مجانب قائم : (x − ۱)(x + ۲) = ۰ ⇒  {
x = ۱

x = −۲

A(۱, ۲)B(−۲, ۲)OAB

S  =
OAB

Δ  OH ×
۲
۱

AB =  ×
۲
۱

۲ × ۳ = ۳
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الف) نقاط مشکوک به ناپیوستگی برای تابع  نقاطی هستند که در آن عبارت  برابر یک عدد صحیح شود. (اصولاً نقاطی که در آن

عبارت داخل جزء صحیح برابر یک عدد صحیح شود، نقاط ناپیوستگی تابع جزء صحیح محسوب می شوند.)

ب)  را برابر عدد صحیح  فرض کرده و مشخص می کنیم در چه نقاطی از بازۀ  برابر عدد صحیح می شود. سپس در آن نقاط

پیوستگی تابع  را مورد بررسی قرار می دهیم.

f(x) x −
۳
۱

۱

 x −
۳
۱

۱K(۰, ۹)

f(x)

. پیوستگی تابع را در این نقاط بررسی  یک عدد مضرب 3 به دست می آید. در بازۀ  دو عدد مضرب 3 وجود دارد،  و 

می کنیم:

: بررسی پیوستگی تابع در 

تابع  قطعاً در  پیوسته است. زیرا در ضابطۀ تابع عامل صفر کننده  وجود دارد که باعث می شود بدون توجه به مقادیری

که تابع جزء صحیح به خود می گیرد، حد راست و حد چپ و مقدار تابع در این نقطه برابر صفر شود. در نتیجه تابع در این نقطه پیوسته است.

: بررسی پیوستگی تابع در 

تابع در  ناپیوسته است. بنابراین تابع  در بازۀ  تنها در 1 نقطه ناپیوسته است.

 x −
۳
۱

۱ = K ⇒  x =
۳
۱

K + ۱ ⇒ x = ۳k + ۳ , x ∈ (۰, ۹)

x(۰, ۹)x = ۳x = ۶

x = ۳
f(x)x = ۳(x − ۳)

x = ۶

 f(x) =  (x − ۳)[  x − ۱] = (۶ − ۳)[۱ ] = ۳ × ۰ = ۰
x→۶−
lim

x→۶−
lim

۳
۱ −

 f(x) =  (x − ۳)[  x − ۱] = (۶ − ۳)[۱ ] = ۳ × ۱ = ۳
x→۶+
lim

x→۶+
lim

۳
۱ +

⇒  f(x)  =  f(x)
x→۶−
lim �

x→۶+
lim

x = ۶f(x)(۰, ۹)

گزینه 2 29

برای این که تابع در  پیوسته باشد، باید در  که مرز ضابطه های تابع است نیز پیوسته باشد. پس پیوستگی تابع را در نقطه ای به طول

 بررسی می کنیم. حد چپ تابع در نقطه ای به طول  برابر  و مبهم است. بنابراین برای به دست آوردن حد چپ صورت و

مخرج را در مزدوج صورت ضرب کرده و با ساده کردن آن حاصل حد را به دست می آوریم.

طبق شرط پیوستگی داریم:

Rx = −۱

x = −۱x = −۱ 

۰
۰

f(x) =   ×  

x→(−۱)−
lim

x→(−۱)−
lim

x + ۱
۲ −  ۳ − x

۲ +  ۳ − x
۲ +  ۳ − x

=   =   

x→(−۱)−
lim

(x + ۱)(۲ +  )۳ − x
(۴ − ۳ + x)

x→(−۱)−
lim

(x + ۱)(۲ +  )۳ − x
(x + ۱)

=  =  =  

۲ +  ۴
۱

۲ + ۲
۱

۴
۱

f(x) =
x→(−۱)+

lim  ax +
x→(−۱)+

lim ۱ = −a + ۱ , f(−۱) = −a + ۱

f(x) =
x→(−۱)−

lim  f(x) =
x→(−۱)+

lim f(−۱) ⇒ −a + ۱ =  

۴
۱

⇒ −a = −  ⇒
۴
۳

a =  

۴
۳
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، حاصل حد  بوده و مبهم است. xوقتی  → −۴∞ − ∞

برای رفع ابهام ابتدا با مخرج مشترک گیری میان دو کسر، عبارت را به ساده ترین شکل ممکن در آورده سپس حد آن را وقتی  محاسبه

می کنیم.

حالا حاصل عبارت ساده شده را وقتی  حساب می کنیم:

x → −۴

 +  =  +  

x + ۳x − ۴۲

x + ۱۹
x + ۴

۳
(x + ۴)(x − ۱)

x + ۱۹
x + ۴

۳

=  =  =  

(x + ۴)(x − ۱)
x + ۱۹ + ۳(x − ۱)

(x + ۴)(x − ۱)
x + ۱۹ + ۳x − ۳

(x + ۴)(x − ۱)
۴x + ۱۶

=  =  

(x + ۴)(x − ۱)
۴(x + ۴)

x − ۱
۴

x → −۴

 =
x→−۴
lim

x − ۱
۴

 =
−۴ − ۱

۴
 =

−۵
۴

−  

۵
۴
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، به دست می آوریم. دقت کنید اگر در محاسبۀ ضابطۀ  یا همان  را تشکیل می دهیم. حد تابع  را وقتی 

حد به عدد  که در آن  است برخوردیم حاصل برابر صفر می شود.

gof(x)g(f(x))g(f(x))x → ۰−

a−∞a > ۱

gof(x) = g(f(x)) =  

۲ + ۱ x
۱

۲(۲ ) − ۳ x
۱

gof(x) =   

x→۰−
lim

x→۰−
lim

۲ + ۱ x
۱

۲(۲ ) − ۳ x
۱

  gof(x) =  =  = = −۳x→۰ ⇒  →−∞−
x
۱

x→۰−
lim

(۲ ) + ۱−∞

۲(۲ ) − ۳−∞

۰ + ۱
(۲ × ۰) − ۳

۱
−۳
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، معادلۀ مجانب افقی تابع را تع�ن می کنیم. در ادامه محل برخورد مجانب افقی و نمودار تابع یا ابتدا با به دست آوردن حاصل حد 

همان نقطۀ  را تع�ن کرده و درنهایت فاصلۀ آن را از مجانب قائم (ریشۀ مخرج کسر) محاسبه می کنیم.

معادلۀ  را حل کرده و مختصات نقطۀ  را تع�ن می کنیم:

پس مختصات نقطۀ برخورد برابر  شد. اکنون مجانب قائم را تع�ن کرده و فاصلۀ نقطۀ  از آن را به دست می آوریم:

فاصلۀ نقطۀ  از خط  برابر است با:

f(x)
x→∞
lim

A

مجانب افقی : y =  f(x) =
x→∞
lim   

x→∞
lim

(x − ۱)۲
۲x − ۳x۲

=   =
x→∞
lim

x − ۲x + ۱۲

۲x − ۳x۲
  =

x→∞
lim

x۲

۲x۲
۲ ⇒ y = ۲

f(x) = ۲A

f(x) = ۲ ⇒  = ۲ ⇒ ۲x − ۳x = ۲(x − ۲x + ۱)
(x − ۱)۲
۲x − ۳x۲

۲ ۲

⇒ ۲x − ۳x = ۲x − ۴x + ۲ ⇒ x = ۲ ⇒ f(۲) =  = ۲۲ ۲

۱
۸ − ۶

A(۲, ۲)A

(x − ۱) =۲ ۰ ⇒ x − ۱ = ۰ ⇒ x = ۱

A(۲, ۲)x = ۱

d = ∣۲ − ۱∣ = ۱

گزینه 2 33

در تابع به فرم  هر جا حاصل  برابر عدد صحیح شود، تابع در آن نقاط ناپیوسته است. بنابراین در بازۀ  حاصل

عبارت جبری  نباید برابر یک عدد صحیح شود. (البته در نقطۀ شروع بازه درصورتی که تابع از راست پیوسته باشد، این نقطه جزء نقاط

ناپیوستگی تابع محسوب نمی شود.)

ضابطۀ تابع  را به صورت زیر ساده می کنیم:

سپس بررسی می کنیم عبارت  در اولین نقطه ای که بعد از  برابر یک عدد صحیح می شود کدام نقطه است. آن نقطه را برابر 

قرار داده و درنهایت مقدار  را محاسبه می کنیم.

پس تابع  به ازای  ناپیوسته می شود.  را برابر  فرض می کنیم، داریم:

y = [f(x)]f(x)[۲, ۲ + k)

x −۲ ۳

f(x)

f(x) = [x −۲ ۳] = [x ] −۲ ۳

[x ]۲x = ۲۲ + k

k

x = ۲ ⇒ x =۲ ۴  

اولین عدد صحیح بعد از ۴
x =۲ ۵ ⇒ x =  ۵

f(x)x =  ۵۲ + k ۵

۲ + k =  ⇒۵ k =  −۵ ۲
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الف) همسایگی مورد نظر زیر مجموعه ای از نامعادلۀ داده شده است. پس ابتدا باید محدودۀ قابل قبول که از حل نامعادله به دست می آید را

تع�ن کنیم.

xب) توجه کنید که  ریشۀ مخرج کسر بوده و به ازای آن کسر "تعریف نشده" می شود. پس در نهایت باید از محدودۀ جواب خارج کنیم. =  

۲
۱

دو طرف نامعادله دارای مقادیر نامنفی هستند. پس با خیال راحت آن ها را به توان دو می رسانیم:

با خارج کردن  از محدوۀ جواب، مقادیری که  می تواند بپذیرد به صورت زیر خواهد بود:

همسایگی با بیشترین شعاع ممکن خواسته شده است. پس بازۀ  را که بزرگ تر است، انتخاب کرده و مرکز همسایگی را به دست می

آوریم:

  >
∣
∣
∣
∣

۲x − ۱
x − ۳

∣
∣
∣
∣

۱ ⇒  >
∣۲x − ۱∣
∣x − ۳∣

۱  

x  =  � ۲
۱

∣x − ۳∣ > ∣۲x − ۱∣

∣x − ۳∣ > ∣۲x − ۱∣ ⇒ x − ۶x + ۹ > ۴x − ۴x + ۱۲ ۲ ۲ ۲

⇒ ۳x + ۲x − ۸ < ۰ ⇒ (۳x − ۴)(x + ۲) < ۰ ⇒ −۲ < x <  

۲
۳
۴

x =  

۲
۱

x

x ∈ (−۲ ,  ) −
۳
۴

 ⇒{
۲
۱

} x ∈ (−۲ ,  ) ∪
۲
۱

(  ,  )
۲
۱

۳
۴

(−۲ ,  )
۲
۱

a =  =
۲

−۲ +  

۲
۱

 =
۲

−  

۲
۳

−  

۴
۳
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مرز ضابطه ها خیلی شفاف مشخص نشده است. باتوجه به نامعادلات قدر مطلقی، ضابطه ها را با مرز شفاف آن یک بار دیگر می نویسیم:

برای اینکه تابع  بر روی  پیوسته باشد، باید در دو نقطۀ  و  که مرز ضابطه ها هستند پیوسته باشد.

می دانیم خط  بالای خط  قرار دارد، بنابراین باید برای به دست آوردن نقطۀ برخورد آن با محور عرض ها از ضابطۀ

 استفاده کرد.

: بررسی پیوستگی تابع در 

: بررسی پیوستگی تابع در 

از دو رابطۀ  و  نتیجه می شود:

f(x) =  {
ax + b , x ≥ ۱ یا x ≤ −۱

x[x] , −۱ < x < ۱

f(x)Rx = ۱x = −۱
x = ۳x = ۱

f(x) = ax + b

x = ۱

f(x) =  f(x) = f(۱) ⇒
x→۱+
lim

x→۱−
lim

ax + b =  x[x] ⇒ a + b = ۱ × ۰ = ۰ ⇒ a + b = ۰ (I)
x→۱+
lim

x→۱−
lim

x = −۱

f(x) =
x→(−۱)−

lim  ax +
x→(−۱)−

lim b = −a + b , f(−۱) = −a + b

 f(x) =  x[x] = (−۱)[−۱ ] = (−۱)(−۱) = ۱
x→(−۱)+

lim
x→(−۱)+

lim +

 f(x) =  f(x) = f(−۱) ⇒ −a + b = ۱ (II)
x→(−۱)+

lim
x→(−۱)−

lim

(I)(II)

 ۲b = ۱ ⇒ b =  a = −{
a + b = ۰

−a + b = ۱ ⇒
(+)

۲
۱

⇒
(I)

۲
۱

⇒ ax + b = −  x +   f(۳) = −  +  = −۱
۲
۱

۲
۱ x=۳

۲
۳

۲
۱
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الف) شرط پیوستگی در نقطه ای به طول  عبارت است از:

ب) در این تست  است پس برای این که تابع پیوسته باشد باید  باشد.

x = ۰

f(x) =
x→۰+
lim  f(x) =

x→۰−
lim f(۰)

f(۰) = a sin  =
x→۰
lim

x
π

a

، شرط پیوستگی را بررسی می کنیم: با به دست آوردن حد تابع  وقتی 

بنابراین به ازای هیچ مقدار  تابع  در  پیوسته نیست.

f(x)x → ۰

f(x) =
x→۰
lim  sin  →

x→۰
lim

x
π

وجود ندارد

af(x)x = ۰
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. برای این کار از تغ�ر متغیر  استفاده می ابتدا باید تع�ن کنیم وقتی  عبارت  به سمت  میل می کند یا 

کنیم. با تع�ن محدودۀ  حاصل حد آن را با استفاده از ضابطه های داده شده به دست می آوریم.

های مثبت است، استفاده بنابراین برای به دست آوردن حاصل حد  یا همان  باید از ضابطۀ بالا که مربوط به 

کنیم:

x → ۰−x −۳ x۰+۰−x −۳ x = t

t

x → ۰ ⇒ −۱ < x < ۰ ⇒ x > x ⇒ x − x > ۰  t > ۰ ⇒ t → ۰− ۳ ۳ x −x=t۳
+

 f(x −
x→۰−
lim ۳ x)f(t)

t→۰+
limx

t → ۰ ⇒ t > ۰ ⇒ f(t) =  

+ ۱ − t

f(t) =   =  = ۱
t→۰+
lim

t→۰+
lim ۱ − t ۱ − ۰

گزینه 4
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در همسایگی محذوف داده شده عدد 3 حذف شده است پس عدد 3 مرکز همسایگی است.

عدد 3 مرکز همسایگی است.

پس همسایگی محذوف به صورت  در می آید. بنابراین، شعاع همسایگی برابر است با:

۳ =  ⇒
۲

۳a − ۷ + a + ۵
۶ = ۴a − ۲ ⇒ ۴a = ۸ ⇒ a = ۲

(−۱ , ۷) − {۳}

شعاع همسایگی =  =
۲

۷ − (−۱)
 =

۲
۷ + ۱

 =
۲
۸

۴
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الف) یعنی  است، باتوجه به این نکته تع�ن می کنیم علامت عبارت داخل قدر مطلق مثبت است یا منفی سپس آن را از قدر

مطلق خارج می کنیم.

ب) وقتی  حاصل صورت و مخرج کسر برابر صفر حدی می شود. پس برای رفع ابهام می توانیم هم صورت و مخرج را در مزدوج مخرج

ضرب کنیم و هم از قاعدۀ هوپیتال استفاده کنیم.

x → ۲−x < ۲

x → ۲−

روش اول:

روش دوم: (فراتر از کتاب درسی)

در این روش حاصل حد را با استفاده از قاعدۀ هوپیتال به دست می آوریم:

  ⇒
x − x − ۲ = (x − ۲)(x + ۱)۲

x → ۲ ⇒ x < ۲ ⇒ x − ۲ < ۰− } ∣x −۲ x − ۲∣ = −(x − ۲)(x + ۱)

 =   

x→۲−
lim

۲x −  x + ۱۲۲

∣x − x − ۲∣۲

x→۲−
lim

۲x −  x + ۱۲۲

−x + x + ۲۲

=   ×  

x→۲−
lim

۲x − x + ۱۲۲

−x + x + ۲۲

۲x +  x + ۱۲۲

۲x +  x + ۱۲۲

=   

x→۲−
lim

(۴x − x − ۱۲)۲ ۲

(−x + x + ۲)(۲x + )۲ x + ۱۲۲

=   

x→۲−
lim

۳(x − ۲)(x + ۲)
−(x − ۲)(x + ۱)(۲x + )x + ۱۲۲

=   

x→۲−
lim

۳(x + ۲)
−(x + ۱)(۲x +  )x + ۱۲۲

=  =  = −۲
۳(۲ + ۲)

−(۲ + ۱)(۴ + ۴)
۳ × ۴

−۳ × ۸

 =   

x→۲−
lim

۲x −  x + ۱۲۲

∣x − x − ۲∣۲

x→۲−
lim

۲x −  x + ۱۲۲

−(x − ۲)(x + ۱)

   =  =  =  = −۲HOP

x→۲−
lim

۲ −
۲ x + ۱۲۲

۲x
−۲x + ۱

۲ −  

 ۴ + ۱۲
۲

−۴ + ۱

۲ −  

۲
۱

−۳

 

۲
۳

−۳
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نکته: اگر عبارت داخل جزء صحیح به سمت بی نهایت میل کند، می توان نتیجه گرفت جزء صحیح با عبارت داخل آن هم ارز است.

بررسی گزینۀ اول:

بررسی گزینۀ دوم:

بررسی گزینۀ سوم:

پس حاصل حد تابع وقتی  متناهی نیست.

بررسی گزینۀ چهارم:

x → ۰ ⇒−
 →

x
۱

−∞ ⇒  x  =
x→۰−
lim [

x
۱

]  x(  ) =
x→۰−
lim

x
۱

۱

x → ۰ ⇒+
 →

x
۱

+∞ ⇒  x  =
x→۰+
lim [

x
۱

]  x(  ) =
x→۰+
lim

x
۱

۱

x → −∞ ⇒  → ۰ ⇒  = −۱
x
۱ − [

x
۱

]

x  = (−∞)(−۱) = +∞
x→−∞
lim [

x
۱

]

x → −∞

x → +∞ ⇒  → ۰ ⇒  = ۰
x
۱ + [

x
۱

]

x  = (+∞)(۰) = ۰
x→+∞
lim [

x
۱

]

گزینه 2 41

چون  است، پس باید مخرج کسر در همسایگی  مثبت و به ازای  صفر شود. یعنی معادلۀ

 باید ریشۀ مضاعف  داشته باشد و درنتیجه:

، پس  . با مقایسۀ دو عبارت  و  نتیجه می شود که  و 

  =
x→۲
lim

x + ax + b۲
۲x − ۵

−∞x = ۲x = ۲

x +۲ ax + b = ۰x = ۲

x +۲ ax + b = x − ۲ =( )۲ x −۲ ۴x + ۴

x +۲ ax + bx −۲ ۴x + ۴a = −۴b = ۴a + b = ۰
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، بایستی در  پیوسته باشد. برای پیوستگی این تابع در 

ضمناً برای رفع ابهام  از قاعدۀ هوپیتال نیز می توانید استفاده کنید:

، مقدار تابع را برابر حد آن قرار می دهیم: حال برای پیوستگی  در 

Rx = ۲

f ۲ =  f(x) =  ax − ۱ = ۲a − ۱( )
x→۲−
lim

x→۲−
lim ( )

f x =   = مبهم 
x→۲+
lim ( )

x→۲+
lim

x −  x + ۲
۳x − ۶

۰
۰

=   

x→۲+
lim

x −  x +  ( x + ۲) ( x + ۲)

۳ x − ۲ x +  ( ) ( x + ۲)

=   =   

x→۲+
lim

x − x − ۲۲

۳ x − ۲ x +  ( ) ( x + ۲)

x→۲+
lim

x − ۲ x + ۱( ) ( )
۳ x − ۲ x +  ( ) ( x + ۲)

=   =  = ۴
x→۲+
lim

x + ۱
۳ x +  ( x + ۲)

۲ + ۱
۳ ۲ + ۲( )

 

۰
۰

 =
x→۲+
lim

x −  x + ۲
۳x − ۶

  

۰
۰ HOP

  =
x→۲+
lim

۱ −  

۲  x + ۲
۱

۳
 =

۱ −  

۴
۱

۳
۴

fx = ۲

۲a − ۱ = ۴ ⇒ a =  =
۲
۵

۲/۵
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الف) یک تابع گویا که درجۀ صورت کوچک تر یا مساوی درجۀ مخرج باشد، مجانب افقی دارد.

ب) در توابع کسری، ریشه های مخرج کاندید مجانب قائم هستند، به شرط آنکه تابع حداقل در یک بازۀ یک طرفۀ آن نقطه تعریف شده و دارای

حد نامتناهی باشد.

A(xج) فاصلۀ نقطۀ  از نقطۀ  برابر است با:  , y  )۱ ۱B(x  , y  )۲ ۲

BA =  (x  − x  ) + (y  − y  )۱ ۲
۲

۱ ۲
۲

درجۀ مخرج بزرگ تر از درجۀ صورت است، پس تابع مجانب افقی دارد. داریم:

برای به  دست آوردن ریشه های مخرج کسر، آن را مساوی صفر قرار می دهیم.

 و  کاندید مجانب قائم تابع هستند اما باید شرط نامتناهی بودن حد تابع در این نقاط نیز بررسی شود.

بنابراین فقط خط  مجانب قائم تابع است.

محل تلاقی مجانب قائم و افقی، نقطۀ  است، فاصلۀ این نقطه از مبدأ مختصات  برابر است با:

y =  ⇒
x − ۳x + ۲۲

x −  x
D = [۰, ۱) ∪ (۱, ۲) ∪ (۲, +∞)

 =
x→±∞
lim

x − ۳x + ۲۲
x −  x

  =
x→±∞
lim

x۲
x

  =
x→±∞
lim

x
۱

۰ ⇒ y = ۰  مجانب افقی 

x −۲ ۳x + ۲ = ۰ ⇒ (x − ۲)(x − ۱) = ۰ ⇒   {
x − ۲ = ۰ ⇒ x = ۲
x − ۱ = ۰ ⇒ x = ۱

x = ۱x = ۲

 =
x→۱
lim

x − ۳x + ۲۲
x −  x

 =
۱ − ۳ + ۲

۱ − ۱
  

۰
۰ HOP

  =
x→۱
lim

x − ۳x + ۲۲
x −  x

  

x→۱
lim

۲x − ۳

۱ −  

۲  x
۱

=  =
۲ − ۳

۱ −  

۲
۱

−   =
۲
۱

� ∞

 =
x→۲
lim

x − ۳x + ۲۲
x −  x

 =
۴ − ۶ + ۲
۲ −  ۲

 =
۰

۲ −  ۲
+∞

x = ۲
A(۲, ۰)(O(۰, ۰))

OA =  =(۲ − ۰) + (۰ − ۰)۲ ۲
 =۴ ۲
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برای پیوستگی چپ، باید  باشد.

مقدار تابع : f(−۲) = a

f(x) =
x→(−۲)−

lim   =
x→(−۲)−

lim
x + ۲∣ ∣
۸ + x۳

  

x→(−۲)−
lim

−(x + ۲)
(x + ۲)(x − ۲x + ۴)۲

= −  (x −
x→(−۲)−

lim ۲ ۲x + ۴) = −(۴ + ۴ + ۴) = −۱۲

a = −۱۲
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تابع در همسایگی چپ صفر حد ندارد، بنابراین گزینۀ 4 درست است.

 =
x→۰+
lim

x + x∣ ∣
x − ۱۲

  =
x→۰+
lim

x + x
x − ۱۲

 =
۰+

−۱
−∞

 =
x→۰−
lim

x + x∣ ∣
x − ۱۲

  =
x→۰−
lim

صفر مطلق
x − ۱۲

تعریف نشده

گزینه 1
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تابع  در نقطۀ  پیوسته است هرگاه حد چپ و راست تابع در این نقطه برابر با مقدار تابع در این نقطه باشد؛ به عبارت دیگر داشته

باشیم:

f(x)x = x  ۰

f(x) =  f(x) = f(x  )
x→x۰

−
lim

x→x  ۰
+

lim ۰

ابتدا حد چپ و راست تابع  را در نقطۀ  محاسبه می کنیم:

، مقدار  را محاسبه می کنیم: با بررسی شرط پیوستگی در 

f(x)x =  

۴
π

f(x) =   =   =   

x→  ۴
π −

lim
x→  ۴

π −
lim

cos ۲x
۱ − tan x۲

x→  ۴
π −

lim
cos ۲x

۱ −  

cos x۲
sin x۲

x→  ۴
π −

lim
cos x − sin x۲ ۲

 

cos x۲
cos x − sin x۲ ۲

=   =  =  = ۲
x→  ۴

π −
lim

cos x۲

۱

(  )
۲

 ۲ ۲

۱

 

۲
۱
۱

f(x) =  a cos ۳x = a cos  = − a
x→  ۴

π +
lim

x→  ۴
π +

lim
۴

۳π
۲
۲

f(  ) = a cos  = −  a
۴
π

۴
۳π

۲
 ۲

x =  

۴
π

a

f(x) =  f(x) = f(  )
x→  ۴

π −
lim

x→  ۴
π +

lim
۴
π

⇒ −  a = ۲ ⇒  a = −۴ ⇒ a = −  ⇒ a = −۲  

۲
 ۲

۲
 ۲

۴
۲
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الف) در توابع کسری، ریشه های مخرج کاندید مجانب قائم هستند، به شرط آنکه تابع حداقل در یک بازۀ یک طرفۀ آن ها تعریف شده و همچنین

در این نقاط دارای حد نامتناهی باشد.

ب) یک تابع گویا که درجۀ صورت کوچک تر یا مساوی درجۀ مخرج باشد، مجانب افقی دارد.

چون  است؛ پس منحنی حتماً یک مجانب افقی دارد، پس داریم: 

پس  مجانب افقی تابع است. بنا بر صورت سؤال تابع باید یک مجانب قائم نیز داشته باشد. مخرج تابع، چندجمله ای درجه دوم است،

برای اینکه مطمئن شویم یک ریشه دارد، معادلۀ  را حل می کنیم. 

بنابراین خط  مجانب افقی تابع و خط  مجانب قائم تابع می باشد. محل برخورد این دو مجانب نقطۀ  است. 

a  =� ۰

 =
x→±∞
lim

ax + ۴x − ۱۲
x + ۳x۲

  =
x→±∞
lim

ax۲
x۲

 , a  =
a
۱

� ۰

y =  a
۱

Δ = ۰

ax +۲ ۴x − ۱ = ۰  

Δ=۰ ۱۶ − ۴(a)(−۱) = ۰ ⇒ ۱۶ + ۴a = ۰

⇒ ۴a = −۱۶ ⇒ a = −۴

a=−۴
−۴x +۲ ۴x − ۱ = ۰  

×(−۱)
۴x −۲ ۴x + ۱ = ۰ ⇒ (۲x − ۱) =۲ ۰

⇒ ۲x − ۱ = ۰ ⇒ ۲x = ۱ ⇒ x =  

۲
۱

y = −  

۴
۱

x =  

۲
۱

(  , −  )
۲
۱

۴
۱
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f(x)xتابع  در نقطۀ  پیوسته است هرگاه داشته باشیم: = x  ۰

f(x) =  f(x) = f(x  )
x→x۰

−
lim

x→x  ۰
+

lim ۰

، ابتدا لازم است حد چپ و راست تابع را در این نقطه به  دست آوریم. برای بررسی شرط پیوستگی تابع  در نقطۀ 

باتوجه به گام اول داریم:

معادلۀ  فاقد ریشۀ حقیقی است، پس مجموعه مقادیر  برابر  می شود.

f(x)x = −۱

f(x) =   =  

x→−۱+
lim

x→−۱+
lim

x + a
۱

−۱ + a
۱

f(x) =  x + ax = ۱ − a
x→−۱−
lim

x→−۱−
lim ۲

f(−۱) =  

−۱ + a
۱

f(x) =  f(x) = f(−۱) ⇒  = ۱ − a
x→−۱+
lim

x→−۱−
lim

−۱ + a
۱

⇒ −(۱ − a)(۱ − a) = ۱ ⇒ −(۱ − a) = ۱ ⇒ (۱ − a) = −۱ (∗)۲ ۲

(∗)a∅
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، حاصل حد به صورت مبهم  می شود. با استفاده از روابط مثلثاتی و قاعدۀ هوپیتال می توان رفع ابهام کرد.  وقتی 

روش اول:

با استفاده از روابط مثلثاتی داریم: 

روش دوم: (فراتر از کتاب)

طبق قاعدۀ هوپیتال، اگر  آنگاه داریم: 

قاعدۀ هوپیتال را تا جایی که ابهام برطرف شود، به کار می گیریم. 

x →  

۴
π

 

۰
۰

sin(x −  ) =
۴
π

sin x cos  −
۴
π

cos x sin  =
۴
π

 (sin x −
۲

 ۲
cos x)

 =   =   

x→  ۴
π

lim
sin(x −  )

۴
π

۱ − tan x
x→  ۴

π
lim

 (sin x − cos x)
۲

 ۲

۱ −  

cos x
sin x

x→  ۴
π

lim

 (sin x − cos x)
۲

 ۲

 

cos x
cos x − sin x

=   =   = − = −۲
x→  ۴

π
lim

 cos x
۲

 ۲
−۱

x→  ۴
π

lim
cos x
−  ۲

 

۲
 ۲
 ۲

  =
x→a
lim

g(x)
f(x)

 

۰
۰

 =   

x→a
lim

g(x)
f(x)

x→a
lim

g (x)′

f (x)′

 =   =  =  = −۲
x→  ۴

π
lim

sin(x −  )
۴
π

۱ − tan x
x→  ۴

π
lim

cos(x −  )
۴
π

−(۱ + tan x)۲

cos(  −  )
۴
π

۴
π

−(۱ + tan  )۲
۴
π

۱
−(۱ + ۱)
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f(x)xتابع  در نقطۀ  پیوسته است هرگاه حد تابع و مقدار تابع در این نقطه باهم برابر باشد؛ به عبارت دیگر داشته باشیم: = x  ۰

f(x) = f(x  )
x→x۰
lim ۰

ابتدا مقدار حد تابع را در نقطۀ  محاسبه می کنیم: 

برای رفع ابهام، صورت و مخرج کسر را در مزدوج صورت، ضرب می کنیم. داریم:

باتوجه به گام اول، شرط پیوستگی تابع  در نقطۀ  به صورت زیر است: 

x = ۲

f(x) =   =  

x→۲
lim

x→۲
lim

۲ − x
x −  ۲x

۰
۰

 ×  =   =   

x→۲
lim

۲ − x
x −  ۲x

x +  ۲x

x +  ۲x
x→۲
lim

(۲ − x)(x +  )۲x

x − ۲x۲

x→۲
lim

(۲ − x)(x +  )۲x

x(x − ۲)

=   =  =  = −  

x→۲
lim

x + ۲x

−x
۲ + ۲
−۲

۴
−۲

۲
۱

f(x)x = ۲

f(x) = f(۲) ⇒ a = −  

x→۲
lim

۲
۱
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، برابر چه عددی می شود. با توجه به این که حاصل حد برابر  است، مقادیر  و  ابتدا تع�ن می کنیم حاصل  وقتی 

و در نهایت مقدار  را محاسبه می کنیم.

، مقدار  کاهش پیدا می کند. چون  از  بزرگ تر است، بنابراین مقدار  دقت کنید که در ناحیۀ اول مثلثاتی با افزایش مقدار 

از مقدار  کمتر خواهد بود.

پس حاصل صورت کسر وقتی  برابر صفر می شود. اما از آن جا که حاصل حد برابر عدد غیر صفر  است، اگر وقتی 

، مخرج کسر مخرج کسر عددی غیر از صفر باشد حاصل حد برابر صفر می شود و چون حاصل حد برابر  داده شده پس باید وقتی 

هم برابر صفر شود. پس داریم:

با فرض  و قرار دادن آن در حد داده شده و حذف عامل صفر کننده، حاصل حد را به دست می آوریم.

بنابراین  برابر است با:

[۴cos πx]۲x →  

۶
۱ +

 

۲
۱

ab

a + b

x →  ⇒
۶
۱ +

x >  ⇒
۶
۱

πx >  ⇒
۶
π

cos πx < cos  

۶
π

xcos xπx 

۶
π

cos πx

cos  

۶
π

 cos πx <   cos πx <  

cos  =  ۶
π

۲
 ۳

۲
 ۳ به توان ۲  ۲

۴
۳

⇒
×۴

۴cos πx < ۳ ⇒ ۴cos πx → ۳ ⇒ [۴cos πx] = ۲۲ ۲ − ۲

x →  

۶
۱ +

 

۲
۱

x →  

۶
۱ +

 

۲
۱

x →  

۶
۱ +

ax +
x→  ۶

۱ +
lim b = ۰ ⇒  +

۶
a

b = ۰ ⇒ b = −  ⇒
۶
a

a = −۶b (I)

a = −۶b

  =  ⇒   

x→  ۶
۱ +

lim
ax + b
۲ − ۱۲x

۰
۰

x→  ۶
۱ +

lim
−۶bx + b
۲ − ۱۲x

=   =  ⇒  =  ⇒ b = ۴
x→  ۶

۱ +
lim

b(−۶x + ۱)
۲(۱ − ۶x)

۲
۱

b
۲

۲
۱

a =⇒
(I)

−۶b = −۶ × ۴ = −۲۴

a + b

a + b = −۲۴ + ۴ = −۲۰
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حد تابع  را وقتی  محاسبه می کنیم. برای این که تابع در  پیوسته باشد، باید رابطۀ  برقرار باشد. این رابطه را

بررسی کرده و مقداری از  را تع�ن می کنیم که به ازای آن تابع پیوسته باشد.

تابع  در نقطه ای به طول  فاقد حد است بنابراین به ازای هیچ مقدار  در  پیوسته نیست.

f(x)x → ۱x = ۱f(x) =
x→۱
lim a

a

f(x) =   =  

x→۱
lim

x→۱
lim

x − ۱
 

۳ ۱ −  x
۰
۰

 =   =
x→۱
lim

x − ۱
 

۳ ۱ −  x
x→۱
lim

−(۱ −  )(۱ +  )x x
 

۳ ۱ −  x

 =  = −∞
x→۱
lim

 (۱ +  )۳ (۱ −  )x ۲ x

−۱
۰+

−۱

f(x)x = ۱ax = ۱
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، رابطۀ زیر برقرار است: در مورد تابع  وقتی 

. با استفاده از تساوی داده شده می توان گفت  وقتی  با مقادیر کمتر از 1 به 1 نزدیک می شود و تابع  

 وقتی  با مقادیر بیشتر از 1 به 1 نزدیک می شود.

با استفاده از نمودار دو تابع نیز می توان دریافت که

همان طور که مشاهده می کنید اگر  باشد نمودار  بالاتر از نمودار  قرار دارد و اگر  باشد نمودار  پا�ن تر

از نمودار  قرار دارد.

بنابراین حد عبارت داده شده وقتی  برابر است با:

 

x
sin x

x → ۰

cos x <  <
x

sin x
۱ 

x
sin x

x → ۰

 

sin x
x

x → ۰

 =
x→۰
lim [

sin x
x

] ۱ ,   =
x→۰
lim [

x
sin x

] ۰

x > ۰y = xy = sin xx < ۰y = x

y = sin x

x → ۰ ⇒  → ۱ ⇒   = [۱ ] = ۱
sin x

x +
x→۰
lim [

sin x
x

] +

x → ۰ ⇒  → ۱ ⇒   = [۱ ] = ۰
x

sin x −
x→۰
lim [

x
sin x

] −

x → ۰

 +
x→۰
lim [

x
sin x

] ۲  =[
sin x

x
] ۰ + ۲(۱) = ۰ + ۲ = ۲
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تابع دارای مجانب افقی  است. تابع  را تشکیل می دهیم و تع�ن علامت می کنیم:

باتوجه به جدول تع�ن علامت داریم:

پس در شاخۀ  تابع  زیر خط  و در شاخۀ  تابع  بالای خط  قرار دارد.

y = ۲g x =( ) f x −( ) ۲

g x =( )  −
x + ۲x۲

۲x − x − ۲۲
۲ =  

x + ۲x۲
−۵x − ۲

x → +∞ ⇒ g x < ۰ ⇒ f x − ۲ < ۰ ⇒ f x < ۲( ) ( ) ( )

x → −∞ ⇒ g x > ۰ ⇒ f x − ۲ > ۰ ⇒ f x > ۲( ) ( ) ( )

+∞f x( )y = ۲−∞f x( )y = ۲
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الف) تابع  در نقطۀ  پیوسته است هرگاه حد چپ و راست تابع در این نقطه برابر با مقدار تابع در این نقطه باشد؛ به عبارت دیگر

داشته باشیم:

ب) می دانیم:

f(x)x = x  ۰

f(x) =  f(x) = f(x  )
x→x۰

−
lim

x→x  ۰
+

lim ۰

∣x∣ ≤ a ⇔ −a ≤ x ≤ a

∣x∣ > a ⇔ x > a یا x < −a

ابتدا باتوجه به قسمت (ب) از گام اول، محدودۀ دو ضابطۀ تابع را ساده می کنیم:

اکنون حد چپ و راست تابع  را در دو نقطۀ  و  محاسبه می کنیم تا بتوانیم پیوستگی تابع را در این دو نقطه بررسی کنیم.

باتوجه به اینکه  است، تابع در  ناپیوسته است.

داریم:

بنابراین تابع  در نقطۀ  پیوسته است.

f(x) =   ⇔
⎩
⎨
⎧

 ; ∣x∣ > ۱
x + ۱
x − ۱۲

۲x ; ∣x∣ ≤ ۱
f(x) =   

⎩
⎨
⎧

 ; x > ۱ یا x < −۱
x + ۱
x − ۱۲

۲x ; −۱ ≤ x ≤ ۱

f(x)x = ۱x = −۱

f(x) =   =  = ۰
x→۱+
lim

x→۱+
lim

x + ۱
x − ۱۲

۱ + ۱
۱ − ۱

f(x) =  ۲x = ۲(۱) = ۲
x→۱−
lim

x→۱−
lim

f(۱) = ۲(۱) = ۲

 f(x)  =
x→۱−
lim �  f(x)

x→۱+
limx = ۱

f(x) =  ۲x = ۲(−۱) = −۲
x→−۱+
lim

x→−۱+
lim

f(x) =   =   =  (x − ۱) = −۱ − ۱ = −۲
x→−۱−
lim

x→−۱−
lim

x + ۱
x − ۱۲

x→−۱−
lim

x + ۱
(x − ۱)(x + ۱)

x→−۱−
lim

f(−۱) = ۲(−۱) = −۲

f(x) =  f(x) = f(−۱)
x→−۱−
lim

x→−۱+
lim

f(x)x = −۱
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cosمی دانیم:  و  ۲x = cos x −۲ sin x۲tan x =  

cos x
sin x

، حاصل حد به صورت مبهم  می شود. با استفاده از گام اول، کسر را تا حد امکان ساده کرده و حاصل حد را به  دست وقتی 

می آوریم. 

x →  

۴
۳π

 

۰
۰

 =   =   

x→  ۴
۳π

lim
cos ۲x

tan x − ۱۲

x→  ۴
۳π

lim
cos x − sin x۲ ۲

 − ۱
cos x۲
sin x۲

x→  ۴
۳π

lim
−(sin x − cos x)۲ ۲

 

cos x۲
sin x − cos x۲ ۲

=  −  = −  = −  = −  = −۲
x→  ۴

۳π
lim

cos x۲
۱

cos  

۲
۴

۳π
۱

(−  )
۲

 ۲ ۲

۱

 

۲
۱
۱
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الف) تابع  در نقطۀ  پیوسته است هرگاه داشته باشیم:

ب) می دانیم:

f(x)x = x  ۰

f(x) =  f(x) = f(x  )
x→x۰

+
lim

x→x  ۰
−

lim ۰

∣u∣ =  {
u ; u ≥ ۰
−u ; u < ۰

ضابطۀ تابع شامل یک عبارت قدر مطلقی است، پس ابتدا این عبارت را تجزیه و تع�ن علامت می کنیم.

بنابراین ضابطۀ تابع  به صورت زیر می شود:

اکنون باتوجه به قسمت (الف) از گام اول، پیوستگی تابع  را در نقطۀ  بررسی می کنیم:

باتوجه به اینکه حد چپ و راست تابع در نقطۀ  مساوی نیستند، پس این تابع به  ازای هیچ مقدار   ، در نقطۀ  پیوسته نخواهد بود.

x +۲ x − ۲ = (x + ۲)(x − ۱)

f(x)

f(x) =    

⎩⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎪
⎨
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎧

   ; x ≤ −۲
x − ۱

x + x − ۲۲

 ; −۲ < x < ۱
x − ۱

−x − x + ۲۲

a ; x = ۱

 ; x > ۱
x − ۱

x + x − ۲۲

f(x)x = ۱

f(x) =   =   =  (x + ۲) = ۱ + ۲ = ۳
x→۱+
lim

x→۱+
lim

x − ۱
x + x − ۲۲

x→۱+
lim

(x − ۱)
(x + ۲)(x − ۱)

x→۱+
lim

f(x) =   =   =  (−x − ۲) = −۱ − ۲ = −۳
x→۱−
lim

x→۱−
lim

x − ۱
−x − x + ۲۲

x→۱−
lim

x − ۱
−(x + ۲)(x − ۱)

x→۱−
lim

x = ۱ax = ۱
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ابتدا تع�ن می کنیم مقادیر  به ازای  و  چند است:

ضابطۀ  را باتوجه به مقادیر  تشکیل داده و بررسی می کنیم در بازۀ  تابع در چه نقاطی ناپیوسته است.

در تمام نقاط بازۀ  تابع  (چون یک تابع ثابت است) پیوسته است. پس تعداد نقاط ناپیوستگی تابع در این بازه برابر صفر

است.

f(x)x ∈ Zx ∈ R− Z

f(x) = [x] + [−x] =   {
۰ ; x ∈ Z
− ۱ ; x ∈ R− Z

g(x)f(x)[−۴, ۴]

f(x) =   , g(x) =   {
− ۱ ; x ∈ Z/

۰ ; x ∈ Z {
f(x) ; x ∈ Z/

f(x) − ۱ ; x ∈ Z

⇒ g(x) =  ⇒ g(x) = −۱ ; x ∈ R{
−۱ ; x ∈  Z/
−۱ ; x ∈ Z

[−۴, ۴]g(x) = −۱
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، حاصل  را به دست می آوریم:  با استفاده از نسبت های مثلثاتی کمان 

حاصل حد  و مبهم است. برای رفع ابهام صورت و مخرج کسر را در مزدوج صورت ضرب می کنیم تا عبارت مثلثاتی فرم ساده تری به خود

بگیرد. سپس با از بین رفتن عامل صفرکننده در صورت و مخرج، حاصل حد را محاسبه می کنیم و در نهایت مقدار  را به دست می آوریم.

بنابراین :

α + βcos(x +  )
۴
π

cos(α + β) = cos α cos β − sinα sinβ

 

۰
۰

a

cos(x +  ) = cos x cos  − sin x sin  

۴
π

۴
π

۴
π

=  cos x −  sin x =  (cos x − sin x)
۲

 ۲
۲

 ۲
۲

 ۲

 =   ×  

x→  ۴
π

lim
cos(x +  )

۴
π

 −  cos x sin x
x→  ۴

π
lim

 (cos x − sin x)
۲

 ۲
 −  cos x sin x

 +  cos x sin x

 +  cos x sin x

=   

x→  ۴
π

lim

 (cos x − sin x)(  +  )
۲

 ۲
cos x sin x

(cos x − sin x)

=   =  

x→  ۴
π

lim
 +cos x sin x

 ۲

 +  cos  

۴
π

sin  

۴
π

 ۲

=  =  =  =  

 +   ۲
 ۲

 ۲
 ۲

 ۲

۲ ×   ۲
 ۲

 ۲

۲ ×  ۲−  ۲
۱

۲  ۲
۱

۲ × ۲−  ۴
۱

۲  ۲
۱

=  = ۲ = ۲ ⇒ a = −  

۲  ۴
۳

۲  ۲
۱

−  ۴
۱ a

۴
۱
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الف) تابع  بر روی مجموعۀ اعداد حقیقی پیوسته است هرگاه در همۀ نقاط این مجموعه پیوسته باشد.

ب) تابع  در نقطۀ  پیوسته است هرگاه داشته باشیم:

f(x)

f(x)x = x  ۰

f(x) =  f(x) = f(x  )
x→x۰

+
lim

x→x  ۰
−

lim ۰

تابع  بر روی دو بازۀ  و  به صورت یک تابع چندجمله ای بوده و پیوسته است، بنابراین کافی است پیوستگی تابع را در نقطۀ

 بررسی کنیم. باتوجه به قسمت (ب) از گام اول، حد چپ و راست تابع  را در نقطۀ  محاسبه کرده و با مقدار تابع در این نقطه

مساوی قرار می دهیم. 

داریم: 

f(x)x > ۲x < ۲
x = ۲f(x)x = ۲

f(x) =  ax + b = ۲a + b
x→۲+
lim

x→۲+
lim

f(x) =  x + bx − ۱ = ۴ + ۲b − ۱ = ۳ + ۲b
x→۲−
lim

x→۲−
lim ۲

f(۲) = ۵ ⇒ ۲a + b = ۳ + ۲b = ۵

۳ + ۲b = ۵ ⇒ ۲b = ۲ ⇒ b = ۱

۲a + b = ۵ ⇒ ۲a + ۱ = ۵ ⇒ ۲a = ۴ ⇒ a = ۲
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cosمی دانیم:  و  ۲x = cos x −۲ sin x۲tan x =  

cos x
sin x

، حاصل حد به صورت مبهم  می شود. باتوجه به گام اول، کسر را تا حد امکان ساده کرده و حاصل حد را محاسبه می کنیم. xوقتی  →  

۴
π

 

۰
۰

 =   =   

x→  ۴
π

lim
cos ۲x

tan x − ۱
x→  ۴

π
lim

cos x − sin x۲ ۲

 − ۱
cos x
sin x

x→  ۴
π

lim
(cos x − sin x)(cos x + sin x)

 

cos x
sin x − cos x

=   =   

x→  ۴
π

lim
(cos x − sin x)(cos x + sin x)

 

cos x
−(cos x − sin x)

x→  ۴
π

lim
cos x(cos x + sin x)

−۱

=  =  = −۱
 (  +  )

۲
 ۲

۲
 ۲

۲
 ۲

−۱

 (  )
۲

 ۲
۲

−۱
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الف) یک تابع گویا که درجۀ صورت کوچک تر یا مساوی درجۀ مخرج باشد، مجانب افقی دارد.

ب) در توابع کسری ریشه های مخرج کاندید مجانب قائم هستند، به شرط آنکه تابع حداقل در یک بازۀ یک طرفۀ آن نقطه تعریف شده و در آن

نقطه دارای حد نامتناهی باشد.

ابتدا ضابطۀ تابع  را به دست می آوریم.

باتوجه به قسمت "الف" از گام اول، تابع دارای یک مجانب افقی است:

همچنین خط  مجانب قائم تابع است زیرا:

نقطۀ  محل تلاقی این دو مجانب است.

fog

   ⇒
f(x) =  

۲x + ۱
x + ۳

g(x) =  

x + ۲
۲x − ۱

⎭⎪⎪
⎬
⎪⎪
⎫

fog(x) = f(g(x)) =  

۲g(x) + ۱
g(x) + ۳

=  =
۲ + ۱

x + ۲
۲x − ۱

 + ۳
x + ۲
۲x − ۱

 =
 

x + ۲
۴x − ۲ + x + ۲

 

x + ۲
۲x − ۱ + ۳x + ۶

 

۵x
۵x + ۵

fog(x) =
x→±∞
lim   =

x→±∞
lim

۵x
۵x + ۵

 =
x→±∞
lim

۵x
۵x

۱ ⇒ y = ۱  مجانب افقی

x = ۰

fog(x) =
x→۰
lim   =

x→۰
lim

۵x
۵x + ۵

 =
۰
۵

+∞

(۰, ۱)
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اگر  (یک عدد زوج) فرض شود، در این صورت  همواره برابر صفر می شود زیرا  به ازای  همواره برابر صفر است.

صفر شدن این عبارت باعث می شود کل تابع  برابر صفر شده و درنتیجه در نقاط زوج تابع  همواره پیوسته است.

حالا فرض می کنیم  فرد بوده و آن را به صورت  در نظر می گیریم. پیوستگی آن را در نقاط فرد مورد بررسی قرار می دهیم. نقطۀ

فردی مانند  در نظر گرفته و پیوستگی تابع را در این نقطه بررسی می کنیم:

بنابراین تابع  فقط در اعداد زوج پیوسته است.

x = ۲ksin  x
۲
π

sin kπk ∈ Z
f(x)f(x)

xx = ۲k + ۱
x = ۱

f(x) =  (−۱) sin  x = (−۱) sin  = (−۱)(۱) = −۱
x→۱+
lim

x→۱+
lim [x]

۲
π ۱

۲
π

f(x) =  (−۱) sin  x = (−۱) sin  = (۱)(۱) = ۱
x→۱−
lim

x→۱−
lim [x]

۲
π ۰

۲
π

f(۱) = (−۱) sin  = (−۱)(۱) = −۱۱

۲
π

⇒  f(x)   f(x) ⇒
x→۱+
lim =

x→۱−
lim در اعداد فرد ناپیوسته است

f(x)
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۲]می دانیم:  ] =− ۱

(  +  ) =  (  +  ) =  (  −  )
x→۲−
lim

x − ۲x۲
x + ۲

۲ − x
۲(۱)

x→۲−
lim

x(x − ۲)
x + ۲

۲ − x
۲

x→۲−
lim

x(x − ۲)
x + ۲

x − ۲
۲

=   =   = −
x→۲−
lim

x(x − ۲)
x + ۲ − ۲x

x→۲−
lim

x
−۱

۲
۱
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f(x) =    

⎩⎪
⎨
⎪⎧

 ; x ۰
sin x۲

cos x −  cos x
=

a ; x = ۰

 =
x→۰
lim

sin x۲
cos x −  cos x

  

x→۰
lim

۱ − cos x۲
 (  − ۱)cos x cos x

 =
x→۰
lim

(۱ − cos x)(۱ + cos x)
 (  − ۱)cos x cos x

  =
x→۰
lim

(۱ − )(۱ +  )(۱ + cos x)cos x cos x
 (  − ۱)cos x cos x

−  

۴
۱
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الف) تابع  روی یک بازه پیوسته است هرگاه در همۀ نقاط این بازه پیوسته باشد.

ب) تابع  در نقطۀ  پیوسته است هرگاه حد چپ و راست تابع در این نقطه برابر با مقدار تابع در این نقطه باشد؛ به عبارت دیگر

داشته باشیم:

f(x)

f(x)x = x  ۰

f(x) =  f(x) = f(x  )
x→x۰

+
lim

x→x  ۰
−

lim ۰

برای بررسی پیوستگی تابع  روی بازۀ  کافی است شرط پیوستگی را در نقطۀ  بررسی کنیم. داریم:

، رفع ابهام می کنیم. با تغ�ر متغیر  و با استفاده از هم ارزی 

تابع  در نقطۀ  پیوسته است هرگاه داشته باشیم:

f(x)[۰, ۲π]x =  

۲
π

f(x) =   =  

x→  ۲
π

lim
x→  ۲

π
lim

۲x − π
sin ۲x

۰
۰

x −  =
۲
π

tsin u  u
u→۰
∼  

x −  =
۲
π

t ⇒ ۲x − π = ۲t

x →  ⇒
۲
π

t → ۰

 =   =   =   = −۱
x→  ۲

π
lim

۲x − π
sin ۲x

t→۰
lim

۲t
sin(π + ۲t)

t→۰
lim

۲t
− sin(۲t)

t→۰
lim

۲t
−۲t

f(x)x =  

۲
π

f(x) = f(  ) ⇒ a = −۱
x→  ۲

π
lim

۲
π
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چون  بر  بخش پذیر است، بنابراین  است.

برای به دست آوردن سایر عامل های  کافی است  را بر  تقسیم کنیم و ریشه های معادلۀ  را به دست آوریم.

  

بنابراین کوچک ترین ریشۀ معادلۀ  برابر با  است.

f(x)x + ۲f(−۲) = ۰

f(x) = x +۴ ax −۳ ۸x ⇒ f(−۲) = ۱۶ − ۸a + ۱۶ = ۰

⇒ ۸a = ۳۲ ⇒ a = ۴ ⇒ f(x) = x +۴ ۴x −۳ ۸x

f(x)f(x)x + ۲f(x) = ۰

  

x + ۴x − ۸x۴ ۳

 −(x + ۲x )۴ ۳
∣
∣
∣
∣

x + ۲x − ۴x۳ ۲
x + ۲

۲x − ۸x۳

− (۲x + ۴x )۳ ۲

− ۴x − ۸x۲

 −(−۴x − ۸x)۲

۰

f(x) = (x + ۲)(x +۳ ۲x −۲ ۴x) = ۰

⇒    

⎩⎪⎪
⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎪⎪
⎧x + ۲ = ۰ ⇒ x = −۲

x(x + ۲x − ۴) = ۰ ⇒    

۲

⎩⎪
⎨
⎪⎧x = ۰

x =  = −۱ ±  

۲a
−b ±  Δ

۵

f(x) = ۰x = −۱ −  ۵
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باتوجه به ضابطۀ تابع f، می توان نوشت:

، پس باتوجه به مقادیر به دست آمده در بالا، ازآنجاکه برای آنکه تابع f در  پیوسته باشد، باید 

، به ازای هیچ مقداری برای a پیوسته نیست. ، بنابراین تابع f در 

تذکر:

⎩⎪⎪
⎪
⎨
⎪⎪
⎪⎧ f(x) =  (۳x − x ) = ۶ − ۲ = ۶ − ۱ = ۵

x→۲−
lim

x→۲−
lim [ ] [ −]

f(۲) = a

f(x) =  (x + ۲) = ۴
x→۲+
lim

x→۲+
lim

x = ۲f(x) =
x→۲+
lim f(۲) =  f(x)

x→۲−
lim

 f(x)  =
x→۲−
lim �  f(x)

x→۲+
limx = ۲

a ∈ Z ⇒   {
[a ] = a − ۱−

[a ] = a+
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f x = sin  [cos (  ) ] − cos π[sin (۲π) ]
x→π+
lim ( )

۲
π

۲
π + +

= ۱ × [۰ ] − (−۱)[۰ ] = ۱ × (−۱) − ۰ = −۱− +

f x = sin  [cos (  ) ] − cos π[sin (۲π) ]
x→π−
lim ( )

۲
π

۲
π − −

= ۱ × [۰ ] − (−۱)[۰ ] = ۰ + (−۱) = −۱ ⇒  f x = −۱+ −
x→π
lim ( )
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 −  =   

x→−۲
lim (

(۲x + ۱)(x + ۲)
۳

(x + ۲)(x − ۲)
۴

)
x→−۲
lim (

(۲x + ۱)(x + ۲)(x − ۲)
۳(x − ۲) − ۴(۲x + ۱)

)

=   =   = −  

x→−۲
lim (

(۲x + ۱)(x + ۲)(x − ۲)
−۵(x + ۲)

)
x→−۲
lim (

(۲x + ۱)(x − ۲)
−۵

)
۱۲
۵

گزینه 3

گام اول

گام دوم

71

y  تابع  در نقاطی که  مقداری صحیح باشد، ناپیوسته است.   = f(x)[ ]f(x)

، رسم نمودار این تابع در بازۀ موردنظر است: بهترین راه برای تشخیص نقاط ناپیوستگی تابع با ضابطۀ  در بازۀ 

،  و  ناپیوسته است؛ بنابراین تابع در بازۀ  دارای  ،  ، با توجه به نمودار، تابع  در نقاط 

پنج نقطۀ ناپیوستگی است.

f x =( ) x[ ۲]−۱, ۲[ ]

f x( )x = ۱x =  ۲x =  ۳x = ۲x = −۱−۱, ۲[ ]
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پس تابع فقط از راست پیوسته است.

حد راست :  f x =
x→۲+
lim ( )   =

x→۲+
lim

۲ x − ۲∣ ∣
x − ۴۲

  =
x→۲+
lim

۲ x − ۲( )
x − ۲ x + ۲( ) ( )

 =
۲
۴

۲

حد چپ =  f x =   =   = −۲
x→۲−
lim ( )

x→۲−
lim

−۲ x − ۲( )
x − ۴۲

x→۲−
lim

−۲
x + ۲

f ۲ = ۲( )

⇒ f ۲ =( )  f x
x→۲+
lim ( )
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f(x)xتابع  در نقطۀ  حد دارد، درصورتی که  و  موجود و باهم برابر باشند. = a f(x)
x→a+
lim f(x)

x→a−
lim

حد عبارت داده شده را در دو حالت  و  محاسبه می کنیم:

حد راست و چپ تابع در نقطۀ  موجود و برابر است، بنابراین حد تابع برابر 3 است.

x →  

۳
π +

x →  

۳
π −

⎩⎪⎪
⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎪⎪
⎧ sin x −  cos ۳x + tan x = sin(۰ ) cos π + (  ) = ۰ cos π + ۳ = ۰ −۱ + ۳ = ۳

x→  ۳
π +

lim [ (
۳
π

)] [ ۲ ] [ + ] [ ۳
+ ۲] [ +] [ +] ( ) ( )

sin x −  cos ۳x + tan x = sin(۰ ) cos π + (  ) = ۰ cos π + ۳ = −۱ −۱ + ۲ = ۳
x→  ۳

π −
lim [ (

۳
π

)] [ ۲ ] [ − ] [ ۳
− ۲] [ −] [ −] ( ) ( )

x =  

۳
π
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، حاصل حد را به  دست می آوریم. xحاصل حد مبهم است. با استفاده از رفع ابهام عامل صفرشونده یا همان  − ۲

 (  −  ) =  (  −  )
x→۲
lim

x − ۲x۲
۶

x − ۲
x + ۱

x→۲
lim

x(x − ۲)
۶

x − ۲
x + ۱

=  (  ) =  (  )
x→۲
lim

x(x − ۲)
۶ − x − x۲

x→۲
lim

x(x − ۲)
−(x − ۲)(x + ۳)

=   =  

x→۲
lim

x
−(x + ۳)

۲
−۵
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در مرحلۀ اول صورت و مخرج کسر را در مزدوج عبارت مخرج کسر ضرب می کنیم تا عبارت را به ساده ترین شکل ممکن به دست آوریم.

راه حل اول:

راه حل دوم: (فراتر از کتاب)

 برای به دست آوردن حاصل حد وقتی  از هم ارزی رادیکالی زیر استفاده می کنیم:

با استفاده از هم ارزی حاصل حد را به دست می آوریم:

 ×  =  =  

x −  x + ۲x۲

۱
x +  x + ۲x۲

x +  x + ۲x۲

x − x − ۲x۲ ۲

x +  x + ۲x۲

−۲x
x +  x + ۲x۲

 =
x→+∞
lim

−۲x
x +  x + ۲x۲

  =
x→+∞
lim

−۲x
x + ∣x∣

  =
x→+∞
lim

−۲x
x + x

  =
x→+∞
lim

−۲x
۲x

−۱

x → +∞

∼
x→+∞
ax + bx + c۲

 ∣x +a  ∣
۲a
b

 =   

x→+∞
lim

−۲x
x +  x + ۲x۲

x→+∞
lim

−۲x

x +  ∣x +  ∣۱
۲
۲

=   =   =   = −۱
x→+∞
lim

−۲x
x + x + ۱

x→+∞
lim

−۲x
۲x + ۱

x→+∞
lim

−۲x
۲x

گزینه 1
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گام دوم
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، در این صورت حاصل  است. xاگر  ∈ / Z[x] + [−x] = −۱

f(x) =   {
− ۱ ; x ∈ Z/

a ; x ∈ Z

f(x) =
x→t−
lim  f(x) =

x→t+
lim f(t) ⇒ a = −۱
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راه حل اول:

راه حل دوم: (فراتر از کتاب)

با استفاده از قاعدۀ هوپیتال داریم:

 =
x→−۸
lim

۶(۲ +  )۳ x
x + ۱۰x + ۱۶۲

 

۰
۰

 =
x→−۸
lim

۶(۲ +  )۳ x
x + ۱۰x + ۱۶۲

  

x→−۸
lim

۶(۲ +  )(۴ − ۲  +  )۳ x ۳ x ۳ x۲

(x + ۸)(x + ۲)(۴ − ۲  +  )۳ x ۳ x۲

=   

x→−۸
lim

۶(x + ۸)
(x + ۸)(x + ۲)(۴ − ۲  +  )۳ x ۳ x۲

=   =
x→−۸
lim

۶
(x + ۲)(۴ − ۲  +  )۳ x ۳ x۲

 =
۶

−۶ × ۱۲
−۱۲

HOP :   =
x→−۸
lim

۶ ×  

۳  

۳ x۲

۱
۲x + ۱۰

 =
۶ ×  

۳ × ۴
۱

−۱۶ + ۱۰
−۶ × ۲ = −۱۲
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راه حل اول:

راه حل دوم: (فراتر از کتاب)

استفاده از قاعدۀ هوپیتال:

 =
x→−۱
lim

۲ −  ۲ +  ۳ − x

۲x + ۵x + ۳۲
 

۰
۰

 ×
x→−۱
lim

۲ −  ۲ +  ۳ − x

۲x + ۵x + ۳۲
 

۲ +  ۲ +  ۳ − x

۲ +  ۲ +  ۳ − x

=   

x→−۱
lim

۴ − (۲ +  )۳ − x
(x + ۱)(۲x + ۳)(۲ +  )۲ +  ۳ − x

=   ×
x→−۱
lim

۲ −  ۳ − x
(x + ۱)(۲x + ۳)(۲ +  )۲ +  ۳ − x

 

۲ +  ۳ − x
۲ +  ۳ − x

=   

x→−۱
lim

۴ − ۳ + x
(x + ۱)(۲x + ۳)(۲ +  )(۲ +  )۲ + ۳ − x ۳ − x

=  (۲x +
x→−۱
lim ۳)(۲ +  )(۲ +۲ +  ۳ − x  ) =۳ − x ۱(۲ + ۲)(۲ + ۲) = ۱۶

  

x→−۱
lim

۲ −  ۲ +  ۳ − x

۲x + ۵x + ۳۲
HOP

  =
x→−۱
lim

−  ×  

۲  ۳ − x
−۱

۲  ۲ +  ۳ − x

۱
۴x + ۵

 =
 ×  

۴
۱

۴
۱

۱
۱۶
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با استفاده از اتحاد  داریم:

روش دوم: (هوپیتال _ فراتر از کتاب)

a −۳ b =۳ (a − b)(a +۲ ab + b )۲

 =   

x→۲+
lim

 x − ۴x + ۴۲

۲ −  

۳ x + ۶
x→۲+
lim

 (۴ + ۲  +  )(x − ۲)۲ ۳ x + ۶ ۳ (x + ۶)۲

(۲ −  )(۴ + ۲  +  )۳ x + ۶ ۳ x + ۶ ۳ (x + ۶)۲

=   = −  = −  

x→۲+
lim

(x − ۲)(۴ + ۲ +  

۳ x + ۶ ۳ (x + ۶)۲

(۲ − x)
۴ + ۴ + ۴

۱
۱۲
۱

 =   =   =  

x→۲+
lim

 x − ۴x + ۴۲

۲ −  

۳ x + ۶
x→۲+
lim

 (x − ۲)۲

۲ −  

۳ x + ۶
x→۲+
lim

∣x − ۲∣
۲ −  

۳ x + ۶
۰
۰

      =   

هوپیتال

x→۲+
lim

∣x − ۲∣
۲ −  

۳ x + ۶ x−۲>۰

x→۲+ x→۲+
lim

x − ۲
۲ −  

۳ x + ۶
x→۲+
lim

۱
−  (x + ۶)۳

۱  ۳
−۲

=  = −  = −  

۱
−  (۲ + ۶)۳

۱  ۳
−۲

۳ × ۴
۱

۱۲
۱
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 −  =   −  

x→−۱
lim (

x − ۱۲

۲
x + ۱

x
)

x→−۱
lim

(x − ۱)(x + ۱)
۲

x + ۱
x

=   =   =   

x→−۱
lim

(x − ۱)(x + ۱)
۲ − x(x − ۱)

x→−۱
lim

x − ۱۲

−x + x + ۲۲

x→−۱
lim

(x − ۱)  (x + ۱)
−  (x − ۲)(x + ۱)

=   =  =  =  

x→−۱
lim

(x − ۱)
−(x − ۲)

−۱ − ۱
−(−۱ − ۲)

−۲
۳

۲
−۳

گزینه 2 81

 =
x→۱+
lim

x + cos πx[ ]
sin πx۲

 

۰
۰

 =
x→۱+
lim

x + cos πx[ ]
sin πx۲

  =
x→۱+
lim

۱ + cos πx
۱ − cos πx۲

  

x→۱+
lim

۱ + cos πx
(۱ + cos πx)(۱ − cos πx)

=  (۱ −
x→۱+
lim cos πx) = ۱ − cos π = ۱ − −۱ =( ) ۲
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تابع  به صورت زیر خلاصه می شود:

تابع  در فاصلۀ  و تابع  در هر فاصله ای پیوسته است، پس فقط کافی است که تابع  در 1 و 1- پیوسته باشد.

 در  پیوسته است، پس  یا  است. ازطرفی  در 1- پیوسته است؛ پس:

 

f

f x =( )   {
x x ; −۱ < x < ۱[ ]

ax + b ; (x ≥ ۱) ∨ (x ≤ −۱)

x x[ ]−۱, ۱( )ax + bf

f ۱ =  f x =  (ax + b) = a + b( )
x→۱+
lim ( )

x→۱+
lim

f x =  x x = ۰
x→۱−
lim ( )

x→۱−
lim ( [ ])

fx = ۱a + b = ۰a = −bf

f −۱ =  f x =  (ax + b) = −a + b( )
x→(−۱)−

lim ( )
x→(−۱)−

lim

f(x) =  x x = −۱ −۱ = −۱ −۱ = ۱
x→(−۱)+

lim
x→(−۱)+

lim ( [ ]) ( ) [( )+] ( ) ( )

⇒ −a + b = ۱  

b=−a
−a − a = ۱ ⇒ a = −

۲
۱

گزینه 4

گام اول

گام دوم
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xتابع در  پیوسته است؛ بنابراین  است. = ۰ f(x) =
x→۰
lim f(۰)

f(۰) =   =
x→۰
lim

۱ −  ۱ − x

x
  ×

x→۰
lim

۱ −  ۱ − x

x
 

۱ +  ۱ − x

۱ +  ۱ − x

=   =
x→۰
lim

(۱ −  )(۱ +  )۱ − x ۱ − x

x(۱ +  )۱ − x
  

x→۰
lim

۱ − ۱ + x
x(۱ +  )۱ − x

=   ⇒
x→۰
lim

x
x(۱ +  )۱ − x

a = ۱ +  =۱ − ۰ ۱ + ۱ = ۲ ⇒ a = ۲
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. حال داریم: sin(πمی دانیم  و  و  − α) = sinαcos(π − α) = − cos αcos(π + α) = − cos α

 =  =  = −∞
x→  ۳

۲π +
lim

۱ + ۲ cos x
sin x

۱ + ۲(−  )
۲
۱ −

 

۲
 ۳

۰−

 

۲
 ۳

 =  =  = +∞
x→  ۳

۲π −
lim

۱ + ۲ cos x
sin x

۱ + ۲(−  )
۲
۱ +

 

۲
 ۳

۰+

 

۲
 ۳

 =  =  = ±∞
x→  ۳

۴π ±
lim

۱ + ۲ cos x
sin x

۱ + ۲(−  )
۲
۱ ±

 

۲
−  ۳

۰±

−  

۲
 ۳
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 =
x→  ۴

۳π −
lim

 ۱ + sin ۲x
۱ − tan x۲

  

x→  ۴
۳π −

lim
 (sin x + cos x)۲

۱ − tan x۲

=   =
x→  ۴

۳π −
lim

∣ sin x + cos x∣
۱ − tan x۲

  

x→  ۴
۳π −

lim
(sin x + cos x)

 

cos x۲

cos x − sin x۲ ۲

 =
x→  ۴

۳π −
lim

cos x(sin x + cos x)۲
(cos x − sin x)(cos x + sin x)

  =
x→  ۴

۳π −
lim

cos x۲
cos x − sin x

 =
 

۲
۱

−  −  

۲
 ۲

۲
 ۲

−۲  ۲

گزینه 3 86

راه حل اول: استفاده از هم ارزی:

راه حل دوم: با استفاده از اتحاد مزدوج داریم:

  x +   ax + bx + c۲
x→±∞

∼ a
∣
∣
∣
∣

۲a
b

∣
∣
∣
∣

(۲x +
x→−∞
lim  ) =۴x + x۲

 (۲x +
x→−∞
lim ۲  x +   )

∣
∣
∣
∣

۸
۱

∣
∣
∣
∣

(۲x −
x→−∞
lim ۲(x +  )) =

۸
۱

−  

۴
۱

(۲x +
x→−∞
lim  ) =۴x + x۲

  

x→−∞
lim

۲x −  ۴x + x۲

(۲x +  )(۲x −  )۴x + x۲ ۴x + x۲

=   =
x→−∞
lim

۲x −  ۴x۲

۴x − (۴x + x)۲ ۲
  =

x→−∞
lim

۲x − ۲x∣ ∣
−x

  =
x→−∞
lim

۴x
−x

−  

۴
۱
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با استفاده از قاعدۀ پرتوان داریم:

 =   

x→−∞
lim

x
x −  ۴x + x۲

x→−∞
lim

x
x − ۲x∣ ∣

=   = ۳
x→−∞
lim

x
x + ۲x

گزینه 2
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الف) تابع  بر روی یک بازه پیوسته است هرگاه در همۀ نقاط این بازه پیوسته باشد.

ب) تابع  در نقطۀ  پیوسته است هرگاه داشته باشیم:

f(x)

f(x)x = x  ۰

f(x) =  f(x) = f(x  )
x→x۰

+
lim

x→x  ۰
−

lim ۰

تابع  با ضابطۀ داده شده روی بازۀ  تعریف شده است. برای بررسی پیوستگی تابع  روی این بازه کافی است شرط پیوستگی

تابع فقط در نقطۀ  بررسی شود. داریم:

برای پیوستگی تابع  در نقطۀ  کافی است تساوی زیر برقرار باشد:

f(x)[۱, +∞)f(x)

x = ۶

f(x) =  sin  = sin  =  

x→۶−
lim

x→۶−
lim

x
π

۶
π

۲
۱

f(۶) = sin  =  

۶
π

۲
۱

f(x) =  a + cos  = a + cos  = a + (  ) = a +  

x→۶+
lim

x→۶+
lim ۲

۳۶
πx ۲

۶
π

۲
 ۳

۲

۴
۳

f(x)x = ۶

a +  =
۴
۳

 ⇒
۲
۱

a = −
۴
۱
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الف) تابع  بر روی مجموعۀ  پیوسته است هرگاه در تمام نقاط این مجموعه پیوسته باشد.

ب) تابع  در نقطۀ  پیوسته است هرگاه داشته باشیم:

f(x)R
f(x)x = x  ۰

f(x) =  f(x) = f(x  )
x→x۰

−
lim

x→x  ۰
+

lim ۰

تابع  بر روی دو بازۀ  و  به صورت یک تابع چندجمله ای بوده و پیوسته است؛ بنابراین کافی است پیوستگی تابع را فقط در

نقطۀ  بررسی کنیم. باتوجه به قسمت (ب) از گام اول، حد چپ و راست تابع را در نقطۀ  محاسبه کرده و با مقدار تابع در این نقطه

مساوی قرار می دهیم. 

، تساوی  برقرار است. به  ازای هر مقدار حقیقی 

f(x)x > ۲x < ۲
x = ۲x = ۲

f(x) =  x + ax − ۵ = ۲ + ۲a − ۵ = ۲a − ۱
x→۲+
lim

x→۲+
lim ۲ ۲

f(x) =  ax − ۱ = ۲a − ۱
x→۲−
lim

x→۲−
lim

f(۲) = ۲a − ۱

a۲a − ۱ = ۲a − ۱
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الف) برای اینکه تابع  در بازۀ  پیوسته باشد، باید بر روی تمام نقاط این بازه پیوسته باشد. نقطۀ مرز ضابطه ها، یعنی 

نقطه ای است که پیوستگی در مورد آن باید بررسی شود.

ب) شرط پیوستگی در  به صورت زیر است:

f(x)[۰, ۲π]x =  

۲
π

x =  

۲
π

f(x) =
x→  ۲

π +
lim  f(x) =

x→  ۲
π −

lim f( )
۲
π

شرط پیوستگی را بررسی می کنیم:

f(x) =
x→  ۲

π −
lim   =

x→  ۲
π −

lim
cos x

cos ۳x
 

۰
۰

 =
x→  ۲

π −
lim

cos x
cos ۳x

  

x→  ۲
π −

lim
sin(  − x)

۲
π

− sin(  − ۳x)
۲

۳π

x− =t۲
π

  =
t→۰+
lim

sin t
− sin(۳t)

−۳

f(x) =
x→  ۲

π +
lim  sin ۵x −

x→  ۲
π +

lim a = sin  −
۲

۵π
a = ۱ − a

f(  ) =
۲
π

۱ − a

f(x) =
x→  ۲

π +
lim  f(x) =

x→  ۲
π −

lim f( ) ⇒
۲
π

۱ − a = −۳ ⇒ a = ۴

گزینه 3
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الف) وقتی  حد عبارت صورت برابر  است. پس حد عبارت مخرج باید برابر  شود تا حاصل حد برابر  شود. حد عبارت مخرج

وقتی  در صورتی  می شود که  ریشۀ مضاعف مخرج باشد (حاصل حد مخرج کسر وقتی  و  باید برابر

 شود).

ب) مخرج باید به صورت  باشد تا بتوان گفت  ریشۀ مضاعف مخرج است.

x → ۳−۱۰+−∞

x → ۳۰+x = ۳x → ۳+x → ۳−

۰+

۲(x − ۳)۲x = ۳

۲(x − ۳) = ۲(x − ۶x + ۹) = ۲x − ۱۲x + ۱۸ = ۲x + ax + b۲ ۲ ۲ ۲

⇒  ⇒ a + b = −۱۲ + ۱۸ = ۶{
a = −۱۲
b = ۱۸
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cot را برابر  فرض کرده و عبارت را بر حسب  به دست می آوریم و حاصل حد را وقتی  محاسبه می کنیم. x 

tan x
۱

tan xx →  

۲
π +

  =   =  tan x = (−∞) = +∞
x→  ۲

π +
lim

cot x
tan x

x→  ۲
π +

lim
 

tan x
۱

tan x
x→  ۲

π +
lim ۲ ۲
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داریم:

باتوجه به اینکه صورت و مخرج کسر، یک عبارت چندجمله ای است، پس حاصل حد از تقسیم بزرگ ترین جملۀ صورت بر بزرگ ترین جملۀ مخرج

به  دست می آید؛ یعنی:

حاصل حد یک عدد ثابت  شده است، پس داریم: 

بنابراین:

و همچنین:

بنابراین داریم:

 = −۲
x→∞
lim

mx − mx + n − ۱n−۲
x + nx + mm+۳

 =   = −۲
x→∞
lim

mx − mx + n − ۱n−۲
x + nx + mm+۳

x→∞
lim

mxn−۲
xm+۳

m + ۳ = n − ۲

 =  = −۲ ⇒ m = −  

x→∞
lim

mxn−۲
xm+۳

m
۱

۲
۱

m + ۳ = n − ۲  

m=−  ۲
۱

−  +
۲
۱

۳ = n − ۲ ⇒ n = −  +
۲
۱

۵ =  

۲
۹

m + n = − +
۲
۱

 =
۲
۹

 =
۲
۸

۴
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الف) یک تابع گویا زمانی مجانب افقی دارد که درجۀ صورت کوچک تر یا مساوی درجۀ مخرج باشد.

ب) در توابع کسری، ریشه های مخرج کاندید مجانب قائم هستند، به شرط آنکه تابع حداقل در یک بازۀ یک طرفۀ آن نقطه تعریف شده و در آن

نقطه دارای حد نامتناهی باشد.

معادلۀ مجانب های قائم و افقی تابع را نوشته و نقطۀ تقاطع آن ها را به دست می آوریم. درجۀ صورت و مخرج باهم مساوی اند پس تابع دارای

مجانب افقی است. داریم:

اکنون باتوجه به قسمت "ب" از گام اول، ریشه های مخرج کسر را به دست می آوریم:

 و  کاندید مجانب قائم تابع هستند اما باید شرط نامتناهی بودن حد تابع نیز در آن ها برقرار باشد.

بنابراین تابع فقط دارای یک مجانب قائم به معادلۀ  است.

(توجه کنید که می توانستیم ابتدا تابع را ساده کنیم سپس ریشه های مخرج را به دست آوریم)

محل تلاقی دو مجانب  و  نقطۀ  است. با جایگذاری مختصات این نقطه در معادلۀ خط داده شده، مقدار  را

محاسبه می کنیم. 

y =  ⇒
x + x − ۲۲
۲x − ۲x۲

D = R− ۱, −۲{ }

 =
x→±∞
lim

x + x − ۲۲
۲x − ۲x۲

  =
x→±∞
lim

x۲
۲x۲

۲ ⇒ y = ۲  مجانب افقی 

x +۲ x − ۲ = ۰ ⇒ (x + ۲)(x − ۱) = ۰ ⇒   {
x + ۲ = ۰ ⇒ x = −۲
x − ۱ = ۰ ⇒ x = ۱

x = −۲x = ۱

 =
x→۱
lim

x + x − ۲۲
۲x − ۲x۲

 ⇒
۰
۰

  =
x→۱
lim

x + x − ۲۲
۲x − ۲x۲

  

x→۱
lim

(x − ۱)(x + ۲)
۲x(x − ۱)

=   =
x→۱
lim

x + ۲
۲x

 

۳
۲

 =
x→−۲
lim

x + x − ۲۲
۲x − ۲x۲

 =
(−۲) + (−۲) − ۲۲
۲(−۲) − ۲(−۲)۲

 =
۴ − ۴
۸ + ۴

+∞

x = −۲

x = −۲y = ۲(−۲, ۲)a

y = x + a  

(−۲,۲)
۲ = −۲ + a ⇒ a = ۴
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می دانیم:

  ∣x +ax + bx + c۲
x→±∞

∼   a  ∣
۲a
b

باتوجه به گام اول داریم: 

، می توان در مخرج کسر از عبارت  در برابر  صرف نظر کرد. چون 

  ∣x +۴x + ۹x۲
x→+∞

∼   ۴  ∣ =
۸
۹

۲(x +  ) =
۸
۹

۲x +  

۴
۹

x → +∞ x۳x

 =   =   = −  

x→+∞
lim

۳x +  x
x −  ۴x + ۹x۲

x→+∞
lim

۳x

x − (۲x +  )
۴
۹

x→+∞
lim

۳x

x − ۲x −  

۴
۹

۳
۱

گزینه 3
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الف) برای به دست آوردن حاصل حد ابتدا عبارت  را در مزدوج عبارت  ضرب و تقسیم می کنیم.

، در عبارت کسری به دست آمده، برای محاسبۀ حد حاصل تقسیم جملات پرتوان را در نظر می گیریم. ب) چون 

x(x + )x − ۸۲x +  x − ۸۲

x → −∞

x(x +
x→−∞
lim  ) ×x − ۸۲

 

x −  x − ۸۲

x −  x − ۸۲

=   =   

x→−∞
lim

x − x − ۸۲

x(x − x + ۸)۲ ۲

x→−∞
lim

x −  x − ۸۲

۸x

=   =   =   = ۴
x→−∞
lim

x − ∣x∣
۸x

x→−∞
lim

x − (−x)
۸x

x→−∞
lim

۲x
۸x
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∞حاصل حد  و مبهم است. − ∞

برای رفع ابهام و به دست آوردن حاصل حد، از هم ارزی رادیکالی زیر استفاده می کنیم:

حالا حاصل حد را محاسبه می کنیم:

n = ۳ ⇒ عدد فرد ⇒  ∼
x→±∞

 

n ax + bx + ...n n−۱
 (x +n a  )

na
b

∼
x→∞

 

۳ ۸x + ۲x۳ ۲
 (x +۳ ۸  ) =

۲۴
۲

۲(x +  ) =
۱۲
۱

۲x +  

۶
۱

(  −
x→∞
lim ۳ ۸x + ۲x۳ ۲ ۲x) =  (۲x +

x→∞
lim  −

۶
۱

۲x) =  

۶
۱
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الف) در تابع  وقتی  برابر  است. چون حاصل حد وقتی  یک عدد شده است، پس بزرگ ترین درجۀ صورت

کسر با بزرگ ترین درجۀ مخرج کسر باید برابر باشد. بزرگ ترین درجۀ x در صورت کسر 1 است، پس  است.

ب) حاصل حد را وقتی که  با استفاده از هم ارزی  تع�ن کرده و مقدار a را محاسبه می کنیم.

f(x)x → +∞−  

۲
۱

x → +∞

n = ۱

x → +∞ ∼
x→+∞

 ax + bx + c۲
 ∣x +a  ∣

۲a
b

برای رفع ابهام صورت و مخرج کسر را در مزدوج صورت ضرب کرده و حاصل را ساده می کنیم:

n = ۱ ⇒ f(x) =  

ax − ۶
۲x +  x − ۳x۲

f(x) =
x→+∞
lim   =

x→+∞
lim

ax − ۶
۲x +  x − ۳x۲

  

x→+∞
lim

ax − ۶

۲x +  ∣x + (  )∣۱
۲

−۳

=   =
x→+∞
lim

ax − ۶

۲x + x −  

۲
۳

  =
x→+∞
lim

ax − ۶

۳x −  

۲
۳

 =
a
۳

−  ⇒
۲
۱

a = −۶

⇒ f(x) =
−۶x − ۶

۲x +  x − ۳x۲

f(x) =
x→−۱
lim   =

x→−۱
lim

−۶x − ۶
۲x +  x − ۳x۲

 

۰
۰

 ×
x→−۱
lim

−۶x − ۶
۲x +  x − ۳x۲

 =
۲x −  x − ۳x۲

۲x −  x − ۳x۲
  

x→−۱
lim

−۶(x + ۱)(۲x −  )x − ۳x۲

۴x − x + ۳x۲ ۲

=   =
x→−۱
lim

−۶(x + ۱)(۲x −  )x − ۳x۲

۳x(x + ۱)
  

x→−۱
lim

−۶(۲x −  )x − ۳x۲

۳x

=  =
−۶(−۲ − ۲)

−۳
 =

(−۶)(−۴)
−۳

 =
۲۴
−۳

 

۸
−۱
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الف) نمودار تابع از نقطۀ  می گذرد، پس مختصات این نقطه در ضابطۀ تابع صدق می کند.

ب) می دانیم:

(۲, ۱)

  ∣x +ax + bx + c۲
x→+∞

∼   a  ∣
۲a
b

باتوجه به قسمت (الف) از گام اول داریم: 

باتوجه به قسمت (ب) از گام اول می توان نوشت: 

پس: 

f(x) =   

۳x − ۲
ax + ۱ +  ۴x + ۹۲ f (۲)=۱ ۱ =  ⇒

۴
۲a + ۱ + ۵

۲a + ۶ = ۴

⇒ ۲a = −۲ ⇒ a = −۱

 ۲x۴x + ۹۲
x→+∞

∼  

f(x) =   =   =   =  

x→+∞
lim

x→+∞
lim

۳x − ۲
−x + ۱ +  ۴x + ۹۲

x→+∞
lim

۳x − ۲
−x + ۱ + ۲x

x→+∞
lim

۳x − ۲
x + ۱

۳
۱
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xx  می دانیم:   + ۵۲
x→∞
∼  

صورت و مخرج کسر، یک عبارت چندجمله ای است و حاصل حد تابع در بی نهایت برابر با یک عدد ثابت  شده است؛ بنابراین درجۀ بزرگ ترین

جملۀ صورت و بزرگ ترین جملۀ مخرج باهم برابر است و حاصل حد از تقسیم ضرائب آن ها بر هم به  دست می آید، پس داریم:

اکنون حاصل  را محاسبه می کنیم:

f(x) =   =   

x→+∞
lim

x→+∞
lim

ax + ۴n

۳ −  x + ۵۲

x→+∞
lim

ax + ۴n

۳ − x

  f(x) =   =  

n=۱

x→+∞
lim

x→+∞
lim

ax + ۴
۳ − x

a
−۱

f(x) =  ⇒ −  = ⇒ a = −۲ ⇒ f(x) =  

x→+∞
lim

۲
۱

a
۱

۲
۱

−۲x + ۴
۳ −  x + ۵۲

 f(x)
x→۲
lim

f(x) = مبهم 
x→۲
lim

۰
۰

 ×  =   

x→۲
lim

−۲x + ۴
۳ −  x + ۵۲

۳ +  x + ۵۲

۳ +  x + ۵۲

x→۲
lim

۲(۲ − x)(۳ +  )x + ۵۲

۹ − x − ۵۲

=   =   = =  =  

x→۲
lim

۲(۲ − x)(۳ +  )x + ۵۲

(۲ − x)(۲ + x)
x→۲
lim

۲(۳ +  )x + ۵۲

۲ + x

۲(۳ +  )۴ + ۵
۲ + ۲

۱۲
۴

۳
۱
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صورت و مخرج کسر یک عبارت چندجمله ای است پس حاصل حد آن در بی نهایت از تقسیم بزرگ ترین جملۀ صورت بر بزرگ ترین جملۀ مخرج

به  دست می آید.

ازطرفی چون حاصل حد تابع در بی نهایت یک عدد ثابت  شده است پس بزرگ ترین درجۀ صورت و بزرگ ترین درجۀ مخرج کسر باهم برابر است.

طبق گام اول داریم:  

بنابراین: 

، حاصل  را محاسبه می کنیم:  اکنون با مشخص شدن مقدار 

n = ۲

f(x) =   =   =  

x→∞
lim

x→∞
lim

۳x + x۲

ax − ۳x + ۱۲

x→∞
lim

۳x۲

ax۲

۳
a

f(x) =  ⇒  =  ⇒ a = ۲
x→∞
lim

۳
۲

۳
a

۳
۲

af(−۱)

f(x) =  ⇒
۳x + x۲

۲x − ۳x + ۱۲
f(−۱) =  =

۳(−۱) − ۱۲
۲(−۱) − ۳(−۱) + ۱۲

 =
۳ − ۱

۲ + ۳ + ۱
 =

۲
۶

۳
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x + ۱ < ۳ < ۲x − ۱

⇒    ∅{
x + ۱ < ۳ ⇒ x < ۲
۲x − ۱ > ۳ ⇒ ۲x > ۴ ⇒ x > ۲

∩

گزینه 2 103

برای یافتن مجانب افقی تابع، حاصل حد تابع را وقتی  میل می کند، به دست می آوریم. برای این کار نسبت ضرایب پرتوان ترین

جملات در صورت و مخرج کسر را تع�ن می کنیم.

پس معادلۀ مجانب قائم برابر است با:

x → ∞

مجانب افقی : y =  f(x) =
x→∞
lim   

x→∞
lim

(A − ۱)x + ۱۶۳
Ax + ۱۳

=   =
x→∞
lim

(A − ۱)x۳

Ax۳
 =

A − ۱
A

 ⇒
۲
۳

A = ۳

۲x +۳ ۱۶ = ۰ ⇒ ۲x =۳ −۱۶ ⇒ x =۳ −۸ ⇒ x = −۲

گزینه 3 104

تابع در  پیوسته است، پس مقادیر حد چپ و راست تابع در  برابرند.

به ازای  تساوی بالا برقرار نیست. حالا  را پیدا می کنیم:

x = ۱x = ۱

f(x) =
x→۱−
lim  ,  f(x) =a + ۳

x→۱+
lim ۱ + a

⇒ ۱ + a =  ⇒a + ۳ a +۲ ۲a + ۱ = a + ۳ ⇒ a +۲ a − ۲ = ۰

⇒ (a + ۲)(a − ۱) = ۰ ⇒   {
a = ۱ ✓
a = −۲ ×

a = −۲f(−  )
۴
۳

f(x) =  =ax + ۳  x + ۳

⇒ f(−  ) =
۴
۳

 =− + ۳
۴
۳

 = 

۴
۹

 =
۲
۳

۱/۵
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باتوجه به نمودار  است، پس داریم: 

ازطرفی تابع در نقطۀ  تعریف نشده است، چون  ریشۀ مخرج کسر است پس حد صورت کسر نیز وقتی  باید برابر صفر باشد

که تابع به صورت مبهم  دربیاید. 

بنابراین داریم:  

f(۰) = ۰

f(۰) = ۰ ⇒  =
۰ − ۱
۰ + b

۰ ⇒ −b = ۰ ⇒ b = ۰

x = ۱x = ۱x → ۱

 

۰
۰

۴x + ax + b = ۰ ⇒ ۴ + a = ۰ ⇒ a = −۴
x→۱
lim ۳

(a, b) = (−۴, ۰)
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⇒
⎩
⎨
⎧ f(x) = a log  = ۲a

x→۳+
lim ۲

۴

f(x) = ۳a + ۱
x→۳−
lim

۳a + ۱ = ۲a ⇒ a = −۱

x < ۳ : f(x) = ax + ۲ =x−۳ −x + ۲x−۳

f(۲) = −۲ + ۲ =−۱ −۲ +  =
۲
۱

−۱/۵

گزینه 4 107

ابتدا حاصل حد تابع  را وقتی  برابر  قرار داده و مقدار  را محاسبه می کنیم. وقتی  عبارت

 مثبت بوده و می توان از قدرمطلق چشم پوشی کرد. برای محاسبۀ  ابتدا تکلیف قدرمطلق را روشن می کنیم و سپس

حاصل حد را به دست می آوریم.

، ابتدا علامت عبارت داخل قدرمطلق را تع�ن می کنیم: برای به دست آوردن 

f(x) =  

ax − x + ۲۲
∣x − ۴∣۲

x → +∞−۱ax → +∞

x −۲ ۴f(x)
x→(−۲)+

lim

 =   =   =  = −۱
x→+∞
lim

ax − x + ۲۲

∣x − ۴∣۲

x→+∞
lim

ax − x + ۲۲

x − ۴۲

x→+∞
lim

ax۲

x۲

a
۱

⇒ a = −۱ ⇒ f(x) =  

−x − x + ۲۲
∣x − ۴∣۲

 f(x)
x→(−۲)+

lim

x → (−۲) ⇒ x > −۲ ⇒ x < ۴ ⇒ x − ۴ < ۰ ⇒ ∣x − ۴∣ = −(x − ۴)+ ۲ ۲ ۲ ۲

f(x) =   =   

x→(−۲)+
lim

x→(−۲)+
lim

−x − x + ۲۲
−(x − ۴)۲

x→(−۲)+
lim

−(x + ۲)(x − ۱)
−(x − ۲)(x + ۲)

=   =  =  =  

x→(−۲)+
lim

x − ۱
x − ۲

−۲ − ۱
−۲ − ۲

−۳
−۴

۳
۴
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، حاصل  را به دست می آوریم. با داشتن مقدار  حاصل حد را محاسبه می کنیم. xابتدا وقتی  → −∞ [
x
۱

] [
x
۱

]

x → −∞ ⇒  → ۰ ⇒  = [۰ ] = −۱
x
۱ − [

x
۱

] −

x  = (−∞)(−۱) = +∞
x→−∞
lim [

x
۱

]
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، مبهم  است. صورت و مخرج کسر را در مزدوج صورت و مزدوج مخرج ضرب می کنیم، سپس با حذف عامل حاصل حد، وقتی 

صفرکننده، حاصل حد را به  دست می آوریم.

x → ۱ 

۰
۰

 ×  ×  =   

x→۱
lim

۲ −  ۵ − x

۱ −  x
۱ +  x
۱ +  x

۲ +  ۵ − x

۲ +  ۵ − x
x→۱
lim

(۴ − ۵ + x)(۱ + )x
(۱ − x)(۲ +  )۵ − x

=   =   = = −  = −۲
x→۱
lim

(x − ۱)(۱ +  )x
(۱ − x)(۲ +  )۵ − x

x→۱
lim

۱ +  x
−(۲ +  )۵ − x

۱ + ۱
−(۲ + ۲)

۲
۴
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، مبهم  است. صورت و مخرج کسر را در مزدوج صورت ضرب می کنیم، سپس با حذف عامل صفرکننده، حاصل حد حاصل حد، وقتی 

را به  دست می آوریم.

x → −۱ 

۰
۰

 ×  =   

x→−۱
lim

x + x۲
۲x +  ۳ − x

۲x −  ۳ − x
۲x −  ۳ − x

x→−۱
lim

(x + x)(۲x −  )۲ ۳ − x
(۲x) − (  )۲ ۳ − x

۲

=   =   =   

x→−۱
lim

x(x + ۱)(۲x −  )۳ − x
۴x − ۳ + x۲

x→−۱
lim

x(x + ۱)(۲x −  )۳ − x
(x + ۱)(۴x − ۳)

x→−۱
lim

x(۲x −  )۳ − x
۴x − ۳

=  =  = −  

(−۱)(−۲ − ۲)
−۴ − ۳

(−۱)(−۴)
−۷

۴
۷

گزینه 1 111

ابتدا ضابطۀ تابع  را به ساده ترین شکل ممکن به دست می آوریم (مخرج مشترک گیری کرده و عبارت را تا حد امکان ساده می کنیم).

میل می کند. مجانب قائم هم ریشه های مخرج کسر است. با تع�ن مجانب ها، محل مجانب افقی حاصل حد تابع است وقتی 

برخورد آن ها نیز مشخص می شود.

تع�ن مجانب های افقی و قائم:

پس محل برخورد مجانب های تابع نقطۀ  است.

f − g

x → ∞

f(x) − g(x) =  −  

x − ۳x − ۴۲
x + ۱۱

x − ۴
۳

=  − =  =  

(x − ۴)(x + ۱)
x + ۱۱

x − ۴
۳

(x − ۴)(x + ۱)
x + ۱۱ − ۳(x + ۱)

(x − ۴)(x + ۱)
x + ۱۱ − ۳x − ۳

=  =  =  

(x − ۴)(x + ۱)
−۲x + ۸

(x − ۴)(x + ۱)
−۲(x − ۴)

x + ۱
−۲

مجانب افقی : y =   =
x→∞
lim

x + ۱
−۲

۰ ⇒ y = ۰

مجانب قائم : x + ۱ = ۰ ⇒ x = −۱

(−۱, ۰)
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گزینه 1 112

، حاصل حد به صورت مبهم  می شود. برای رفع ابهام می توان نسبت های مثلثاتی را ساده کرد و یا اینکه از روش های دیگری وقتی 

مانند هوپیتال استفاده کرد.

x →  

۴
۳π −

 

۰
۰

 =  =  

x→  ۴
۳π −

lim
۱ + tan x
۱ + cot x

۱ − ۱
۱ − ۱

۰
۰

   =   =   

cot x=  tan x
۱

x→  ۴
۳π −

lim
۱ + tan x
۱ + cot x

x→  ۴
۳π −

lim
۱ + tan x
۱ +  tan x

۱

x→  ۴
۳π −

lim
۱ + tan x

 tan x
tan x+۱

=   =  = −۱
x→  ۴

۳π −
lim

tan x
۱

−۱
۱

گزینه 1

گام اول

گام دوم

113

الف) وقتی  یعنی  است و درنتیجه  در ناحیۀ چهارم مثلثاتی قرار می گیرد پس علامت  منفی می شود.

ب) می دانیم وقتی  هم ارزی  برقرار است.

x → ۰−x < ۰xsin x

x → ۰ ∼
x→۰

sin x x

بنابراین حاصل حد برابر است با:

x → ۰ ⇒− x < ۰  

در ناحیۀ چهارم قرار دارد x
sin x < ۰ ⇒ ∣ sin x∣ = − sin x

 =
x→۰−
lim

x
∣ sin x∣

  =
x→۰−
lim

x
− sin x

  =
x→۰−
lim

x
−x

−۱
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گزینه 1

گام اول

گام دوم

114

، هم حاصل صورت و هم حاصل مخرج برابر صفر حدی شده و در نتیجه حد دارای ابهام  است. xوقتی  →  

۴
π

 

۰
۰

با استفاده از روابط مثلثاتی زیر، تا جایی که امکان دارد عبارت مثلثاتی داده شده را ساده کرده و حد آن را به دست می آوریم:

۱) sin ۲x = ۲ sin x cos x ⇒ ۱ − sin ۲x = sin x + cos x − ۲ sin x cos x۲ ۲

= (sin x − cos x) ⇒ ۱ − sin ۲x = (sin x − cos x) = (cos x − sin x)۲ ۲ ۲

۲) tan x =  

cos x
sin x

  =   

x→  ۴
π

lim
(۱ − tan x)۲
۱ − sin ۲x

x→  ۴
π

lim
(۱ −  )cos x

sin x ۲
(sin x − cos x)۲

=   =   

x→  ۴
π

lim
 cos x۲

(cos x−sin x)۲

(sin x − cos x)۲

x→  ۴
π

lim
(sin x − cos x)۲

(sin x − cos x) cos x۲ ۲

=  cos x = (  ) =  

x→  ۴
π

lim ۲
۲

 ۲ ۲
۲
۱

گزینه 4

گام اول

گام دوم

115

f(x)xتابع  در نقطۀ  پیوسته است؛ بنابراین رابطۀ زیر برقرار است: =  

۴
۳π

f(x) =  f(x) = f(  )
x→  ۴

۳π +
lim

x→  ۴
۳π −

lim
۴

۳π

باتوجه به گام اول، حد چپ و راست تابع را در نقطۀ  به  دست آورده و با مقدار تابع در این نقطه مساوی قرار می دهیم. 

بنابراین داریم: 

x =  

۴
۳π

f(x) =  a sin ۲x = a sin ۲(  ) = a sin  = −a
x→  ۴

۳π −
lim

x→  ۴
۳π −

lim
۴

۳π
۲

۳π

f(x) =  cos(x +  ) = cos(  +  ) = cos π = −۱
x→  ۴

۳π +
lim

x→  ۴
۳π +

lim
۴
π

۴
۳π

۴
π

f(  ) = cos(  +  ) = cos π = −۱
۴

۳π
۴

۳π
۴
π

f(x) =  f(x) = f(  ) ⇒ −a = −۱ ⇒ a = ۱
x→  ۴

۳π +
lim

x→  ۴
۳π −

lim
۴

۳π
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گزینه 3 116

شرط پیوستگی تابع در نقطۀ  به صورت زیر است:

بنابراین داریم:

پس به ازای هر مقدار a، تابع در  پیوسته است.

x = ۱

f(x) =
x→۱+
lim  f(x) =

x→۱−
lim f(۱)

f(۱) = a − a + ۲ = ۲

f(x) =  (ax − a + ۲) = a − a + ۲ = ۲
x→۱−
lim

x→۱−
lim

f(x) =   =  

x→۱+
lim

x→۱+
lim

x −  x
x − ۱

۰
۰

⇒   =   = = ۲
x→۱+
lim

  − ۱x ( x )
x − ۱

x→۱+
lim

(  )  x  − ۱( x )
 (  + ۱)(  − ۱)x x

۱
۲

x = ۱

گزینه 3

گام اول

گام دوم

117

f(x)xتابع  در نقطۀ  دارای حد است درصورتی که: = −۱

f(x) =  f(x)
x→(−۱)−

lim
x→(−۱)+

lim

ابتدا حد چپ و راست تابع  را در نقطۀ  به  دست می آوریم: 

باتوجه به گام اول در صورتی حد تابع در نقطۀ  موجود است که تساوی  برقرار باشد اما این تساوی هیچ گاه برقرار

نیست؛ بنابراین مجموعه مقادیر  برابر  می شود. 

f(x)x = −۱

f(x) =  (x + a) = (−۱ + a)
x→(−۱)+

lim
x→(−۱)+

lim ۲ ۲

f(x) =  (۲x + ۱) = −۲ + ۱ = −۱
x→(−۱)−

lim
x→(−۱)−

lim

x = −۱(−۱ + a) =۲ −۱
a∅
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گزینه 2 118

:a شرط پیوستگی در نقطۀ

f x =
x→a−
lim ( )  f x =

x→a+
lim ( ) f(a)

⇒
⎩⎪
⎨
⎪⎧ f x =  

x→a−
lim ( )

a
۱

f(a) =  f x = ۱ −  

x→a+
lim ( )

۴
a  =

a
۱

۱ −  ⇒
۴
a

 =
a
۱

 

۴
۴ − a

⇒ ۴ = ۴a − a ⇒۲ a −۲ ۴a + ۴ = ۰ ⇒ (a − ۲) =۲ ۰ ⇒ a = ۲

گزینه 2 119

xبرای اینکه تابع در نقطۀ  پیوسته باشد باید حد تابع در این نقطه با مقدار تابع در این نقطه برابر باشد، بنابراین داریم: = ۰

f(x) =
x→۰
lim   cos ۴x =

x→۰
lim [

x
sin x

] ۱ ×[ −] ۱ = ۰ ⇒ a = ۰
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مبحثدرس

نام و نام خانوادگی

، مقدار  کدام است؟1 f(x)در تابع با ضابطۀ  = [x] + [−x] + sinπx − ۱f(−  f(x))
۲
۱

1 (2 (1

تعریف نشده (4 صفر (3

−۱

از کشور 1389 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، کدام است؟2 yشکل زیر قسمتی از نمودار تابع  می باشد. مقدار y در نقطۀ  = a + sin(bπx)x =  

۳
۲۵

2 (1

2/5 (2

3 (3

3/5 (4

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1393

، کدام است؟3 BTباتوجه به دایرۀ مثلثاتی زیر، اگر  باشد، مقدار  = ۲tan(T B)Ô

(1

(2

(3

(4

 

۴
۱

 

۳
۱

 

۲
۱

 

۳
۲

از کشور 1399 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

4
، کدام است؟ . اندازۀ ارتفاع  cotدر شکل زیر،  و  C =  

۲
 ۵

AC = ۹۶AH

48 (1

56 (2

64 (3

72 (4

از کشور 1399 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

مثلثاتریاضی | کانال آقای کنکور
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، کدام است؟5 sin(xجواب های معادلۀ مثلثاتی  +  ) +
۶
π

cos(x +  ) =
۳
π

cos ۲x

(2 (1

(4 (3

x =  , k ∈
۳

۲kπ Zx =  , k ∈
۳
kπ Z

x = ۲kπ ±  , k ∈
۳
π Zx = kπ ±  , k ∈

۳
π Z

از کشور 1399 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، کدام است؟6 αtanαاگر انتهای کمان  در ربع اوّل دایرۀ مثلثاتی و  باشد، مقدار  =  

۷
۱

sin(  +
۴

۱۳π
α)

(2 (1

(4 (3

−  

۵
۴

−  

۵
۳

 

۵
۳

 

۵
۴

از کشور 1399 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، کدام است؟7 yشکل زیر، قسمتی از نمودار تابع با ضابطۀ  است. مقدار  = a + b sin(x +  )
۳
π

a

(1

(2

(3

(4

−۱

−  

۲
۱

 

۲
۱

۱

از کشور 1399 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، کدام اند؟8 ، در یک بازۀ تناوب است. مقادیر  و  شکل زیر، نمودار تابع 

 

y = a sin(bx) + cbc

(1

(2

(3

(4

b = ۳, c = −۱

b = ۳, c = −۲

b =  , c =
۲
۳

−۲

b =  , c =
۲
۳

−۱

از کشور 1399 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، کدام است؟9 ، در بازۀ ۴تعداد جواب های معادلۀ مثلثاتی  sin(۳x) cos(۳x) = ۱۰ ,  [
۲
π

]

3 (2 2 (1

5 (4 4 (3

از کشور 1399 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 
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، کدام است؟ (اعداد داده شده برحسب درجه هستند.)10 tan(۲۸۵)حاصل عبارت  tan(−۱۶۵) − sin(۱۰۹۵) cos(۲۵۵)

(2 (1

(4 (3

sin (۱۵)۲cos (۱۵)۲

−sin (۱۵)۲−cos (۱۵)۲

از کشور 1399 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، کدام است؟11 . اندازۀ ارتفاع  sinدر شکل زیر، فرض کنید  و  C =  

۱۳
۵

CH = ۹AH

3/25 (1

3/5 (2

3/6 (3

3/75 (4

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1399

، کدام است؟12 tanαtanβ۲xاگر  و  برابر ریشه های معادلۀ  باشند،  +۲ ۳x − ۱ = ۰tan(α + β)

(2 (1

(4 (3

۱
 

۲
۳

−۳−۱

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1399

، کدام است؟13 ، در بازۀ  tan(۳x)مجموع جواب های معادلۀ مثلثاتی  tan(x) = ۱[π, ۲π]

(2 (1

(4 (3

۵π۶π

 

۲
۹π

 

۲
۱۱π

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1399

14
، کدام است؟ αsinαاگر انتهای کمان  در ربع دوّم دایرۀ مثلثاتی و  باشد، مقدار  =  

۱۰
 ۲

cos(  +
۴
۱۱π

α)

(2 (1

(4 (3

−  

۵
۴

−  

۵
۳

 

۵
۳

 

۵
۴

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1399
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yشکل زیر، قسمتی از نمودار تابع با ضابطۀ  است. مقدار b، کدام است؟15 = a + b sin(  +
۲
π

x)

(1

(2

(3

(4

۲

۱

−۱

−۲

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1399

، کدام است؟16 yشکل زیر، نمودار تابع  را در یک بازۀ تناوب، نشان می دهد. نسبت  = a sin(bx) + c 

b
a

(1

(2

(3

(4

−۲

−۳

−۴

−۶

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1399

، کدام است؟ (اعداد داده شده برحسب درجه هستند.)17 tan(۳۰۰)حاصل عبارت  cos(۲۱۰) + tan(۴۸۰) sin(۸۴۰)

صفر (2 (1

(4 (3

−  

۲
۱

۱۲

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1399

، با شرط  که در آن  یک عدد صحیح است، کدام است؟18 sin(۲xجواب های معادلۀ مثلثاتی  −  ) =
۴
π

cos(x +  )
۴
π

x  kπ=k

(2 (1

(4 (3

 

۳
kπ

 

۳
۲kπ

 −
۳

۲kπ
 

۶
π

 +
۳

۲kπ
 

۶
π

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1399

، کدام است؟19 = اگر  باشد، مقدار 
۱ + cos α

sinα
 

۲
۱

tan(  +
۲
π

 )
۲
α

(2 (1

2 (4 (3

−۲−  

۲
۱

 

۲
۱

از کشور 1395 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 
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ها را قطع می کند؟20 ، روی بازۀ  در چند نقطه محور  yنمودار تابع  = ۳ sin(  −
۴
π

۲x)[−π ,  ]
۲

۳π
x

3 (2 2 (1

5 (4 4 (3

از کشور 1391 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

cosساده شدۀ عبارت  برابر کدام است؟21 ۵۰ (tan ۷۰ +
∘ ∘

tan ۱۰ )
∘

(2 (1

(4 (3

sin ۲۰
∘

cos ۲۰
∘

۲ sin ۲۰
∘

۲ cos ۲۰
∘

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1385

tanاگر  باشد،  چقدر است؟22 (  −
۴
π

α) =  

۵
۱

tan ۲α

1/8 (2 1/5 (1

2/5 (4 2/4 (3

از کشور 1388 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

tanاگر  باشد، آنگاه  کدام است؟23 (  −
۲
π

α) =  

۳
۲

tan (  −
۴
π

α)

(2 (1

(4 (3

 

۳
−۱

 

۵
−۱

 

۵
۱

 

۳
۱

از کشور 1388 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

cosجواب کلی معادلۀ مثلثاتی  به کدام صورت است؟24 x +۲ ۳ sin  + x +(
۲
π

) ۲ = ۰

(2 (1

(4 (3

kπ۲kπ

 

۲
kπ(۲k + ۱)π

از کشور 1384 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، همواره تساوی  برقرار است؟25 f(x)(−۱)با کدام ضابطۀ  f(x) =x[ ] f(x)∣ ∣

(2 (1

(4 (3

sin πxcos πx

sin ۲πxcos ۲πx

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1391
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26
tanاگر  باشد، مقدار  کدام است؟   θ = ۰/۲ 

 

sin (π − θ) − sin (۳π + θ)

cos (  + θ) − cos(π + θ)
۲

۳π

1/2 (2 -2 (1

3 (4 2 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1391

، کدام است؟27 ، با شرط  cosجواب کلّی معادلۀ مثلثاتی  ۳x + cos x = ۰cos x  ۰=

(2 (1

(4 (3

 −
۲

kπ
 

۳
π

 +
۲

kπ
 

۴
π

kπ −  

۴
π

kπ +  

۴
π

از کشور 1398 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

در داخل یک مثلث متساوی الاضلاع به ضلع واحد، بزرگ ترین مربع ممکن را می سازیم، اندازۀ ضلع مربع کدام است؟28

(2 (1

(4 (3

۲  −۳ ۳ −۳ ۱

 −۳  

۲
۱۲(  −۳ ۱)

از کشور 1392 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

αsinαاگر  زاویۀ منفرجه و  باشد، مقدار  کدام است؟29 =  

۵
۳

tan  + α(
۴
π

)

(2 (1

7 (4 (3

−۷
 

۷
−۱

 

۷
۱

از کشور 1385 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، در بازۀ  کدام است؟30 sinمجموع جواب های معادلۀ مثلثاتی  x +۳ cos x =۳ ۱ −  sin ۲x
۲
۱

۰, ۲π[ ]

(2 (1

(4 (3

 

۲
۵π

 

۲
۷π

۲π۳π

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1398

۴مجموع جواب های معادلۀ مثلثاتی  در بازۀ  کدام است؟31 sin x sin(  −
۲

۳π
x) = ۱۰, ۲π[ ]

(2 (1

(4 (3

 

۲
۵π۳π

۴π۵π

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1398
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yشکل زیر، قسمتی از نمودار تابع  است.  کدام اسـت؟32 = a + b sin(x +  )
۳
π

b

(1

(2

(3

(4

 

۲
 ۳

 

۲
۳

۳

۲

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1398

33
sin جواب کلی معادلۀ مثلثاتی  کدام است؟  − x =۲ (

۴
π

) ۱ + sin  + x(
۲

۵π
)

(2 (1

(4 (3

kπ +  

۲
π

۲kπ −  

۴
π

۲kπ −  

۲
π

۲kπ +  

۲
π

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1385

۹اگر مساحت یک شش ضلعی منتظم برابر  باشد، اندازۀ قطر کوچک آن کدام است؟34 ۳

(2 (1

(4 (3

۲ ۶۳ ۲

۲ ۳۳

قلمچی علوم تجربی دهم آزمون شماره 5 1399

از کشور 1395 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

35
، کدام است؟      حاصل 

x→  ۴
۳π

lim
cos ۲x

tan x − ۱۲

(2 -2 (1

2 (4 1 (3

 

۲
۱

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1388

tanاگر  باشد، مقدار  کدام است؟36  sin  − x =
۳
۲π

(
۲

۳π
) ۱cos ۲x

(2 (1

(4 (3

 

۳
−۲

 

۳
−۱

 

۳
۱

 

۳
۲

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1388
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، به کدام صورت است؟37 tanجواب کلی معادلۀ مثلثاتی  x +  +(
۴
π

) tan x −  =(
۴
π

) ۲ ۳

(2 (1

(4 (3

 +
۲

kπ
 

۶
π

 +
۲

kπ
 

۳
π

kπ +  

۶
π

kπ +  

۳
π

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1389

، کدام است؟38 ۲جواب کلی معادلۀ مثلثاتی  cos ۲x = cot x(۴ sin x + tan x)

(2 (1

(4 (3

kπ −  

۳
π

kπ ±  

۳
π

۲kπ ±  

۳
۲π۲kπ ±  

۶
π

از کشور 1392 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

yشکل زیر، قسمتی از نمودار تابع  است.  کدام است؟39 = a sinπ(  +
۲
۱

bx)a.b

2 (1

2/5 (2

3 (3

3/5 (4

قلمچی علوم تجربی دوازدهم آزمون شماره 4 1398

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1392

، به کدام صورت است؟40 ۲cosجواب کلی معادلۀ مثلثاتی  x +۲ ۲ sin x cos x = ۱

(2 (1

(4 (3

 −
۲

kπ
 

۸
π

 +
۲

kπ
 

۸
π

kπ −  

۸
π

kπ +  

۸
π

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1394

41
، کدام است؟     حاصل 

x→  ۴
π

lim
cos ۲x

tan x − ۱

(2 -1 (1

1 (4 (3

−  

۲
۱

 

۲
۱

از کشور 1391 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 
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، روی بازۀ  در چند نقطه بیشترین مقدار را دارد؟42 yنمودار تابع  = −۴ cos(  −
۴
π

۳πx)[−۱, ۱]

2 (2 1 (1

4 (4 3 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1391

، در بازۀ  کدام است؟43 sinمجموع جواب های معادلۀ مثلثاتی  x +۴ cos x =۴
 

۲
۱

۰, ۲π[ ]

(2 (1

(4 (3

 

۲
۵π۳π

 

۲
۷π۴π

از کشور 1398 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، کدام است؟44 sinجواب کلّی معادلۀ مثلثاتی  ۲x sin ۴x + sin x =۲ ۱

(2 (1

(4 (3

kπ +  

۶
π

(۲k + ۱)  

۶
π

kπ −  

۶
π

 

۶
kπ

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1397

، چند ریشۀ حقیقی دارد؟45 xمعادلۀ  در بازۀ  sin x − ۱ = ۰[−π, π]

4 (2 2 (1

6 (4 5 (3

از کشور 1394 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، به کدام صورت است؟46 sinجواب کلی معادلۀ مثلثاتی  x −۴ cos x =۴ sin  

۲

۴
۵π

(2 (1

(4 (3

۲kπ ±  

۶
π

۲kπ ±  

۳
π

kπ ±  

۶
π

kπ ±  

۳
π

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1392

tanαاگر  و  باشد، مقدار  کدام است؟47 = ۲tanβ =  

۳
۱

tan(۲α − β)

-2 (2 -3 (1

3 (4 (3
 

۲
۱

از کشور 1393 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 
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، با شرط  کدام است؟48 cosجواب کلی معادلۀ مثلثاتی  ۳x + cos x = ۰cos x  ۰=

(2 (1

(4 (3

 +
۲

kπ
 

۴
π

 +
۲

kπ
 

۸
π

kπ −  

۴
π

kπ +  

۴
π

از کشور 1394 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

= جواب کلی معادلۀ مثلثاتی  به کدام صورت است؟ 49
cos(  + x)

۲
۳π

sin ۳x
۱(k ∈ Z)

(2 (1

(4 (3

kπ +  

۴
π

۲kπ ±  

۴
π

۲kπ ±  

۴
۳π

 +
۲

kπ
 

۴
π

از کشور 1393 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

yشکل زیر نمودار تابع  در بازۀ  است.  کدام است؟50 = ۱ + a sin(bπx)(۰,  )
۳
۴

a + b

3 (1

4 (2

5 (3

6 (4

از کشور 1397 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

cosجواب کلی معادلۀ مثلثاتی  کدام است؟51 ۲x + ۲cos x =۲ ۰

(2 (1

(4 (3

۲kπ ±  

۳
π

۲kπ ±  

۳
۲π

kπ ±  

۳
π

kπ ±  

۶
π

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1396

yشکل زیر، قسمتی از نمودار تابع با ضابطۀ  است.  کدام است؟  52 = a − ۲ cos(bx +  )
۲
π

a + b

(1

1 (2

(3

2 (4

 

۲
۱

 

۲
۳

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1395
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sinدر معادلۀ مثلثاتی  مجموع تمام جواب ها در بازۀ  کدام است؟53 ۲x(sin x + cos x) = cos ۲x(cos x − sin x)[۰ , π]

(2 (1

(4 (3

 

۴
۳π

 

۴
۵π

 

۲
۳π

 

۴
۷π

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1393

yشکل زیر، قسمتی از نمودار تابع با ضابطۀ  است.  کدام است؟54 = ۱ + a sin(bx −  )
۶
π

a + b

(1

1 (2

(3

2 (4

 

۲
۱

 

۲
۳

از کشور 1395 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، در بازۀ  برابر کدام است؟55 sin(xمجموع جواب های معادلۀ مثلثاتی  +  ) +
۸
π

cos(x −  ) =
۸

۳π
۱۰, ۲π[ ]

(2 (1

(4 (3

 

۴
۳π

 

۴
۵π

 

۲
۳π

 

۴
۷π

از کشور 1395 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

56
، کدام است؟   ، با فرض   حاصل عبارت 

cos ۵۶۰ − cos ۱۱۰∘ ∘

sin ۲۵۰ + sin ۷۰۰∘ ∘

tan ۲۰ =∘ ۰/۴

(2 (1

(4 (3

−  

۴
۳

 

۴
۳

 

۳
۷

 

۸
۵

از کشور 1394 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

− حاصل  کدام است؟57
sin ۱۵∘

۱
 

cos ۱۵∘

۱

(2 (1

(4 (3

۲۶

۲ ۲۲ ۳

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1396

58
 ساده شدۀ کسر  کدام است؟  

۱ − sin θ − cos θ۲ ۴

(۱ + tan θ)(۱ + cot θ)۲ ۲

(2 (1

(4 (3

۸cos ۲θ−۲۸sin ۲θ−۲

۱۶cos ۲θ−۴ ۱۶sin ۲θ−۴

از کشور 1391 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 
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59
، کدام است؟ ، با فرض   حاصل عبارت 

sin ۵۲۵ − sin ۱۰۵∘ ∘
cos ۲۸۵ − sin ۲۵۵∘ ∘

tan ۱۵ =∘ ۰/۲۸

(2 (1

(4 (3

−  

۹
۱۶

−  

۱۶
۹

 

۱۶
۹

 

۹
۱۶

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1394

قلمچی علوم تجربی دوازدهم آزمون شماره 1 تابستان 1398

قلمچی علوم تجربی چهارم آزمون شماره 5 1395

، کدام است؟60 cos(xجواب کلی معادلۀ مثلثاتی  +  ) cos(x −
۴
π

 ) =
۴
π

 

۴
۱

(2 (1

(4 (3

kπ ±  

۶
π

kπ ±  

۳
π

۲kπ ±  

۶
π

۲kπ ±  

۳
π

از کشور 1395 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، کدام است؟61 ۲sinجواب کلی معادلۀ مثلثاتی  x +۲ ۳ cos x = ۰

(2 (1

(4 (3

۲kπ ±  

۳
۲π۲kπ ±  

۳
π

۲kπ ±  

۶
۵πkπ −  

۳
π

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1395

در ذوزنقۀ متساوی الساقین، با زاویۀ 60 درجه، قاعدۀ کوچک تر برابر ساق آن است. اگر محیط این ذوزنقه 30 واحد باشد، مساحت62

آن کدام است؟

(2 (1

54 (4 48 (3

۲۴ ۳۲۷ ۳

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1395

، در بازۀ  کدام است؟63 sinمجموع جواب های معادلۀ مثلثاتی  ۲x + cos( −
۲
π

x) = ۰[۰, ۲π]

(2 (1

(4 (3

 

۳
۱۴π۴π

 

۲
۹π۵π

از کشور 1396 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

اندازۀ دو قطر از متوازی الاضلاع 12 و  واحد است. این دو قطر با زاویۀ 60 درجه متقاطع هستند. مساحت این64

متوازی الاضلاع کدام است؟

۸ ۳

54 (2 48 (1

72 (4 64 (3

از کشور 1396 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 
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65
، کدام است؟ cosاگر  و انتهای کمان  در ربع چهارم باشد، مقدار  α =  

۳
 ۷

αcos(  −
۴
π

α) − cos(  +
۴
π

α)

(2 (1

(4 (3

−  

۳
۲

−  

۳
۱

 

۳
۱

 

۳
۲

از کشور 1396 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

بر روی دو ضلع مجاور مربعی به ضلع 2 واحد، مثلث های متساوی الاضلاع ساخته شده است. مساحت مثلث ABC، چند واحد66

مربع است؟

(1

(2

1 (3

(4

 −۳ ۱

 

۲
۱

۳

۳

از کشور 1396 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، کدام است؟67 fدورۀ تناوب تابع با ضابطۀ  x =( ) tan(πx) − cot(πx)

1 (2 (1

(4 2 (3

 

۲
۱

π

از کشور 1398 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، کدام است؟68 tanحاصل عبارت   sin  +
۶

۱۷π
۳
۱۱π

cos  

۳
۱۰π

صفر (2 (1

(4 (3

−۱

۱۳

از کشور 1398 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، کدام است؟69 tanاگر  باشد، مقدار   −
۲
x

cot  =
۲
x

۱tan ۲x

(2 (1

(4 (3

−  

۲
۳

 

۴
۳

 

۳
۴

 

۲
۳

از کشور 1394 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، مقدار  کدام است؟70 sinاز رابطۀ  ۵x cos ۳x − cos ۵x sin ۳x =  

۳
۲

cos ۴x

(2 (1

(4 (3

 

۹
۱

 

۹
۲

 

۳
۱

 

۹
۴

از کشور 1397 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 
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sinαاگر  باشد، مقدار  کدام است؟71 − cos α =  

۲
۱

cos(  −
۲

۳π
۲α)

(2 (1

(4 (3

−  

۴
۳

−  

۸
۳

 

۸
۳

 

۴
۳

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1395

sinخلاصه شدۀ  کدام است؟72  + α sin(π +(
۲
π

) α) − sin(π − α) cos(−α)

(2 (1

صفر (4 (3

− sin ۲αsin ۲α

cos ۲α

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1382

، در بازۀ  است.  کدام است؟73 yشکل زیر نمودار تابع  = a + b cos(  x)
۲
π

(۰, ۴)b

-2 (1

-1 (2

1 (3

2 (4

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1397

yشکل زیر، قسمتی از نمودار تابع  است. مقدار تابع در  کدام است؟74 = a + b cos(  −
۲
π

x)x =  

۶
π

(1

(2

(3

(4

۱/۵

۲

۲/۵

۱ + ۳

از کشور 1398 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

tanαاگر  و انتهای کمان  در ربع سوم باشد، حاصل عبارت زیر کدام است؟75 =  

۳
۴

α

sin(  +
۲
۹π

α) cos(  −
۲

۷π
α) − tan(α −  )

۲
۳π

-0/52 (2 -1/23 (1

0/48 (4 0/27 (3

از کشور 1398 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 
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، کدام است؟76 > اگر  باشد، حاصل عبارت 
۲
π

x < π (  −
 ۱ + tan x۲

tan x
sin x

۱
sin x)

(2 (1

(4 (3

−cos x۲− cos x

cos x۲cos x

از کشور 1398 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، حاصل  کدام است؟77 aاگر  + b =  −
۲
π

a(tan a + tan b)

(2 (1

(4 (3

sin bcos a

 

sin a
۱

 

cos b
۱

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1380

sinحاصل  برابر کدام است؟78 ۱۱۰ (tan ۲۰ +
∘ ∘

tan ۳۵ )
∘

(2 (1

1 (4 (3

cos ۱۵
∘

sin ۵۵
∘

 

۲
۱

از کشور 1383 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

)sinحاصل عبارت  کدام است؟79  ) cos(  ) +
۳

۱۷π
۶

−۱۷π
tan(  ) sin(  )

۴
۱۹π

۶
−۱۱π

(2 (1

(4 (3

−  

۴
۱

−  

۲
۱

 

۴
۱

 

۲
۱

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1398

yشکل زیر، نمودار تابع  است.  کدام است؟80 = ۱ + a sin bx cos bxa + b

1 (1

(2

2 (3

3 (4

 

۲
۳

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1398

πاگر  باشد، حاصل  کدام است؟81 < x <  

۲
۳π

 (۲sin  −۱ + tan x۲ ۲

۴
π

sin x)۲

(2 (1

(4 (3

sin xcos x

− sin x− cos x

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1398
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، کدام است؟82 tanحاصل عبارت   +
۴
۱۱π

sin  cos  

۴
۱۵π

۴
۱۳π

(2 (1

(4 (3

−  

۲
۳

−  

۲
۱

 

۲
۱

 

۲
۳

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1398

= جواب کلی معادلۀ مثلثاتی  کدام است؟83
۱ + cos x

sin ۳x + sin ۲x
۰

(2 (1

(4 (3

 

۵
kπ

 

۵
۲kπ

kπ +  

۵
π

 

۵
(۲k + ۱)π

از کشور 1397 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

۲جواب کلی معادلۀ مثلثاتی  به کدام صورت است؟84 tan x ⋅ cos x =۲ ۱

(2 (1

(4 (3

kπ −  

۴
π

kπ +  

۴
π

۲kπ −  

۴
π

۲kπ +  

۴
π

از کشور 1386 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، کدام است؟85 yشکل زیر قسمتی از نمودار تابع  است. مقدار تابع در نقطۀ  = ۱ − sin mxx =  

۶
۷π

صفر (1

(2

1 (3

2 (4

 

۲
۱

از کشور 1396 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

= نقاط پایانی کمان جواب های معادلۀ  بر روی دایرۀ مثلثاتی، رأس های کدام چندضلعی است؟86
۱ − cos x

sin x  cos x
۱ + cos x

مستطیل (2 مربع (1

مثلث متساوی الساقین (4 مثلث قائم الزاویه (3

از کشور 1391 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 
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yشکل زیر، قسمتی از نمودار تابع  است.  کدام است؟87 = a sin (bπx)ab

-6 (1

-3 (2

4/5 (3

6 (4

از کشور 1392 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، کدام است؟88 yشکل زیر قسمتی از نمودار تابع  است.  = a sin(bπx)a + b

(1

(2

(3

(4

 

۳
۴

 

۳
۵

 

۳
۷

 

۳
۸

قلمچی علوم تجربی چهارم آزمون شماره 5 1395

از کشور 1393 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

قلمچی علوم تجربی چهارم آزمون شماره 8 1394

yشکل زیر قسمتی از نمودار تابع  است. مقدار تابع در نقطۀ  کدام است؟89 =  +
۲
۱

۲ cos mxx =  

۳
۱۶π

(1

(2

1 (3

صفر (4

−  

۲
۱

 

۲
۱

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1396

90
، به کدام صورت است؟ sinجواب کلی معادلۀ مثلثاتی  x −۲ cos x =۲ sin  + x(

۲
۳π

)

(2 (1

(4 (3

 

۳
kπ

 

۳
۲kπ

۲kπ +  

۳
π

۲kπ ±  

۳
۲π

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1391
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91
، کدام است؟ ۲جواب کلی معادلۀ مثلثاتی  sin(π − x) cos  + x +(

۲
۳π

) ۳ cot x sin(π + x) = ۰

(2 (1

(4 (3

۲kπ +  

۳
π

۲kπ +  

۳
۲π

۲kπ ±  

۳
π

۲kπ ±  

۳
۲π

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1387

۲sinجواب کلی معادلۀ مثلثاتی  به کدام صورت است؟92 x =۲ ۳ cos x

(2 (1

(4 (3

kπ ±  

۶
π

kπ ±  

۳
π

۲kπ ±  

۶
π

۲kπ ±  

۳
π

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1386

، کدام است؟93 sin(xجواب کلی معادلۀ مثلثاتی  + π) cos(  +
۲
π

x) − ۲ sin(π − x) + ۱ = ۰

(2 (1

(4 (3

۲kπ −  

۲
π

۲kπ +  

۶
π

۲kπ +  

۲
π

۲kπ ±  

۲
π

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1390

، کدام است؟94 sin)جواب کلی معادلۀ مثلثاتی  x − tan x) tan  − x =(
۲

۳π
) cos  

۳
۴π

(2 (1

(4 (3

kπ −  

۶
π

kπ +  

۳
π

۲kπ ±  

۳
π

۲kπ ±  

۶
π

از کشور 1390 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

cosجواب های کلی معادلۀ مثلثاتی  به صورت  بیان شده است. مجموعۀ مقادیر  کدام است؟95 ۲x = sin xx = ۲kπ +  

۶
iπ

i

(2 (1

(4 (3

۷, ۹{ }۱, ۳, ۵{ }

۱, ۴, ۷{ }۱, ۵, ۹{ }

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1383

sinجواب کلی معادلۀ مثلثاتی  کدام است؟96  +
۶

۵π
sin(  +

۲
π

x) sin(π + x) = ۰

(2 (1

(4 (3

kπ +  

۴
π

kπ −  

۴
π

۲kπ ±  

۴
π

۲kπ +  

۲
π

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1387
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، نقاط پایانی تمام جواب ها بر دایرۀ مثلثاتی، رأس های کدام شکل هندسی است؟97 ۲cosدر معادلۀ مثلثاتی  x +۲ cos x = ۱

مثلث قائم الزاویه (2 مثلث متساوی الاضلاع (1

مستطیل (4 ذوزنقه (3

از کشور 1383 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

۲مجموع جواب های معادلۀ  در بازۀ  کدام است؟98 sin x −۲ cos x − ۱ = ۰π, ۲π[ ]

(2 (1

(4 (3

 

۳
۸π

 

۳
۱۰π

۳ π 
 

۳
۱۱π

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1380

، برابر کدام است؟99 ، در بازۀ  sinمجموع تمام جواب های معادلۀ مثلثاتی  ۴x = sin x −۴ cos x۴[۰, π]

(2 (1

(4 (3

 

۴
۷π

 

۴
۹π

 

۲
۵π

 

۳
۱۱π

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1395

tanجواب کلی معادلۀ مثلثاتی  کدام است؟100 x tan ۳x = ۱

(2 (1

(4 (3

 

۴
kπ

 +
۲

kπ
 

۸
π

 +
۲

kπ
 

۸
۳π

 +
۴

kπ
 

۸
π

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1397

101
= اگر  باشد،  کدام است؟

sin(x +  )۴
π

sin(x −  )۴
π

۲tan x

(2 -3 (1

3 (4 (3

 

۳
۱

 

۳
۲

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1397

، کدام است؟102 tanβاگر  و  باشند، مقدار  =  

۲
۱

α − β =  

۴
π

sin ۲α

(2 (1

(4 (3

۰/۴۵۰/۶

۰/۷۵۰/۸

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1394
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aاگر  باشد، حاصل  کدام است؟103 + b =  

۴
π

۸ cos a  cos b  cos (  −
۲
π

a) cos (  −
۲
π

b)

(2 (1

(4 (3

sin ۴acos ۴a

sin ۲a۲cos ۲a۲

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1383

، کدام است؟104 cosجواب کلی معادلۀ مثلثاتی  ۳x sin(۳π − x) − sin ۳x cos(π + x) = cos  

۲
۳π

(2 (1

(4 (3

 

۴
kπ

 

۲
kπ

kπ +  

۴
π

kπ ±  

۴
π

از کشور 1387 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، به کدام صورت است؟105 = جواب کلی معادلۀ مثلثاتی 
۱ + tan x
۱ − tan x

tan ۳x

(2 (1

(4 (3

 −
۴

kπ
 

۱۶
π

 +
۴

kπ
 

۱۶
π

 −
۴

kπ
 

۸
π

 +
۴

kπ
 

۸
π

از کشور 1394 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

= جواب کلی معادلۀ مثلثاتی  به کدام صورت است؟106
sin ۲x

۱ − cos ۲x
۳

(2 (1

(4 (3

۲kπ +  

۶
۵π۲kπ +  

۳
π

kπ +  

۶
۵πkπ +  

۳
π

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1386

، کدام است؟  107 ۲جواب کلی معادلۀ مثلثاتی   sin x cos x =۲ sin x + cos x

(2 (1

(4 (3

kπ +  

۴
π

 −
۳

۲kπ
 

۴
π

 +
۳

۲kπ
 

۴
π۲kπ ±  

۴
π

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1392

۲جواب کلی معادلۀ مثلثاتی  به کدام صورت است؟108 cos x(cos x − sin x) = ۱

(2 (1

(4 (3

 −
۲

kπ
 

۸
π

 +
۲

kπ
 

۸
π

kπ −  

۸
π

kπ +  

۸
π

از کشور 1383 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 
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sinمجموع تمام جواب های معادلۀ مثلثاتی  در بازۀ  کدام است؟109 ۵x + sin ۴x = ۱ + cos π[۰, ۲π]

(2 (1

(4 (3

۸π۹π

۱۰π۱۱π

قلمچی علوم تجربی چهارم آزمون شماره 13 1394

از کشور 1392 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، به کدام صورت است؟110 = جواب کلی معادلۀ مثلثاتی 
۱ − tan x۲
۲ tan x

۳

(2 (1

(4 (3

 −
۲

kπ
 

۶
π

 +
۲

kπ
 

۶
π

kπ +  

۶
π

kπ −  

۶
π

از کشور 1391 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

111
αاگر  و  باشد، مقدار کسر  کدام است؟   + β = ۱۳۵∘tan(α − β) =  

۴
۳

 

 

sin αcos β − cos αsin β۲ ۲ ۲ ۲
cos αcos β − sin αsin β۲ ۲ ۲ ۲

(2 (1

(4 (3

 

۴
۳

 

۴
−۳

 

۳
۴

 

۳
−۴

قلمچی علوم تجربی چهارم آزمون شماره 5 1395

از کشور 1384 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

cos(xاگر  باشد، مقدار  کدام است؟112 +  ) +
۳
π

cos(x −  ) =
۳
π

 

۳
۲

cos ۲x

(2 (1

(4 (3

−  

۹
۲

−  

۹
۱

 

۹
۱

 

۹
۲

قلمچی علوم تجربی چهارم آزمون شماره 5 1395

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1393

قلمچی علوم تجربی چهارم آزمون شماره 6 1394
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مبحثدرس

گزینه 1

گام اول

گام دوم

1

تابع  در صورتی تعریف شده است که  باشد و چون همواره  برقرار است پس باید

 باشد. در این حالت  می شود که یک عدد غیر صحیح است، بنابراین حاصل  برابر عدد

1- می شود.

 sinπx − ۱sinπx − ۱ ≥ ۰sinπx ≤ ۱

sinπx = ۱x = ۲k +  

۲
۱

[x] + [−x]

−)f(x)fحالا سراغ  محاسبۀ مقدار  و هم چنین مقدار  می رویم:  f(x))
۲
۱

f(x) = [x] + [−x] +  = −۱ + ۰ = −۱sinπx − ۱

f(−  f(x)) = f(−  (−۱)) = f(  ) = [  ] + [−  ] +  

۲
۱

۲
۱

۲
۱

۲
۱

۲
۱

sin  − ۱
۲
π

= ۰ − ۱ +  = −۱ + ۰ = −۱۱ − ۱

گزینه 2 2

. به سادگی نتیجه می شود که به ازای ؛ لذا با جایگذاری در تابع خواهیم داشت  ، مقدار تابع برابر است با  در 

. ، مقدار تابع برابر است با 

x = ۰y = ۳a = ۳

x =  

۳
۲۵

y = ۲/۵

T =  = ۴ ⇒ ∣b∣ =  ⇒ b = −  ✓ , b =  × , y = ۳ + sin(  x)
∣πb∣
۲π

۲
۱

۲
۱

۲
۱

۲
−π

 y = ۳ + sin(  π) ⇒ y = ۳ + sin(−۴π −  ) ⇒ y = ۳ −  =  = ۲/۵x=  ۳
۲۵

۶
−۲۵

۶
π

۲
۱

۲
۵

گزینه 3 3

به  دست آوردن  از روی شکل کار آسانی نیست؛ بنابراین از تساوی زیر استفاده می کنیم:

توجه کنید که  است.

نکته:

tan(T B) =Ô tanα

tanα = tan((α + ۴۵) − ۴۵) =  =
۱ + tan(α + ۴۵) tan ۴۵
tan(α + ۴۵) − tan ۴۵

 =
۱ + tan(α + ۴۵)
tan(α + ۴۵) − ۱

 =
۱ + ۳
۳ − ۱

 

۲
۱

tan(α + ۴۵) =  =
OA
AT

 =
۱
۳

۳

tan(α − β) =  

۱ + tanα tanβ
tanα − tanβ

پاسخنامه مثلثاتریاضی | آقای کنکور
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گزینه 3 4

داریم:

۱ + cot C = ۱ +  =  =  ⇒ ۱ + (  ) =  

۲

sin C۲
cos C۲

sin C۲
sin C + cos C۲ ۲

sin C۲
۱

۲
 ۵ ۲

sin C۲
۱

⇒ sin C =   sin C =  

۲

۹
۴ C<۹۰∘

۳
۲

sin C =  ⇒  =  ⇒ AH =  = ۶۴
AC
AH

۳
۲

۹۶
AH

۳
۹۶ × ۲

گزینه 1 5

sin(x +  ) + cos(x +  ) = cos ۲x
۶
π

۳
π

⇒ (sin x cos  + cos x sin  ) + (cos x cos  − sin x sin  ) = cos ۲x
۶
π

۶
π

۳
π

۳
π

⇒  sin x +  cos x +  cos x − sin x = cos ۲x
۲

 ۳
۲
۱

۲
۱

۲
۳

⇒ cos x = cos ۲x ⇒ x = ۲kπ ± ۲x ; k ∈ Z

⇒     x =  ; k ∈ Z
⎩
⎨
⎧x = −۲kπ

x =  

۳
۲kπ

اجتماع جواب ها

۳
۲kπ

گزینه 1 6

. پس: همچنین  و ازطرفی می دانیم 

پس  برابر است با:

A = sin(  + α) = sin(۳π + (  + α)) = sin(π + (  + α)) = − sin(  + α)
۴

۱۳π
۴
π

۴
π

۴
π

= −(sin  cos α + cos  sinα) = −(  cos α +  sinα)
۴
π

۴
π

۲
 ۲

۲
 ۲

tanα =  

۷
۱

۱ + tan α =۲
 

cos α۲
۱

۱ + tan α = ⇒ ۱ + (  ) =   cos α =  

۲
cos α۲

۱
۷
۱ ۲

cos α۲
۱ α<۹۰∘

۵  ۲
۷

 sinα =  

cos α+sin α=۱۲ ۲

۵  ۲
۱

A

A = −(  ×
۲

 ۲
 +

۵  ۲
۷

 ×
۲

 ۲
 ) =

۵  ۲
۱

−(  +
۱۰
۷

 ) =
۱۰
۱

−  =
۱۰
۸

−  

۵
۴
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گزینه 3 7

ماکزیمم  = a + b =∣ ∣   

۲
۳ باتوجه به نمودار 

b<۰
a − b =  

۲
۳

 , ۰ :(
۲
π

) f  =(
۲
π

) ۰ ⇒ a + b sin(  +
۲
π

 ) =
۳
π

۰ ⇒ a + b cos(  ) =
۳
π

۰ ⇒ a +  b =
۲
۱

۰

⇒ ۲a + b = ۰

⇒  ⇒ ۳a =  ⇒ a =  {a − b =  

۲
۳

۲a + b = ۰ ۲
۳

۲
۱

گزینه 1 8

دورۀ تناوب را باتوجه به نمودار به دست می آوریم:

طبق نمودار داریم:

فقط حالت  را در گزینه ها داریم، پس گزینۀ 1 صحیح است.

⇒
⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧T =  −  =  =  

۶
۵π

۶
π

۶
۴π

۳
۲π

T =  

b∣ ∣
۲π  =

۳
۲π

⇒
b∣ ∣
۲π

b =∣ ∣ ۳ ⇒ b = ±۳

⇒{
max : a + c = ۱∣ ∣

min : − a + c = −۳∣ ∣
۲c = −۲ ⇒ c = −۱

⇒  {
b = −۳, c = −۱
b = ۳, c = −۱

b = ۳, c = −۱

گزینه 3 9

بنابراین معادله چهار جواب دارد.

۴ sin(۳x) cos(۳x) = ۱ ⇒ ۲ sin(۳x) cos(۳x) =  

۲
۱

⇒ sin(۶x) =  =
۲
۱

sin(  )
۶
π

⇒   

⎩⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎪
⎨
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎧

۶x = ۲kπ +  ⇒ x =  +  ⇒   

۶
π

۳
kπ

۳۶
π

⎩
⎨
⎧k = ۰ ⇒ x =  

۳۶
π

k = ۱ ⇒ x =  

۳۶
۱۳π

۶x = ۲kπ + π −  ⇒ x =  +  ⇒   

۶
π

۳
kπ

۳۶
۵π

⎩⎪
⎨
⎪⎧k = ۰ ⇒ x =  

۳۶
۵π

k = ۱ ⇒ x =  

۳۶
۱۷π
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گزینه 4 10

tan(۲۸۵ ) =∘ tan(۲۷۰ +∘ ۱۵ ) =∘ − cot(۱۵ )∘

tan(−۱۶۵ ) =∘ − tan(۱۶۵ ) =∘ − tan(۱۸۰ −∘ ۱۵ ) =∘ tan(۱۵ )∘

sin(۱۰۹۵ ) =∘ sin(۱۰۸۰ +∘ ۱۵ ) =∘ sin ۱۵∘

cos(۲۵۵ ) =∘ cos(۲۷۰ −∘ ۱۵ ) =∘ − sin ۱۵( ∘)

tan(۲۸۵ ) tan(−۱۶۵ ) −∘ ∘ sin(۱۰۹۵ ) cos(۲۵۵ ) =∘ ∘ − cot(۱۵ ) tan(۱۵ ) +∘ ∘ sin (۱۵ )۲ ∘

= −۱ + sin (۱۵ ) =۲ ∘ −cos (۱۵ )۲ ∘

گزینه 4 11

sin C =  cos C =  =  =  

۱۳
۵ cos C>۰ ۱ − sin C۲ ۱ −

۱۶۹
۲۵

۱۳
۱۲

   ⇒  =  ⇒ AH = =  = ۳/۷۵

⎩⎪⎪
⎪⎪
⎪
⎨
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎧

tan C =  =  =  

cos C
sin C

 

۱۳
۱۲

 

۱۳
۵

۱۲
۵

tan C =  =  

CH
AH

۹
AH

۱۲
۵

۹
AH

۱۲
۴۵

۴
۱۵

گزینه 4 12

داریم:

ازآنجاکه  و  ریشه های معادلۀ  هستند، داریم:

tan(α + β) =  

۱ − tanα. tanβ
tanα + tanβ

tanβtanα۲x +۲ ۳x − ۱ = ۰

S = tanα + tanβ = −  = −  

a
b

۲
۳

P = tanα. tanβ =  = −  

a
c

۲
۱

tan(α + β) =  =
۱ − tanα. tanβ
tanα + tanβ

 =
۱ +  

۲
۱

−  

۲
۳

−۱
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گزینه 2 13

tan(۳x) tan x = ۱  tan ۳x =  = cot x
tan x  ۰=

tan x
۱

⇒ tan ۳x = tan(  − x) ⇒ ۳x = kπ +  − x ⇒ ۴x = kπ +  ⇒ x =  

۲
π

۲
π

۲
π

۸
(۲k + ۱)π

 x =  π ,  π ,  π ,  π ⇒ مجموع جواب ها = ۶π
x∈[π , ۲π]

۸
۹

۸
۱۱

۸
۱۳

۸
۱۵

گزینه 3 14

نکته:

sinα =   cos α = −  

۱۰
 ۲ در ربع دوم αانتهای کمان

cos α<۰
۱ − sin α۲

= −  = −  ۱ −  

۱۰۰
۲

۱۰
 ۹۸

cos(  + α) = cos(۳π −  + α) = cos(π −  + α) = cos(  + α)
۴
۱۱π

۴
π

۴
π

۴
۳π

= cos  cos α − sin  sinα = (−  ) × (−  ) − (  ) × (  )
۴

۳π
۴

۳π
۲

 ۲
۱۰

 ۹۸
۲

 ۲
۱۰

 ۲

=  − =  =  =  

۲۰
 ۱۹۶

۲۰
۲

۲۰
۱۴ − ۲

۲۰
۱۲

۵
۳

α + β = π ⇒ cos α = − cos β

گزینه 4 15

باتوجه به نمودار ماکزیمم تابع برابر 3 است، پس:

y = a + b sin(  +
۲
π

x) = a + b cos x

ماکزیمم  = a + b =∣ ∣ ۳  

باتوجه به نمودار 

b<۰
a − b = ۳ (۱)

(  , ۰) :
۳
۷π

۰ = a + b cos(  ) =
۳
۷π

a + b cos(۲π +  ) =
۳
π

a + b(  )
۲
۱

⇒ a +  =
۲
b

۰ ⇒ ۲a + b = ۰ (۲)

(۱),(۲)
  ۳a = ۳ ⇒ a = ۱ ⇒ b = −۲{

a − b = ۳
۲a + b = ۰

+
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گزینه 4 16

دورۀ تناوب را باتوجه به نمودار به دست می آوریم:

طبق نمودار داریم:

، پس داریم: طبق نمودار، تابع در حوالی  نزولی است، بنابراین 

T =  −
۲
۹π

(−  ) =
۲

۳π
 =

۲
۱۲π

۶π

⇒ T = ۶π =  ⇒
b∣ ∣
۲π

b =∣ ∣  ⇒
۳
۱

b = ±  

۳
۱

⇒ ۲c ={
max : a + c = ۱∣ ∣
min : − a + c = −۳∣ ∣

−۲ ⇒ c = −۱ ⇒ a =∣ ∣ ۲ ⇒ a = ±۲

x = ۰ab < ۰

یا    ⇒  = −۶
⎩
⎨
⎧a = −۲

b =  

۳
۱

⎩
⎨
⎧a = ۲

b = −  

۳
۱

b
a

گزینه 2 17

tan(۳۰۰) cos(۲۱۰) + tan(۴۸۰) sin(۸۴۰)

= tan(۳۶۰ −∘ ۶۰ ) cos(۱۸۰ +∘ ∘ ۳۰ ) +∘ tan(۳۶۰ +∘ ۱۲۰ ) sin(۷۲۰ +∘ ∘ ۱۲۰ )∘

= tan(−۶۰ ) cos(۱۸۰ +∘ ∘ ۳۰ ) +∘ tan(۱۸۰ −∘ ۶۰ ) sin(۱۸۰ −∘ ∘ ۶۰ )∘

= (− tan(۶۰ ))(− cos(۳۰ )) +∘ ∘ (− tan(۶۰ )) sin(۶۰ )∘ ∘

= (−  )(−  ) +۳
۲

 ۳
(−  )(  ) =۳

۲
 ۳

 −
۲
۳

 =
۲
۳

۰

گزینه 4 18

حال این معادله را حل می کنیم:

sin(۲x −  ) =
۴
π

cos(x +  ) ⇒
۴
π

sin(۲x −  ) =
۴
π

sin(  −
۲
π

(x +  ))
۴
π

⇒ sin(۲x −  ) =
۴
π

sin(  −
۴
π

x)

⎩⎪
⎨
⎪⎧۲x −  = ۲kπ +  − x ⇒ ۳x = ۲kπ +  ⇒ x =  +  

۴
π

۴
π

۲
π

۳
۲kπ

۶
π

۲x −  = ۲kπ + π −  + x ⇒ x = ۲kπ + π (x  kπ (غیرقابل قبول زیرا 
۴
π

۴
π

=
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گزینه 1

گام اول

گام دوم

19

tanمی دانیم:   +  =(
۲
π

۲
α

) − cot  

۲
α

، رابطۀ  را ساده کرده و مقدار خواسته شده را به دست می آوریم: = ۲αبا استفاده از فرمول های کمان 
۱ + cos α

sinα
 

۲
۱

 =  =  = tan  =  

۱ + cos α
sinα

۱ + ۲cos  − ۱۲
۲
α

۲ sin  cos  

۲
α

۲
α

۲cos  

۲
۲
α

۲ sin  cos  

۲
α

۲
α

۲
α

۲
۱

⇒ cot  =  =  = ۲ ⇒ tan  +  = − cot  = −۲
۲
α

tan  

۲
α

۱

 

۲
۱
۱

(
۲
π

۲
α

)
۲
α

گزینه 4

گام اول

گام دوم

20

ها خواسته  شده است، درواقع باید تعداد ریشه های معادلۀ  را الف) وقتی تعداد نقاط برخورد نمودار یک تابع با محور 

تع�ن کنیم. پس باید تعداد ریشه های معادلۀ  را در بازۀ  به دست آوریم.

ب) معادلۀ  یک معادلۀ خاص بوده و در آن  است.

ج) مقادیر  را به نحوی تع�ن می کنیم که ریشه های معادله حتماً در بازۀ  قرار بگیرند.

xy = ۰

y = ۰[−π,  ]
۲

۳π

sinα = ۰α = kπ

k[−π,  ]
۲

۳π

توجه داشته باشید که به ازای  یا  مقادیری که برای  به دست می آید در بازۀ  نیست. پس پنج

ها را قطع می کند. مقدار برای  به دست آمده و نمودار تابع در پنج نقطه محور 

y = ۰ ⇒ ۳ sin(  − ۲x) = ۰ ⇒ sin(  − ۲x) = ۰  − ۲x = kπ
۴
π

۴
π sin α= ۰

α= kπ ۴
π

⇒ ۲x =  − kπ ⇒ x =  −  (k ∈ Z)
۴
π

۸
π

۲
kπ

k = −۲ ⇒ x =  + π =  

۸
π

۸
۹π

k = −۱ ⇒ x =  +  =  

۸
π

۲
π

۸
۵π

k = ۰ ⇒ x =  

۸
π

k = ۱ ⇒ x =  −  = −  

۸
π

۲
π

۸
۳π

k = ۲ ⇒ x =  − π = −  

۸
π

۸
۷π

k ≥ ۳k ≤ −۳x[−π ,  ]
۲

۳π

xx
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گزینه 4

گام اول

گام دوم

21

می دانیم:

tan x =  

cos x
sin x

sin (α + β) = sinα cos β + sinβ cos α

باتوجه به گام اول، عبارت داده شده را ساده می کنیم:

بنابراین داریم:

tan ۷۰ + tan ۱۰ =  +  =  =  

∘ ∘

cos ۷۰∘
sin ۷۰∘

cos ۱۰∘
sin ۱۰∘

cos ۷۰ cos ۱۰∘ ∘
sin ۷۰ cos ۱۰ + sin ۱۰ cos ۷۰∘ ∘ ∘ ∘

cos ۷۰ cos ۱۰∘ ∘
sin (۱۰ + ۷۰ )∘ ∘

=  =  =  =  

cos ۷۰ cos ۱۰∘ ∘
sin ۸۰∘

cos ۷۰ cos ۱۰∘ ∘

sin (  − ۱۰ )
۲
π ∘

cos ۷۰ cos ۱۰∘ ∘
cos ۱۰∘

cos ۷۰∘
۱

cos ۵۰ (tan ۷۰ + tan ۱۰ ) =  =  =  =  

∘ ∘ ∘

cos ۷۰∘
cos ۵۰∘

cos (  − ۲۰ )
۲
π ∘

cos (  − ۴۰ )
۲
π ∘

sin ۲۰∘
sin ۴۰∘

sin ۲۰∘
sin ۲(۲۰ )∘

=  = ۲ cos ۲۰
sin ۲۰∘

۲ sin ۲۰ cos ۲۰∘ ∘
∘
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گزینه 3

گام اول

گام دوم

22

(الف tan(α − β) =  

۱ + tanα tanβ
tanα − tanβ

(ب tan ۲α =  

۱ − tan α۲
۲ tanα

باتوجه به صورت سؤال و قسمت (الف) از گام اول، مقدار  را محاسبه می کنیم:

اکنون باتوجه به قسمت (ب) از گام اول مقدار  را به دست می آوریم:

tanα

tan( − α) =  =  =  

۴
π

۱ + tan  tanα
۴
π

tan  − tanα
۴
π

۱ + tanα
۱ − tanα

۵
۱

⇒ ۱ + tanα = ۵ (۱ − tanα) ⇒ ۱ + tanα = ۵ − ۵ tanα ⇒ ۶ tanα = ۴

⇒ tanα =  =
۶
۴

 

۳
۲

tan ۲α

tan ۲α =  =  =  =  =  = ۲/۴
۱ − tan α۲
۲ tanα

۱ − (  )
۳
۲ ۲

۲(  )
۳
۲

۱ −  

۹
۴

 

۳
۴

 

۹
۵

 

۳
۴

۵
۱۲

گزینه 2

گام اول

گام دوم

23

الف) 

ب) 

tan (  −
۲
π

α) = cot α , tanθ =  

cot θ
۱

tan (α − β) =  

۱ + tanα tanβ
tanα − tanβ

ابتدا باتوجه به قسمت (الف) از گام اول، مقدار  را به دست می آوریم:

اکنون باتوجه به فرمول کمان  در قسمت (ب) از گام اول، مقدار  را محاسبه می کنیم:

tanα

tan (  −
۲
π

α) =  ⇒
۳
۲

cot α =  ⇒
۳
۲

tanα =  

۲
۳

(α − β)tan (  −
۴
π

α)

tan (  − α) =  =  =  = −  

۴
π

۱ + tan  tanα
۴
π

tan  − tanα
۴
π

۱ +  

۲
۳

۱ −  

۲
۳

۲
۵

−
۲
۱

۵
۱
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گزینه 4 24

)sinبا استفاده از رابطۀ  معادلۀ مثلثاتی را ساده می کنیم و جواب کلی معادلۀ مثلثاتی را به دست می آوریم.  +
۲
π

x) = cos x

cos x + ۳ sin(  + x) + ۲ = ۰ ⇒ cos x + ۳ cos x + ۲ = ۰۲
۲
π ۲

⇒ (cos x + ۱)(cos x + ۲) = ۰ ⇒   {
cos x = −۱ ⇒ x = ۲kπ + π = (۲k + ۱) π
cos x = −۲ غ.ق.ق 
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گزینه 1

گام اول

گام دوم

25

الف) می دانیم به ازای هر  دلخواه  است.

ب)  همواره برقرار است هرگاه،  و  در بازه های مختلف هم علامت باشد.

x∣f(x)∣ ≥ ۰
xy ≥ ۰xy

با توجه به گام اول، نامساوی  زمانی برقرار است که دو تابع  و  در بازه های مختلف

هم علامت باشند. ابتدا نمودار تابع  را رسم می کنیم:

اکنون با رسم نمودار هر یک از گزینه ها، بررسی می کنیم کدام یک از آن ها در بازه های مختلف با تابع  هم علامت

است.

گزینۀ 1:

همان طور که مشاهده می شود، این تابع در بازه های مختلف با تابع  هم علامت است، پس این گزینه جواب سؤال

خواهد بود.

گزینۀ 2:

با توجه به نمودار فوق، این تابع در بازه های زیادی ازجمله در بازۀ  با تابع  هم علامت نیست.

(−۱) f(x) ≥[x] ۰y = (−۱)[x]y = f(x)

y = (−۱)[x]

y = (−۱) x[ ]

y = (−۱)[x]

(  , ۱)
۲
۱

y = (−۱) x[ ]
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گزینۀ 3:

مقدار تابع در بازۀ  منفی است درحالی که تابع  در این بازه دارای علامت مثبت است.

گزینۀ 4:

، این گزینه هم  جواب سؤال نیست. با مقایسۀ نمودار بالا با نمودار تابع 

(  , ۱)
۲
۱

y = (−۱)[x]

y = (−۱)[x]
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گزینه 4 26

با استفاده از اتحاد های مثلثاتی، عبارت های صورت و مخرج کسر را به ساده ترین شکل ممکن می نویسیم. می دانیم:

با توجه به اینکه مقدار  در صورت سؤال داده شده است، صورت و مخرج کسر را بر  تقسیم می کنیم تا کسر داده شده

برحسب  به دست آید.

cos (  +
۲

۳π
θ) = sinθ

cos (π + θ) = − cos θ

sin (π − θ) = sinθ

sin (۳π + θ) = sin(π + θ) = − sinθ

 =  =  

sin (π − θ) − sin (۳π + θ)

cos (  + θ) − cos (π + θ)
۲

۳π

sinθ − (− sinθ)
sinθ − (− cos θ)

sinθ + sinθ
sinθ + cos θ

tanθcos θ
tanθ

 =  =  =  =  = ۳
۲ sinθ

sinθ + cos θ

۲  

cos θ
sinθ

 +  

cos θ
sinθ

cos θ
cos θ

۲ tanθ
tanθ + ۱

۲(۰/۲)
۰/۲ + ۱

۰/۴
۱/۲

گزینه 2 27

cos ۳x + cos x = ۰ ⇒ cos ۳x = − cos x ⇒ cos ۳x = cos(π − x)

⇒    

⎩⎪
⎨
⎪⎧۳x = ۲kπ + π − x ⇒ ۴x = ۲kπ + π ⇒ x =  +  

۲
kπ

۴
π

۳x = ۲kπ − π + x ⇒ ۲x = ۲kπ − π ⇒ x = kπ −  

۲
π

cos x  ۰=
x =  +

۲
kπ

 

۴
π
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گزینه 1 28

sin ۶۰ =∘
 ⇒

۲
 ۳

 =
۱ − a

a
 ⇒

۲
 ۳

۲a =  −۳  a ⇒۳ a =  ⇒
۲ +  ۳

 ۳
a = ۲  −۳ ۳

گزینه 3

گام اول

گام دوم

29

الف)  را داریم، بااستفاده از رابطۀ  می توانیم  را محاسبه کنیم.

ب)  زاویه ای منفرجه است پس در ناحیۀ دوم مثلثاتی قرار داشته و مقدار  منفی است. در محاسبۀ  از روی 

به این نکته توجه داشته باشید.

ج) با داشتن  و  مقدار  را محاسبه کرده و در نهایت  را به دست می آوریم.

sinαsin α +۲ cos α =۲ ۱cos α
αcos αcos αsinα

sinαcos αtanαtan(  +
۴
π

α)

ابتدا  و به دنبال آن  را به دست می آوریم:

حالا حاصل  را محاسبه می کنیم:

cos αtanα

sin α + cos α = ۱ ⇒ (  ) + cos α = ۱ ⇒  + cos α = ۱۲ ۲
۵
۳ ۲

۲
۲۵
۹ ۲

⇒ cos α = ۱ −  =   cos α = −  

۲

۲۵
۹

۲۵
۱۶ cos α<۰

۵
۴

tanα =  =  = −  

cos α
sinα

−  

۵
۴

 

۵
۳

۴
۳

tan(  +
۴
π

α)

tan(  +
۴
π

α) =  =
۱ − tan  tanα

۴
π

tan  + tanα
۴
π

 =
۱ +  

۴
۳

۱ −  

۴
۳

 =
 

۴
۷

 

۴
۱

 

۷
۱
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گزینه 1 30

از اتحا د های  و  استفاده می کنیم.

مجموعه جواب در بازه های داده شده  می باشد که مجموع آن ها است.

a +۳ b =۳ a + b a − ab + b( ) ( ۲ ۲)sinα cos α =  sin ۲α
۲
۱

sin x + cos x = ۱ −  sin ۲x۳ ۳

۲
۱

⇒ (sin x + cos x)(  −  ) = ۱ −  sin ۲x
۱

 sin x + cos x۲ ۲

 sin ۲x۲
۱

 sin x cos x
۲
۱

sin x + cos x (۱ −  sin ۲x) − (۱ −  sin ۲x) = ۰( )
۲
۱

۲
۱

(۱ −  sin ۲x)(sin x + cos x − ۱) = ۰
۲
۱

⎩
⎨
⎧۱ −  sin ۲x = ۰ ⇒ sin ۲x = ۲ ⇒ فاقد ریشۀ حقیقی

۲
۱

sin x + cos x − ۱ = ۰ ⇒ sin x + cos x = ۱

⇒  sin(x +  ) = ۱ ⇒ sin(x +  ) =  =  ۲
۴
π

۴
π

 ۲
۱

۲
 ۲

⇒ sin(x +  ) = sin  ⇒    

۴
π

۴
π

⎩⎪
⎨
⎪⎧x +  = ۲kπ +  

۴
π

۴
π

x +  = ۲kπ + π −  

۴
π

۴
π

⇒    

⎩
⎨
⎧x = ۲kπ ۱( )

x = ۲kπ +  ۲
۲
π

( )

۰,  , ۲π{
۲
π

} 

۲
۵π
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گزینه 4 31

تعداد جواب ها را در دسته های مختلف به دست می آوریم:

مجموع جواب ها برابر است با:

۴ sin x sin(  −
۲

۳π
x) = ۱ ⇒ ۴ sin x(− cos x) = ۱

⇒ −۴ ×  sin ۲x =
۲
۱

۱ ⇒ sin ۲x = −  =
۲
۱

sin(−  )
۶
π

⇒    ⇒
⎩⎪
⎨
⎪⎧۲x = ۲kπ −  

۶
π

۲x = ۲kπ + π +  

۶
π    

⎩⎪
⎨
⎪⎧x = kπ −  (۱)

۱۲
π

x = kπ +  (۲)
۱۲
۷π

π −  +
۱۲
π

۲π −  +
۱۲
π

 +
۱۲
۷π

π +  =
۱۲
۷π

۴π + π = ۵π

گزینه 3 32

با توجه به نمودار  است، پس:

باتوجه به نمودار تابع  است و همچنین چون ماکزیمم تابع  است، پس:

با حل دستگاه داریم:

f(π) = −  

۲
۳

−  =
۲
۳

a + b sin(π +  ) ⇒
۳
π

a + b(−  ) =
۲

 ۳
−  

۲
۳

×۲
۲a − b  =۳ −۳ ۱( )

b > ۰ ۳

a + b =∣ ∣   ۳
b>۰

a + b =  ۲۳ ( )

  ⇒   

−۲
{

a + b =  ۳

۲a − b  = −۳۳
{

− ۲a − ۲b = −۲  ۳

۲a − b  = −۳۳

 −b(۲ +  ) = −(۳ + ۲  ) ⇒ b =  =  

+ ۳ ۳
۲ +  ۳

 (۲ +  )۳ ۳
۳
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گزینه 3 33

با استفاده از روابط زیر معادلۀ مثلثاتی را ساده می کنیم:

sin(  + x) = sin(۲π +  + x) = sin(  + x) = cos x
۲

۵π
۲
π

۲
π

sin(  − x) = sin  cos x − cos  sin x
۴
π

۴
π

۴
π

sin(  − x) = ۱ + sin(  + x) ⇒  (sin  cos x − cos  sin x) = ۱ + cos x۲
۴
π

۲
۵π

۲
۴
π

۴
π

⇒  (  cos x −  sin x) = ۱ + cos x۲
۲

 ۲
۲

 ۲

⇒ cos x − sin x = ۱ + cos x ⇒ sin x = −۱ ⇒ x = ۲kπ −  

۲
π

گزینه 2 34

شش ضلعی منتظم به ضلع a از شش مثلث متساوی الاضلاع به طول ضلع a تشکیل شده است، پس مساحت آن برابر است با:

با استفاده از تقارن داریم:

نکته: در شش ضلعی منتظم به طول ضلع a داریم:

الف) طول قطر کوچک آن  است.

ب) طول قطر بزرگ آن  است.

پ) مساحت آن  است.

S = ۶ ×  ×
۲
۱

a × a × sin ۶۰ =∘
 a

۲
۳  ۳ ۲

S =  a =
۲

۳  ۳ ۲ ۹  ⇒۳ a =۲ ۶ ⇒ a =  ۶

DC = ۲BC = ۲AC sin ۶۰ =∘ ۲  ×۶  =
۲

 ۳
 =۱۸ ۳  ۲

a ۳
۲a

 a
۲

۳  ۳ ۲
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گزینه 1

گام اول

گام دوم

35

cosمی دانیم:  و  ۲x = cos x −۲ sin x۲tan x =  

cos x
sin x

، حاصل حد به صورت مبهم  می شود. با استفاده از گام اول، کسر را تا حد امکان ساده کرده و حاصل حد را به  وقتی 

دست می آوریم. 

x →  

۴
۳π

 

۰
۰

 =   =   

x→  ۴
۳π

lim
cos ۲x

tan x − ۱۲

x→  ۴
۳π

lim
cos x − sin x۲ ۲

 − ۱
cos x۲
sin x۲

x→  ۴
۳π

lim
−(sin x − cos x)۲ ۲

 

cos x۲
sin x − cos x۲ ۲

=  −  = −  = −  = −  = −۲
x→  ۴

۳π
lim

cos x۲
۱

cos  

۲
۴

۳π
۱

(−  )
۲

 ۲ ۲

۱

 

۲
۱
۱

گزینه 2 36

می دانیم  و  است. از رابطۀ داده شده مقدار  را حساب کرده و با

، حاصل  را محاسبه می کنیم. استفاده از فرمول 

حالا حاصل  را محاسبه می کنیم:

tan  =
۳
۲π

−  ۳sin(  −
۲

۳π
x) = − cos xcos x

cos ۲x = ۲cos x −۲ ۱cos ۲x

tan  sin(  − x) = ۱ ⇒ (−  )(− cos x) = ۱ ⇒  cos x = ۱ ⇒ cos x =  

۳
۲π

۲
۳π

۳ ۳
 ۳

۱

cos ۲x

cos ۲x = ۲cos x − ۱ = ۲(  ) − ۱ = ۲(  ) − ۱ = − ۱ = −  

۲

 ۳
۱ ۲

۳
۱

۳
۲

۳
۱
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گزینه 1 37

با استفاده از روابط زیر معادلۀ مثلثاتی را ساده می کنیم:

، داریم: با توجه به رابطۀ 

tan(α − β) =  , tan(α + β) =  

۱ + tanα tanβ
tanα − tanβ

۱ − tanα tanβ
tanα + tanβ

tan(x +  ) + tan(x −  ) = ۲  ⇒  +  = ۲  

۴
π

۴
π

۳
۱ − tan x tan  

۴
π

tan x + tan  

۴
π

۱ + tan x tan  

۴
π

tan x − tan  

۴
π

۳

⇒  + = ۲  ⇒  = ۲  

۱ − tan x
tan x + ۱

۱ + tan x
tan x − ۱

۳
۱ − tan x۲

(۱ + tan x) − (۱ − tan x)۲ ۲

۳

⇒  =  = ۲    =  

۱ − tan x۲
۱ + ۲ tan x + tan x − ۱ + ۲ tan x − tan x۲ ۲

۱ − tan x۲
۴ tan x

۳ ÷۲

۱ − tan x۲
۲ tan x

۳

tan ۲α =  

۱ − tan α۲
۲ tanα

tan ۲x =  ⇒۳ tan ۲x = tan  ⇒
۳
π

۲x = kπ +  ⇒
۳
π

x =  +
۲

kπ
 

۶
π

گزینه 3 38

ابتدا معادلۀ مثلثاتی داده شده را تا حد امکان ساده می کنیم:

۲ cos ۲x = cot x(۴ sin x + tan x) ⇒ ۲(۲cos x − ۱) = ۴ cot x sin x + cot x tan x۲

⇒ ۴cos x − ۲ = ۴ cos x + ۱ ⇒ ۴cos x − ۴ cos x − ۳ = ۰۲ ۲

⇒    

⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧ cos x =  =  =  =  ⇒ cos x = غ.ق ق 

۸
۴ +  ۶۴

۸
۴ + ۸

۸
۱۲

۲
۳

۲
۳

cos x =  =  = −  = −  ⇒ cos x = cos  ⇒ x = ۲kπ ±  

۸
۴ −  ۶۴

۸
۴ − ۸

۸
۴

۲
۱

۳
۲π

۳
۲π
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گزینه 1 39

تابع را به شکل زیر بازنویسی می کنیم:

ماکزیمم تابع برابر با 2 است؛ بنابراین: 

، پس: ازطرفی 

همچنین نمودار تابع در بازۀ  سه بار تکرار شده است، درنتیجه:

که هر دو مقدار قابل قبول است. باتوجه به گزینه ها،  است.

y = a sin(  +
۲
π

bπx) = a cos bπx

a =∣ ∣ ۲
y(۰) = ۲

y(۰) = a × cos ۰ = a ⇒ a = ۲

−۲/۵, ۳/۵[ ]

۳T = ۳/۵ − (−۲/۵) = ۶ ⇒ T = ۲

⇒  =
bπ∣ ∣
۲π

۲ ⇒ b =∣ ∣ ۱ ⇒ b = ±۱

a.b = ۲

گزینه 1 40

۲αبه فرمول های  توجه کنید:

sin ۲α = ۲ sinα cos α, cos ۲α = ۲cos α − ۱۲

۲cos x + ۲ sin x cos x = ۱ ⇒ ۲cos x − ۱ + ۲ sin x cos x = ۰۲ ۲

⇒ cos ۲x + sin ۲x = ۰ ⇒ sin ۲x = − cos ۲x   = −  

÷ cos ۲x

cos ۲x
sin ۲x

cos ۲x
cos ۲x

⇒ tan ۲x = −۱ ⇒ tan ۲x = tan(−  ) ⇒ ۲x = kπ −   x =  −  

۴
π

۴
π ÷۲

۲
kπ

۸
π
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گزینه 1

گام اول

گام دوم

41

cosمی دانیم:  و  ۲x = cos x −۲ sin x۲tan x =  

cos x
sin x

، حاصل حد به صورت مبهم  می شود. باتوجه به گام اول، کسر را تا حد امکان ساده کرده و حاصل حد را محاسبه وقتی 

می کنیم.

x →  

۴
π

 

۰
۰

 =   =   

x→  ۴
π

lim
cos ۲x

tan x − ۱
x→  ۴

π
lim

cos x − sin x۲ ۲

 − ۱
cos x
sin x

x→  ۴
π

lim
(cos x − sin x)(cos x + sin x)

 

cos x
sin x − cos x

=   =   

x→  ۴
π

lim
(cos x − sin x)(cos x + sin x)

 

cos x
−(cos x − sin x)

x→  ۴
π

lim
cos x(cos x + sin x)

−۱

=  =  = −۱
 (  +  )

۲
 ۲

۲
 ۲

۲
 ۲

−۱

 (  )
۲

 ۲
۲

−۱

گزینه 3 42

، آنگاه: اگر 

، ضابطۀ تابع مفروض سؤال، به صورت زیر درمی آید: حال با در نظر گرفتن 

که شکل آن به صورت زیر است:

، بیشترین مقدار خود را دارد. ،  و  ملاحظه می کنید که این تابع در سه  نقطه با طول های 

x ∈ −۱, ۱[ ]

−۱ ≤ x ≤ ۱ ⇒ −۳π ≤ −۳πx ≤ ۳π

⇒  −
۴
π

۳π ≤  −
۴
π

۳πx ≤ +
۴
π

۳π ⇒  ≤
۴

−۱۱π
 −

۴
π

۳πx ≤  

۴
۱۳π

 −
۴
π

۳πx = θ

y = −۴ cos θ ;  ≤
۴

−۱۱π
θ ≤  

۴
۱۳π

θ = −πθ = πθ = ۳π
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گزینه 4 43

می دانیم:

حال از رابطۀ  کمک می گیریم:

جواب های موجود در بازۀ  برابر  می باشد که مجموع آن ها  است.

(sin α + cos α) = sin α + cos α + ۲sin αcos α۲ ۲ ۲ ۴ ۴ ۲ ۲

⇒ ۱ = sin α + cos α +  sin ۲α۴ ۴

۲
۱ ۲

⇒ sin α + cos α = ۱ −  sin ۲α۴ ۴
۲
۱ ۲

sin α +۴ cos α =۴ ۱ −  sin ۲α
۲
۱ ۲

sin x + cos x =  ⇒ ۱ −  sin ۲x =  ⇒ sin ۲x = ۱۴ ۴
۲
۱

۲
۱ ۲

۲
۱ ۲

⇒ sin ۲x = ±۱ ⇒ ۲x = kπ ±  ⇒ x =  ±  

۲
π

۲
kπ

۴
π

۰, ۲π[ ] ,  ,  ,  {
۴
π

۴
۳π

۴
۵π

۴
۷π

}۴π

گزینه 2 44

راه حل اول: 

راه حل دوم:

sin ۲x sin ۴x + sin x = ۱ ⇒ sin ۲x sin ۴x = ۱ − sin x۲ ۲

⇒ (۲ sin x cos x)(۲ sin ۲x cos ۲x) = cos x۲

⇒ (۲ sin x cos x)(۴ sin x cos x cos ۲x) = cos x۲

⇒ (cos x)(۸sin x cos ۲x − ۱) = ۰۲ ۲

⇒ (cos x)(۸sin x(۱ − ۲sin x) − ۱) = ۰۲ ۲ ۲

⇒ (cos x)(−۱۶sin x + ۸sin x − ۱) = ۰۲ ۴ ۲

⇒ (cos x)(−(۴sin x − ۱)) = ۰۲ ۲

⇒    

⎩⎪
⎨
⎪⎧ cos x = ۰ ⇒ x = kπ +  (۱)

۲
π

۴sin x − ۱ = ۰ ⇒ sin x =  ⇒ x = kπ ±  (۲)۲ ۲

۴
۱

۶
π

 x = (۲k + ۱)  

(۱)∪(۲)

۶
π

sin ۲x sin ۴x = ۱ − sin x ⇒۲
 (cos(−۲x) −

۲
۱

cos ۶x) = cos x۲

⇒  cos ۲x −
۲
۱

cos ۶x =
۲
۱

 ⇒
۲

۱ + cos ۲x
cos ۶x = −۱

⇒ ۶x = (۲k + ۱)π ⇒ x = (۲k + ۱)  

۶
π

www.konkur.in

forum.konkur.in
@jozveh_nub



23/56لرنیتو 1399
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کافی است تعداد نقاط تلاقی نمودارهای  و  را در بازۀ  به دست بیاوریم. برای این منظور هر دو

نمودار را در یک دستگاه مختصات رسم می کنیم.

باتوجه به شکل، واضح است که معادلۀ داده شده در بازۀ  دارای 4 ریشۀ حقیقی است.

x sin x − ۱ = ۰ ⇒ x sin x = ۱ ⇒ sin x =  

x
۱

y = sin xy =  x
۱[−π, π]

[−π, π]

گزینه 4

گام اول

گام دوم

46

الف) با استفاده از اتحاد مزدوج سمت چپ معادلۀ مثلثاتی را ساده می کنیم:

، معادله را حل کرده و جواب کلی آن را به دست می ب) با دانستن رابطۀ  و 

آوریم.

sin x −۴ cos x =۴ (sin x −۲ cos x)  =۲

۱

 (sin x + cos x)۲ ۲ sin x −۲ cos x۲

cos ۲α = cos α −۲ sin α۲sin  =
۴
۵π

−  

۲
 ۲

sin x − cos x = −(cos x − sin x) = − cos ۲x۲ ۲ ۲ ۲

sin x − cos x = − cos ۲x = sin   − cos ۲x = (−  ) ⇒ − cos ۲x =  

۴ ۴ ۲

۴
۵π sin  =−  ۴

۵π
۲

 ۲

۲
 ۲

۲

۲
۱

⇒ cos ۲x = −  ⇒ cos ۲x = cos  ⇒ ۲x = ۲kπ ±   x = kπ ±  

۲
۱

۳
۲π

۳
۲π ÷۲

۳
π
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tanα = ۲ , tanβ =  

۳
۱

tan ۲α =  =  = −  

۱ − tan α۲
۲ tanα

۱ − ۲۲
۲ × ۲

۳
۴

tan(۲α − β) =  =  =  = −۳
۱ + tan ۲α tanβ
tan ۲α − tanβ

۱ −  ×  ۳
۴

۳
۱

 −  ۳
−۴

۳
۱

 ۹
۵

 ۳
−۵

گزینه 1

گام اول

گام دوم

48

الف) معادلۀ مثلثاتی  را به معادلۀمثلثاتی  تبدیل می کنیم.

ب) به جای  عبارت  را قرار داده و جواب کلی معادلۀ مثلثاتی را تع�ن می کنیم.

cos ۳x + cos x = ۰cos ۳x = − cos x

− cos xcos(π − x)

جواب کلی  هر دو جواب به دست آمده را شامل می شود.

cos ۳x = cos(π − x) ⇒ ۳x = ۲kπ ± (π − x)

⇒    

⎩⎪
⎨
⎪⎧۳x = ۲kπ + π − x ⇒ ۴x = ۲kπ + π ⇒ x =  +  

۲
kπ

۴
π

۳x = ۲kπ − π + x ⇒ ۲x = ۲kπ − π ⇒ x = kπ −  

۲
π

x =  +
۲

kπ
 

۴
π

گزینه 4 49

نکته:

، بنابراین جواب  غیرقابل قبول است. چون 

sin x = sinα ⇒   {
x = ۲kπ + α
x = ۲kπ + π − α

 =
cos(  + x)

۲
۳π

sin ۳x
۱  

cos(  +x)=sin x۲
۳π

 =
sin x

sin ۳x
۱

⇒ sin ۳x = sin x ⇒    

⎩
⎨
⎧۳x = ۲kπ + x ⇒ x = kπ غ ق ق

۳x = ۲kπ + π − x ⇒ x =  +  

۲
kπ

۴
π

sin x  ۰=x = kπ
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کمترین مقدار تابع 1- است؛ پس:

تابع در دورۀ تناوب رسم شده است، پس:

باتوجه به نمودار  و  هم علامت است؛ پس:

۱ − a =∣ ∣ −۱ ⇒ a =∣ ∣ ۲

۲T =  ⇒
۳
۴

T =  

۳
۲

 =
bπ∣ ∣
۲π

 ⇒
۳
۲

b =∣ ∣ ۳

ab

a + b = ۵ یا − ۵

گزینه 3

گام اول

گام دوم

51

cos۲αبا استفاده از فرمول  عبارت داده شده را ساده کرده و معادله را حل می کنیم. = ۲cos α −۲ ۱

cos ۲x + ۲cos x =۲ ۰ ⇒ ۲cos x −۲ ۱ + ۲cos x =۲ ۰

⇒ ۴cos x = ۱ ⇒ cos x =  ⇒ cos x = ±  

۲ ۲
۴
۱

۲
۱

⇒     x = kπ ±  

⎩⎪
⎨
⎪⎧ cos x =  ⇒ x = ۲kπ ±  

۲
۱

۳
π

cos x = −  ⇒ x = ۲kπ ±  

۲
۱

۳
۲π

اجتماع

۳
π

www.konkur.in

forum.konkur.in
@jozveh_nub



26/56لرنیتو 1399

گزینه 4

گام اول

گام دوم

52

الف) تابع در بازۀ بین  و  یک دوره تناوب کامل را طی می کند.

ب) دوره تناوب تابع  از رابطۀ  به دست می آید.

ج) داریم:

باتوجه به نمودار  باید مثبت باشد زیرا در غیر این  صورت نمودار تابع قرینۀ نمودار رسم شده خواهد بود.

د) نقطه به مختصات  در ضابطۀ تابع صدق می کند.

 

۱۸
π

 

۱۸
۱۳π

y = a − ۲ cos bx +  (
۲
π

)T =  

∣b∣
۲π

y = a − ۲ cos(bx +  ) =
۲
π

a + ۲ sin bx

b

 , ۰(
۱۸
π

)

باتوجه به قسمت الف از گام اول، دوره تناوب تابع برابر است با:

همچنین باتوجه به قسمت ب و ج از گام اول می توان نوشت:

اکنون با توجه به اینکه  است، مقدار  را محاسبه می کنیم:

پس حاصل  برابر است با:

T =  −
۱۸

۱۳π
 =

۱۸
π

 =
۱۸
۱۲π

 

۳
۲π

T =  =
∣b∣
۲π

 ⇒
۳
۲π

∣b∣ = ۳  

b>۰
b = ۳

f  =(
۱۸
π

) ۰a

۰ = a − ۲ cos ۳ ×  +  =(
۱۸
π

۲
π

) a − ۲ cos  + =(
۶
π

۲
π

) a + ۲ sin  =(
۶
π

) a + ۲  (
۲
۱

)

⇒ a + ۱ = ۰ ⇒ a = −۱

a + b

a + b = −۱ + ۳ = ۲
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نکته: از فرمول های کمان  می دانیم:

معادلۀ مثلثاتی را ساده می کنیم:

با توجه به فرمول های کمان  داریم:

جواب معادلۀ مثلثاتی  از رابطۀ  به دست می آید.

جواب های معادله در بازۀ  به صورت زیر است:

(α + β)

sin(α +  β) = sinα cos β + cos α sinβ
cos(α + β) = cos α cos β − sinα sinβ

sin ۲x(sin x + cos x) = cos ۲x(cos x − sin x)

⇒ sin ۲x sin x + sin ۲x cos x = cos ۲x cos x − cos ۲x sin x

⇒ sin ۲x cos x + cos ۲x sin x = cos ۲x cos x − sin ۲x sin x

(α + β)

sin(۲x + x) = cos(۲x + x) ⇒ sin ۳x = cos ۳x

÷ cos ۳x

cos ۳x  =۰�
 =

cos ۳x
sin ۳x

۱ ⇒ tan ۳x = ۱ ⇒ tan ۳x = tan  

۴
π

tan x = tanαx = kπ + α

۳x = kπ +  ⇒
۴
π

x =  +
۳
kπ

 

۱۲
π

[۰ , π]

k = ۰ ⇒ x =  , k =
۱۲
π

۱ ⇒ x =  , k =
۱۲
۵π

۲ ⇒ x =  

۱۲
۹π

مجموع جواب ها =  +
۱۲
π

 +
۱۲
۵π

 =
۱۲
۹π

 =
۱۲

۱۵π
 

۴
۵π
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دورۀ تناوب تابع برابر  و ماکزیمم مقدار آن 1/5 است.

از طرفی عرض نقطۀ تماس نمودار با محور yها بزرگ تر از یک است.

 

باتوجه به اینکه ضریب sin در تابع منفی است و باتوجه به شکل زیر، نتیجه می گیریم باید b (ضریب x) مثبت باشد (حالت اول)؛

یعنی  قابل قبول است.

π

T =  = π ⇒ ∣b∣ = ۲ ⇒ b = ±۲ (I)
∣b∣
۲π

ماکزیمم تابع = ۱ + ∣a∣ = ۱/۵ ⇒ ∣a∣ =  ⇒ a = ±  (II)
۲
۱

۲
۱

x = ۰ : y = ۱ + a sin(  ) =
۶

−π
۱ −  >

۲
a

۱ ⇒  <
۲
a

۰ ⇒ a < ۰  

(II)
a =  

۲
−۱

b = ۲

a + b = ۲ −  =
۲
۱

 

۲
۳

گزینه 1 55

باتوجه به اینکه  است، داریم:

sin(x +  ) +
۸
π

cos(x −  ) =
۸

۳π
۱

sinα = cos(  −
۲
π

α)

cos(  − x −  ) + cos(x −  ) = cos(  − x) + cos(x − )
۲
π

۸
π

۸
۳π

۸
۳π

۸
۳π

= ۲ cos(x −  ) = ۱ ⇒ cos(x −  ) =  = cos  

۸
۳π

۸
۳π

۲
۱

۳
π

⇒ x −  = ۲kπ ±  ⇒ x = ۲kπ +  ±  

۸
۳π

۳
π

۸
۳π

۳
π

 x ∈  +  ,  −  

x∈[۰,۲π]
{

۸
۳π

۳
π

۸
۳π

۳
π

}

⇒ مجموع جواب ها =  +
۸

۳π
 +

۳
π

 −
۸

۳π
 =

۳
π

 

۴
۳π
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در فرض تست مقدار  به ما داده شده است، پس ابتدا تمامی زوایا را به صورت جمع یا تفاضل کمان های معروف و زاویۀ

 می نویسیم. عبارت نهایی را برحسب  به دست آورده و حاصل عددی آن را محاسبه می کنیم.

tan ۲۰ ∘

۲۰ ∘tan ۲۰ ∘

A =  =  

cos ۵۶۰ − cos ۱۱۰∘ ∘

sin ۲۵۰ + sin ۷۰۰∘ ∘

cos(۵۴۰ + ۲۰ ) − cos(۹۰ + ۲۰ )∘ ∘ ∘ ∘

sin(۲۷۰ − ۲۰ ) + sin(۷۲۰ − ۲۰ )∘ ∘ ∘

=  =  

cos(۱۸۰ + ۲۰ ) − (− sin ۲۰ )∘ ∘ ∘

− cos ۲۰ + sin(−۲۰ )∘ ∘

− cos ۲۰ + sin ۲۰∘ ∘

− cos ۲۰ − sin ۲۰∘ ∘

 A =  =  =  =  =  

÷ cos ۲۰ ∘

 +  cos ۲۰ ∘
− cos ۲۰ ∘

cos ۲۰ ∘
sin ۲۰ ∘

 −  cos ۲۰ ∘
− cos ۲۰ ∘

cos ۲۰ ∘
sin ۲۰ ∘

−۱ + tan ۲۰ ∘

−۱ − tan ۲۰ ∘

−۱ + ۰/۴
−۱ − ۰/۴

−۰/۶
−۱/۴

۳
۷

گزینه 3
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نکته: 

 −
sin ۱۵∘

۱
 =

cos ۱۵∘
۱

 =
sin ۱۵ cos ۱۵∘ ∘

cos ۱۵ − sin ۱۵∘ ∘

 

 sin ۳۰
۲
۱ ∘

cos ۱۵ − sin ۱۵∘ ∘

−  sin(α −۲  ) =
۴
π

cos α − sinα

 =
 ×  

۲
۱

۲
۱

cos ۱۵ − sin ۱۵∘ ∘

 

 

۴
۱

−  sin(۱۵ − ۴۵ )۲ ∘ ∘

= −۴  sin(−۳۰ ) =۲ ∘ −۴  (−  ) =۲
۲
۱

۲  ۲
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راه حل اول: 

ابتدا حاصل  و  را برحسب  و  به دست می آوریم:

می دانیم  و  است پس:

می دانیم:

بنابراین:

راه حل دوم: (عددگذاری)

در صورتی که  در نظر بگیریم، داریم:

با جایگذاری  در گزینه ها، نتیجه می گیریم که تنها در گزینۀ "4"  صدق می کند:

۱ + cot θ۲۱ + tan θ۲sinθcos θ

۱ + tan θ = ۱ +  =  =  

۲
cos θ۲
sin θ۲

cos θ۲
cos θ + sin θ۲ ۲

cos θ۲
۱

۱ + cot θ = ۱ +  =  =  

۲

sin θ۲
cos θ۲

sin θ۲
sin θ + cos θ۲ ۲

sin θ۲
۱

۱ − sin θ =۲ cos θ۲۱ − cos θ =۲ sin θ۲

 =  =  =  

۱ − sin θ − cos θ۲ ۴

(۱ + tan θ)(۱ + cot θ)۲ ۲

cos θ − cos θ۲ ۴

 ×  

cos θ۲
۱

sin θ۲
۱

cos θ(۱ − cos θ)۲ ۲
cos θsin θ۲ ۲

۱

cos θsin θ۲ ۲

 

cos θsin θ۲ ۲
۱

=  =  

cos θsin θ۴ ۴
۱

(cos θ sinθ)۴
۱

sin ۲θ = ۲ sinθ cos θ ⇒ sinθ cos θ =  sin ۲θ
۲
۱

 =  =  = ۱۶sin ۲θ
(cos θ sinθ)۴

۱

(  sin ۲θ)
۲
۱ ۴

۱

 sin ۲θ
۱۶
۱ ۴

۱ −۴

θ =  

۴
π

= 

۱ − sin θ − cos θ۲ ۴

(۱ + tan θ)(۱ + cot θ)۲ ۲
 =

۱ − sin  − cos  

۲

۴
π ۴

۴
π

(۱ + (tan  ) )(۱ + (cot  ) )
۴
π ۲

۴
π ۲

 =

۱ − (  ) − (  )
۲

 ۲ ۲
۲

 ۲ ۴

(۱ + ۱)(۱ + ۱)
۱۶

θ =  

۴
π

 ۱۶sin ۲θ =−۴ ۱۶(sin(۲ ×  )) =
۴
π −۴ ۱۶
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tanبا توجه به اینکه در صورت سؤال مقدار  داده شده است، سعی می کنیم تمام زوایا را بر حسب زاویۀ  به دست آوریم. ۱۵∘۱۵∘

برای این که در کسر داده شده  ایجاد شود، صورت و مخرج کسر را بر  تقسیم می کنیم. بنابراین داریم:

A =  =  

sin ۵۲۵ − sin ۱۰۵∘ ∘
cos ۲۸۵ − sin ۲۵۵∘ ∘

sin(۵۴۰ − ۱۵) − sin(۹۰ + ۱۵ )
∘ ∘ ∘

cos(۲۷۰ + ۱۵ ) − sin(۲۷۰ − ۱۵ )
∘ ∘ ∘ ∘

=  =  =  

sin(۳π − ۱۵ ) − sin(  + ۱۵ )∘
۲
π

∘

cos(  + ۱۵ ) − sin(  − ۱۵ )
۲

۳π ∘

۲
۳π ∘

sin ۱۵ − cos ۱۵∘ ∘

sin ۱۵ − (− cos ۱۵ )∘ ∘

sin ۱۵ − cos ۱۵∘ ∘

sin ۱۵ + cos ۱۵∘ ∘

tan ۱۵∘cos ۱۵∘

A =  =  

 

cos ۱۵∘

sin ۱۵ − cos ۱۵∘ ∘

 

cos ۱۵∘

sin ۱۵ + cos ۱۵
∘ ∘

 −  

cos ۱۵∘

sin ۱۵∘

cos ۱۵∘

cos ۱۵∘

 +  

cos ۱۵∘

sin ۱۵∘

cos ۱۵∘

cos ۱۵∘

=  =  =  = −  = −  

tan ۱۵ − ۱∘
tan ۱۵ + ۱∘

۰/۲۸ − ۱
۰/۲۸ + ۱

−۰/۷۲
۱/۲۸

۷۲
۱۲۸

۹
۱۶
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نکته:

cos(a + b) = cos a cos b − sin a sin b

با استفاده از گام اول، معادلۀ داده شده را تا حد امکان ساده می کنیم:

با توجه به اینکه می دانیم رابطۀ  هنگامی برقرار است که  باشد، جواب معادلۀ مثلثاتی داده شده،

برابر است با:

cos x +  cos x −  =  (
۴
π

) (
۴
π

)
۴
۱

⇒ cos x cos  − sin x sin  cos x cos  + sin x sin  =  (
۴
π

۴
π

) (
۴
π

۴
π

)
۴
۱

⇒  cos x −  sin x  cos x +  sin x =  (
۲

 ۲
۲

 ۲
) (

۲
 ۲

۲
 ۲

)
۴
۱

⇒  cos x − sin x  cos x + sin x =  

۲
 ۲
( )

۲
 ۲
( )

۴
۱

⇒ cos x − sin x =  ⇒ cos ۲x =  ⇒ cos ۲x = cos  

۲ ۲

۲
۱

۲
۱

۳
π

cos x = cos αx = ۲kπ ± α

۲x = ۲kπ ±  ⇒
۳
π

x = kπ ±  

۶
π

گزینه 1 61

۲sin x +۲ ۳ cos x = ۰  

sin x=۱−cos x۲ ۲

۲ − ۲cos x +۲ ۳ cos x = ۰ ⇒ ۲cos x −۲ ۳ cos x − ۲ = ۰

⇒ cos x =  =
۴

۳ ±  ۹ + ۱۶
   ⇒

⎩
⎨
⎧۲ غ ق ق

−  

۲
۱ cos x =  ⇒

۲
−۱

x = ۲kπ ±  

۳
۲π

گزینه 2 62

(محیط) P = ۳a + ۲acos۶۰ + a ⇒ ۳۰ = ۵a ⇒ a = ۶∘

S =  =   S =  = ۲۷  

۲
(a + ۲a)h

۲
۳a × a sin ۶۰∘

a=۶

۴
۳  × ۶۳ ۲

۳
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در اینجا نیازی به محاسبۀ جواب های کلی معادلۀ مثلثاتی نیست، فقط کافی است جواب ها را در فاصلۀ داده شده، مشخص کنیم.

sin ۲x + cos(  − x) = ۰ ⇒ ۲ sin x cos x + sin x = ۰ ⇒ sin x(۲ cos x + ۱) = ۰
۲
π

sin x = ۰ ⇒ x = ۰, π, ۲π

۲ cos x + ۱ = ۰ ⇒ cos x = −  ⇒ x = π −  =  , x = π + =  

۲
۱

۳
π

۳
۲π

۳
π

۳
۴π

π + ۲π +  +  = ۵π
۳
۲π

۳
۴π

گزینه 4 64

، اگر زاویۀ بین اضلاع a و b برابر با  باشد، مساحت مثلث برابر است با: ،  و  نکته: در مثلث ABC با اضلاع 

بااستفاده از نکتۀ بالا داریم:

abcα

S =  ×
۲
۱

a × b × sinα

S  = S  ⇒  × ۶ × ۴  × sin ۶۰ = ۱۸۱ ۲ ۲
۱

۳ ∘

S  = S  ⇒  × ۶ × ۴  × sin(۱۲۰) = ۱۸۳ ۴ ۲
۱

۳

S  + S  + S  + S  = ۴ × ۱۸ = ۷۲۱ ۲ ۳ ۴
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نکته:

۱) sin x − cos x =  sin(x −  )۲
۴
π

۲) cos(  − x) = sin x
۲
π

cos(  − α) − cos(  + α) = cos( − (  + α)) − cos(  + α)
۴
π

۴
π

۲
π

۴
π

۴
π

= sin(  + α) − cos(  + α) =  sin (  + α) −  =  sin(α) (∗)
۴
π

۴
π

۲ (
۴
π

۴
π

) ۲

cos α =  ⇒ ۱ − cos α = sin α ⇒ sin α = ۱ − ⇒ sinα = ±  

۳
 ۷ ۲ ۲ ۲

۹
۷

۳
 ۲

 sinα = −  

چهارم (ناحیۀ) ربع

۳
 ۲

  sin(α) =  × −  =  

(∗)
۲ ۲

۳
 ۲

۳
−۲
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S  =
ABC

Δ  ×
۲
۱

۲ × ۲ × sin ۱۵۰ =∘
 ×

۲
۱

۲ × ۲ × sin ۳۰ =∘
 ×

۲
۱

۲ × ۲ ×  =
۲
۱

۱

گزینه 1 67

داریم:

، پس: بنابراین 

. دورۀ تناوب تابع  و  برابر  است، پس دورۀ تناوب تابع  برابر  است، یعنی 

tanα − cot α =  −
cos α
sinα

 =
sinα
cos α

 =
sinα cos α

sin α − cos α۲ ۲
 =

 sin ۲α
۲
۱

− cos ۲α
−۲ cot ۲α

tanα − cot α = −۲ cot ۲α

f x =( ) tan(πx) − cot(πx) = −۲ cot(۲πx)

tan ax( )cot ax( ) 

a∣ ∣
π

f x( ) 

۲π∣ ∣
π

 

۲
۱
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حاصل عبارت برابر است با:

tan(  ) =
۶

۱۷π
tan(  −

۶
۱۸π

 ) =
۶
π

tan(−  ) =
۶
π

− tan  =
۶
π

−  

۳
 ۳

sin(  ) =
۳
۱۱π

sin(  −
۳

۱۲π
 ) =

۳
π

sin(−  ) =
۳
π

−  

۲
 ۳

cos(  ) =
۳

۱۰π
cos(۳π +  ) =

۳
π

− cos  =
۳
π

−  

۲
۱

(−  )(−  ) −
۳

 ۳
۲

 ۳
 =

۲
۱

 −
۶
۳

 =
۲
۱

۰
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الف) با در نظر گرفتن  معادله را برحسب  به دست می آوریم. معادله به یک معادلۀ درجه دو برحسب

 تبدیل و با حل معادلۀ درجه دو، حاصل  را تع�ن می کنیم.

، ابتدا  و سپس  را محاسبه می کنیم. ب) با استفاده از فرمول کمان 

 

cot  =  

۲
x

tan  ۲
x

۱
tan  ۲

x

tan  ۲
xtan  ۲

x

tan ۲xtan xtan ۲x

: محاسبۀ 

: محاسبۀ 

tan  −
۲
x

cot  =
۲
x

۱ ⇒ tan  −
۲
x

 =
tan  ۲

x
۱

۱

⇒  = ۱ ⇒ tan  − ۱ = tan  

tan  ۲
x

tan  − ۱۲
۲
x

۲

۲
x

۲
x

⇒ tan  −۲
۲
x

tan  −
۲
x

۱ = ۰ ⇒ tan  =
۲
x

   

⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧

 

۲
۱ +  ۵

 

۲
۱ −  ۵

tan x

tan x =  =  = −۲
۱ − tan  

۲
۲
x

۲ tan  ۲
x

۱ − (  )۲
۱±  ۵ ۲

۲(۱ ±  )۵
۲

tan ۲x

tan ۲x =  =  =  =  =  

۱ − tan x۲
۲ tan x

۱ − (−۲)۲
۲(−۲)

۱ − ۴
−۴

−۳
−۴

۳
۴
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مقدار  را می خواهیم. می دانیم:

sin ۵x cos ۳x − cos ۵x sin ۳x = sin(۵x − ۳x) = sin ۲x =  

۳
۲

cos ۴x

cos ۴x = ۱ − ۲sin ۲x =۲ ۱ − ۲(  ) =
۳
۲ ۲ ۱ −  =

۹
۸

 

۹
۱

گزینه 1 71

cos(  − ۲α) = − sin ۲α
۲

۳π

sinα − cos α =   sin α + cos α − ۲ sinα cos α =  

۲
۱ به توان دو می رسانیم ۲ ۲

۴
۱

 − sin ۲α = −   cos( − ۲α) = −  

sin α+cos α=۱۲ ۲

۲ sin α cos α=sin ۲α ۴
۳ cos(  −۲α)=− sin ۲α۲

۳π

۲
۳π

۴
۳

گزینه 1 72

، حاصل تست را ابتدا با استفاده از اتحادهای مثلثاتی عبارت داده شده را خلاصه کرده و سپس با استفاده از فرمول کمان های 

به دست می آوریم.

۲α

sin(  + α) sin(π + α) − sin(π − α) cos(−α) = cos α(− sinα) − sinα cos α =
۲
π

− sinα cos α − sinα cos α = −۲ sinα cos α = − sin ۲α

گزینه 1 73

ماکزیمم برابر 4 است.

f(۰) = ۰ ⇒ a + b = ۰ , f(۲) = ۴ ⇒ a + b cos π = ۴ ⇒ a − b = ۴

⇒{
a + b = ۰
a − b = ۴ a = ۲ , b = −۲
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گزینه 2 74

مقدار تابع در  صفر است. پس:

. به علاوه باتوجه به اینکه  می باشد، پس  است و ماکزیمم تابع زمانی رخ می دهد بنابراین: 

که  باشد.

y = a + b cos(  −
۲
π

x) = a + b sin x

−  

۶
۵π

y(−  ) =
۶

۵π
a + b sin(−  ) =

۶
۵π

a + b(−  ) =
۲
۱

۰ ⇒ b = ۲a

y = a + ۲a sin xy ۰ >( ) ۰a > ۰
sin x = ۱

max = ۳ ⇒ a + ۲a = ۳ ⇒ a = ۱
⇒ y = ۱ + ۲ sin x

y(  ) = ۱ + ۲(  ) = ۲
۶
π

۲
۱

گزینه 3 75

اگر  باشد، با رسم مثلث سایر نسبت های مثلثاتی  را پیدا می کنیم:

sin(  + α) = sin(  + α) = cos α
۲
۹π

۲
π

cos(  − α) = − sinα
۲

۷π

tan(α −  ) = − tan(  − α) = − cot α
۲

۳π
۲

۳π

tanα =  

۳
۴

α

tanα =  , cot α =
۳
۴

 

۴
۳

sinα = −  , cos α =
۵
۴

−  

۵
۳

حاصل : cos α(− sinα) − (− cot α) = −  (  ) +  

۵
۳

۵
۴

۴
۳

= −  + =  =  

۲۵
۱۲

۴
۳

۱۰۰
−۴۸ + ۷۵

۱۰۰
۲۷
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گزینه 1 76

 

اگر  باشد آنگاه  است، پس  است. بنابراین:

 (  − sin x) =  (  )
 ۱ + tan x۲

tan x
sin x

۱

  

cos x۲
۱

tan x
sin x

۱ − sin x۲

=  × =  × cos x ×  

 

cos x∣ ∣
۱

 

۱
tan x

sin x
cos x۲

cos x
sin x

∣ ∣
sin x
cos x۲

 <
۲
π

x < πcos x < ۰cos x =∣ ∣ − cos x

 ×
cos x
sin x

(− cos x) ×  =
sin x
cos x۲

−cos x۲

گزینه 4

گام اول

گام دوم

77

می دانیم:

tan x =  

cos x
sin x

sin(α + β) = sinα cos β + cos α sinβ

tan a + tan b =  +  =  =  

cos a
sin a

cos b
sin b

cos a cos b
sin a cos b + sin b cos a

cos a cos b
sin (a + b)

=  =  =  

cos a cos b
sin (  − a)۲

π

cos a cos b
cos a

cos b
۱
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گزینه 4

گام اول

گام دوم

78

می دانیم:

الف) 

ب) 

ج) 

tan x =  

cos x
sin x

sin (  −۲
π α) = cos α , sin (  +۲

π α) = cos α
sin (α + β) = sinα cos β + sinβ cos α

باتوجه به گام اول، عبارت داده شده را تا حد امکان ساده می کنیم:

sin ۱۱۰ (tan ۲۰ + tan ۳۵ ) = sin (  + ۲۰ )(  +  )∘ ∘ ∘

۲
π ∘

cos ۲۰∘
sin ۲۰∘

cos ۳۵∘
sin ۳۵∘

= cos ۲۰ (  ) =  =  

∘

cos ۲۰ cos ۳۵∘ ∘
sin ۲۰ cos ۳۵ + sin ۳۵ cos ۲۰o ∘ ∘ ∘

cos ۳۵∘
sin (۲۰ + ۳۵ )∘ ∘

cos ۳۵∘
sin ۵۵∘

=  =  = ۱
cos ۳۵∘

sin (  − ۳۵ )۲
π ∘

cos ۳۵∘
cos ۳۵∘

گزینه 3 79

حاصل عبارت خواسته شده برابر است با:

sin  =
۳

۱۷π
sin(  −

۳
۱۸π

 ) =
۳
π

sin(۶π −  ) =
۳
π

sin(−  ) =
۳
π

−  

۲
 ۳

cos(−  ) =
۶

۱۷π
cos(  ) =

۶
۱۷π

cos(  −
۶

۱۸π
 ) =

۶
π

cos(۳π −  )
۶
π

= cos(π −  ) =
۶
π

− cos =
۶
π

−  

۲
 ۳

tan(  ) =
۴

۱۹π
tan(  −

۴
۲۰π

 ) =
۴
π

tan(−  ) =
۴
π

−۱

sin(−  ) =
۶

۱۱π
− sin  =

۶
۱۱π

− sin(  −
۶

۱۲π
 ) =

۶
π

sin  =
۶
π

 

۲
۱

(−  )(−  ) +
۲

 ۳
۲

 ۳
(−۱)(  ) =

۲
۱

 −
۴
۳

 =
۲
۱

 

۴
۱
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گزینه 3 80

تابع را کمی ساده می کنیم. از رابطۀ  استفاده می کنیم:

، مینیمم تابع  و دورۀ تناوب  است. پس: باتوجه به نمودار داده شده، ماکزیمم تابع 

باتوجه به اینکه تابع داده شده در سمت راست محور  صعودی است، پس  و  باید هم علامت باشند. پس مسئله دو دسته

جواب  یا  دارد، درنتیجه  یا  صحیح است.

sinα cos α =  sin ۲α
۲
۱

y = ۱ + a sin bx cos bx = ۱ +  sin ۲bx
۲
a

 

۲
۳

 

۲
۱

 −
۴

۳π
(−  ) =

۴
π

π

⇒
⎩⎪
⎨
⎪⎧۱ +    =

∣
∣
∣
۲
a

∣
∣
∣

۲
۳

۱ −    =
∣
∣
∣
۲
a

∣
∣
∣

۲
۱  =

۲
a∣ ∣

⇒
۲
۱

a =∣ ∣ ۱

 =
۲b∣ ∣
۲π

π ⇒ b =∣ ∣ ۱

y 

۲
a

۲b

  {
a = ۱
b = ۱  {

a = −۱
b = −۱a + b = ۲a + b = −۲

گزینه 4 81

چون  است، یعنی  در ناحیۀ سوم قرار دارد و درنتیجه  است. پس:

A =  (۲sin  −۱ + tan x۲ ۲

۴
π

sin x) =۲
 ۲(  ) − sin x 

cos x۲
۱

(
۲

 ۲ ۲ ۲ )

=  (۲ ×
cos x∣ ∣

۱
 −

۲
۱

sin x) =۲
 =

cos x∣ ∣
۱ − sin x۲

 

cos x∣ ∣
cos x۲

π < x <  

۲
۳π

xcos x =∣ ∣ − cos x

A =  =
− cos x
cos x۲

− cos x

گزینه 2 82

tan  = tan(  −  ) = tan(۳π −  ) = tan(−  ) = −۱
۴
۱۱π

۴
۱۲π

۴
π

۴
π

۴
π

sin  = sin(  −  ) = sin(۴π −  ) = sin(−  ) = −  

۴
۱۵π

۴
۱۶π

۴
π

۴
π

۴
π

۲
 ۲

cos  = cos(  +  ) = cos(۳π +  ) = − cos(  ) = −
۴

۱۳π
۴

۱۲π
۴
π

۴
π

۴
π

۲
۲

A = tan  + sin  cos  = −۱ + (  )(  ) = −۱ +  = −  

۴
۱۱π

۴
۱۵π

۴
۱۳π

۲
−  ۲

۲
−  ۲

۲
۱

۲
۱
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گزینه 2 83

برای آنکه کسر صفر شود باید صورت آن صفر باشد.

توجه کنید که به ازای  مخرج یعنی  صفر می شود؛ بنابراین جواب کلی همان  است.

 =
۱ + cos x

sin ۳x + sin ۲x
۰

sin ۳x + sin ۲x = ۰ ⇒ sin ۳x = − sin ۲x ⇒ sin ۳x = sin(−۲x)

⎩
⎨
⎧۳x = ۲kπ − ۲x ⇒ ۵x = ۲kπ ⇒ x =  ✓

۵
۲kπ

۳x = ۲kπ + π − (−۲x) ⇒ x = ۲kπ + π ×

x = ۲kπ + π۱ + cos xx =  

۵
۲kπ

گزینه 2 84

tanبا توجه به رابطۀ  معادله را ساده می کنیم. هم چنین می دانیم  است. x =  

cos x
sin x

sin ۲α = ۲ sinα cos α

۲ tan xcos x = ۱ ⇒ ۲  × cos x = ۱  ۲ sin x cos x = ۱۲
cos x
sin x ۲ cos x  ۰=

⇒ sin ۲x = ۱  ۲x = ۲kπ +   x = kπ +  

sin α=۱⇒α=۲kπ+  ۲
π

۲
π ÷۲

۴
π

گزینه 4 85

چون باتوجه به نمودار تابع باید ابتدا  و سپس  داشته باشد، بنابراین:

طبق نمودار : T =  

۳
۲π

از روی ضابطه : T =  

m∣ ∣
۲π

⇒  =
۳
۲π

 ⇒
m∣ ∣
۲π

m =∣ ∣ ۳ ⇒ m = ±۳

minmax

  

m = ۳ ⇒ y = ۱ − sin ۳x  y(  ) = ۱ − sin ۳(  )
x=  ۶

۷π

۶
۷π

۶
۷π

= ۱ − sin(  ) = ۱ − (−۱) = ۲
۲

۷π
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گزینه 3 86

ابتدا معادلۀ مثلثاتی را به حالت استاندارد  تبدیل و جواب ها را در بازۀ  تع�ن می کنیم:

به ازای  و  عبارت  برابر صفر است پس کسر تعریف نشده خواهد بود.

مجموعه جواب های  را بر روی دایرۀ مثلثاتی مشخص می کنیم:

بنابراین مثلث  قائم الزاویه است.

f(x) = ۰[۰, ۲π]

 =
۱ − cos x

sin x cos x
۱ + cos x ⇒ sin x cos x = (۱ − cos x)(۱ + cos x)

⇒ sin x cos x = ۱ − cos x =۲ sin x۲

⇒ sin x cos x − sin x =۲ ۰ ⇒ sin x(cos x − sin x) = ۰ ⇒  {
sin x = ۰
cos x = sin x

sin x = ۰ ⇒ x = kπ  

x∈[۰,۲π]
x = ۰, x = π, x = ۲π

sin x = cos x ⇒ tan x = ۱  

x∈[۰,۲π]
x =  , x =

۴
π

 

۴
۵π

x = ۰x = ۲π۱ − cos x

x =  , x =
۴
۵π

 , x =
۴
π

π

=AC
⌢

π ⇒ =B̂ ۹۰
∘

ABC
Δ
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گزینه 1

گام اول

گام دوم

87

الف) دورۀ تناوب تابع  از رابطۀ  به دست می آید.

ب) به ازای هر مقدار دلخواه  و  همواره داریم: 

y = sin axT =  

∣a∣
۲π

xa−۱ ≤ sin ax ≤ ۱

، سه نوسان کامل انجام داده است؛ بنابراین طول این بازه سه برابر دورۀ تناوب تابع است، تابع  در بازۀ 

پس:

بنابراین طبق قسمت (الف) از گام اول، داریم:

با توجه به قسمت (ب) از گام اول، داریم:

طبق نمودار تابع  و  و نمودار تابع ابتدا نزولی و سپس صعودی است بنابراین  خواهد بود.

ازطرفی، به ازای مقادیر کوچک بزرگ تر از صفر، حاصل تابع باید منفی شود و چون  شد پس مقدار  باید مثبت

باشد؛ بنابراین داریم: 

درنتیجه:

y = a sin(bπx)[۰, ۳]

۳T = ۳ − ۰ ⇒ ۳T = ۳ ⇒ T = ۱

T =  =
∣bπ∣
۲π

 =
∣b∣π
۲π

 ⇒
∣b∣
۲

۱ =  ⇒
∣b∣
۲

∣b∣ = ۲ ⇒ b = ±۲

−۱ ≤ sin(bπx) ≤ ۱ ⇒ −a ≤ a sin(bπx) ≤ a ⇒ −a ≤ y ≤ a

y  =max ۳y  =min −۳a = −۳
a = −۳sin bπx

b = ۲

ab = (−۳) × ۲ = −۶
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گزینه 3 88

، پس: دورۀ تناوب تابع به معادلۀ  برابر است با 

همچنین با توجه به نمودار  است، پس:

، برابر با  با فرض  و اگر A عددی مثبت باشد، آنگاه بیشترین مقدار تابع به معادلۀ 

است، پس:

، پس: همچنین با توجه به نمودار 

توجه: مقادیر a و b می توانند هر دو منفی باشند و جواب  نیز قابل قبول است که در گزینه ها وجود ندارد.

y = A sin(Bx + D) + E 

∣B∣
۲π

y = a sin(bπx) ⇒ T =  =
∣bπ∣
۲π

 (∗)
∣b∣
۲

T = ۶

(∗)
 =

b∣ ∣
۲

۶ ⇒ b =∣ ∣  (۱)
۳
۱

b =  

۳
۱

y = A sin(Bx + D) + EA + E

y = a sin(bπx) ⇒ M ax(y) = a (∗∗)

M ax(y) = ۲

(∗∗)
a = ۲ (۲)

(۱), (۲) ⇒ a + b = ۲ +  =
۳
۱

 

۳
۷

a + b = −  

۳
۷

گزینه 1

گام اول

گام دوم

89

باتوجه به نمودار رسم شده مشخص است دورۀ تناوب تابع برابر با  است. دورۀ تناوب تابع  از رابطۀ

 به دست می آید.

۴πy =  +
۲
۱

۲ cos mx

T =  

m∣ ∣
۲π

با فرض  تست را حل می کنیم (اگر  هم فرض شود تأثیری در جواب تست ندارد چون تابع  یک

تابع زوج است).

 =
m∣ ∣
۲π

۴π ⇒ m =∣ ∣ ⇒
۲
۱

m = ±  

۲
۱

m =  

۲
۱

m = −  

۲
۱

cos mx

m =  ⇒
۲
۱

y = +
۲
۱

۲ cos  ⇒
۲
x

f(  ) =
۳

۱۶π
 +

۲
۱

۲ cos  

۳
۸π

=  +
۲
۱

۲ cos(۲π +  ) =
۳
۲π

 +
۲
۱

۲ cos  =
۳
۲π

 +
۲
۱

۲(−  ) =
۲
۱

 −
۲
۱

۱ = −  

۲
۱
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گزینه 2 90

برای حل سؤال به دو رابطۀ زیر توجه کنید:

جواب کلی که هر دو جواب  و  را شامل شود به صورت  است.

sin(  + x) = − cos x , cos ۲x = cos x − sin x
۲

۳π ۲ ۲

sin x − cos x = sin(  + x) ⇒ − cos ۲x = − cos x ⇒ cos ۲x = cos x۲ ۲

۲
۳π

⇒ ۲x = ۲kπ ± x ⇒    

⎩
⎨
⎧۲x = ۲kπ + x ⇒ x = ۲kπ

۲x = ۲kπ − x ⇒ ۳x = ۲kπ ⇒ x =  

۳
۲kπ

x = ۲kπx =  

۳
۲kπ

x =  

۳
۲kπ

گزینه 3 91

برای ساده تر شدن معادلۀ مثلثاتی از روابط زیر استفاده می کنیم:

اگر در حل معادلۀ مثلثاتی دو نسبت مثلثاتی متفاوت داشتیم، آن ها را به یک نسبت تبدیل می کنیم. با استفاده از رابطۀ

، معادلۀ مثلثاتی را برحسب  بازنویسی می کنیم.

 , sin(π + x) = − sin x
 cos(  + x) = sin xsin(π − x) = sin x,

۲
۳π

sin x =۲ ۱ − cos x۲cos x

۲ sin(π − x) cos(  + x) + ۳ cot x sin(π + x) = ۰
۲

۳π

⇒ ۲ sin x sin x + ۳ cot x(− sin x) = ۰

⇒ ۲sin x − ۳ cos x = ۰  ۲(۱ − cos x) − ۳ cos x = ۰۲ sin x = ۱−cos x۲ ۲
۲

⇒ ۲ − ۲cos x − ۳ cos x = ۰ ⇒ ۲cos x + ۳ cos x − ۲ = ۰ ⇒ (۲ cos x − ۱)(cos x + ۲) = ۰۲ ۲

⇒    

⎩
⎨
⎧ cos x =  ⇒ cos x = cos  ⇒ x = ۲kπ ±  

۲
۱

۳
π

۳
π

cos x = −۲ غ.ق.ق
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گزینه 4 92

، در این گونه سؤال ها ابتدا تمام نسبت های مثلثاتی را به یک نسبت تبدیل می کنیم. با توجه به رابطۀ 

معادلۀ مثلثاتی را برحسب  مرتب می کنیم.

معادلۀ دارای جواب  است. هم چنین توجه کنید که معادلۀ  به ازای  و

 فاقد جواب است.

پس جواب کلی معادلۀ مثلثاتی  برابر است با:

sin x =۲ ۱ − cos x۲

cos x

۲sin x = ۳ cos x ⇒ ۲(۱ − cos x) = ۳ cos x۲ ۲

⇒ ۲ − ۲cos x = ۳ cos x ⇒ ۲cos x + ۳ cos x − ۲ = ۰۲ ۲

⇒ (۲ cos x − ۱)(cos x + ۲) = ۰ ⇒    

⎩
⎨
⎧ cos x =  

۲
۱

cos x = − ۲ غ.ق.ق

cos x = cos αx = ۲kπ ± αcos x = AA > ۱
A < −۱

cos x =  

۲
۱

cos x =  ⇒
۲
۱

cos x = cos  ⇒
۳
π

x = ۲kπ ±  

۳
π

گزینه 3 93

ظاهر سؤال ممکن است کمی سخت به نظر برسد، ولی با انجام تغ�رات زیر حل آن بسیار ساده می شود:

cos(  + x) = − sin x, sin(π − x) = sin xsin(π + x) = − sin x,
۲
π

sin(π + x) cos(  + x) − ۲ sin(π − x) + ۱ = ۰
۲
π

⇒ (− sin x)(− sin x) − ۲ sin x + ۱ = ۰ ⇒ sin x − ۲ sin x + ۱ = ۰۲

⇒ (sin x − ۱) = ۰ ⇒ sin x − ۱ = ۰ ⇒ sin x = ۱ ⇒ x = ۲kπ +  

۲

۲
π

گزینه 3 94

برای حل معادلۀ مثلثاتی از روابط زیر کمک می گیریم:

جواب های معادلۀ  از رابطۀ  به دست می آید.

tan (  − x) = cot x
۲

۳π

cos  = cos(π +  ) = − cos  = −  

۳
۴π

۳
π

۳
π

۲
۱

(sin x − tan x) tan(  − x) = cos  

۲
۳π

۳
۴π

(sin x − tan x) cot x = −  ⇒ sin x cot x − tan x cot x = −  

۲
۱

۲
۱

⇒ sin x ×  − ۱ = −  ⇒ cos x − ۱ = −  

sin x
cos x

۲
۱

۲
۱

cos x = cos αx = ۲kπ ± α

cos x =  ⇒
۲
۱

cos x = cos  ⇒
۳
π

x = ۲kπ ±  

۳
π
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گزینه 4

گام اول

گام دوم

95

cosمی دانیم:  ۲x = ۱ − ۲sin x۲

باتوجه به گام اول، معادله را برحسب  نوشته و حل می کنیم. جواب معادله را با  مطابقت داده و مقادیر i را

مشخص می کنیم.

باتوجه به جواب های به دست آمده مقادیر i برابر است با:

sin xx = ۲kπ +  

۶
iπ

cos ۲x = sin x ⇒ ۱ − ۲sin x =۲ sin x

⇒ ۲sin x +۲ sin x − ۱ = ۰ ⇒ (۲ sin x − ۱)(sin x + ۱) = ۰

⇒   

⎩⎪⎪
⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎪⎪
⎧

sin x =  ⇒ sin x = sin  ⇒    

۲
۱

۶
π

⎩⎪
⎨
⎪⎧x = ۲kπ +  

۶
π

x = ۲kπ + π −  = ۲kπ +  

۶
π

۶
۵π

sin x = −۱ ⇒ sin x = sin  ⇒ x = ۲kπ +  = ۲kπ +
۲

۳π
۲

۳π
۶
۹π

i = ۱, ۵, ۹{ }

گزینه 1

گام اول

گام دوم

96

می دانیم:

sin  =
۶

۵π
 , sin(  +

۲
۱

۲
π

x) = cos x, sin(π + x) = − sin x

باتوجه به گام اول، معادله را ساده کرده سپس حل می کنیم:

sin  +
۶

۵π
sin(  +

۲
π

x) sin(π + x) =  −
۲
۱

cos x sin x = ۰

⇒ cos x sin x =  ⇒
۲
۱

۲ cos x sin x = ۱ ⇒ sin ۲x = ۱ ⇒ ۲x = ۲kπ +  

۲
π

⇒ x = kπ +  

۴
π
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گزینه 1

گام اول

گام دوم

97

cosمجموعه جواب های معادلۀ  به صورت  است. x = cos αx = ۲kπ ± α

جواب های معادلۀ مثلثاتی را در بازۀ  به دست می آوریم:

جواب ها را بر روی دایره مثلثاتی مشخص می کنیم:

بنابراین مثلث  متساوی الاضلاع است.

[۰, ۲π]

۲cos x +۲ cos x = ۱ ⇒ ۲cos x +۲ cos x − ۱ = ۰

⇒ (۲ cos x − ۱)(cos x + ۱) = ۰ ⇒    

⎩
⎨
⎧ cos x =  

۲
۱

cos x = −۱

cos x =  ⇒
۲
۱

cos x = cos  ⇒
۳
π

x = ۲kπ ±   

۳
π x∈[۰,۲π]

x  =۱  , x  =
۳
π

۲  

۳
۵π

cos x = −۱ ⇒ cos x = cos xπ  

x∈[۰,۲π]
x  =۳ π

=AB
⌢

=AC
⌢

=BC
⌢

 ⇒
۳
۲π

=Â =B̂ =Ĉ ۶۰∘

ABC
Δ
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گزینه 1

گام اول

گام دوم

98

sinداریم:  x =۲ ۱ − cos x۲

با استفاده از رابطۀ گام اول، معادلۀ مثلثاتی داده شده را برحسب  مرتب می کنیم:

چون  است پس هر دو مقدار به دست آمده، قابل قبول است. با توجه به آن ها جواب های معادله را در بازۀ

 تع�ن می کنیم:

بنابراین مجموع جواب های معادله برابر است با:

cos x

۲sin x −۲ cos x − ۱ = ۰  

sin x=۱−cos x۲ ۲

۲ − ۲cos x −۲ cos x − ۱ = ۰ ⇒ ۲cos x +۲ cos x − ۱ = ۰

⇒ (۲ cos x − ۱)(cos x + ۱) = ۰ ⇒    

⎩
⎨
⎧ cos x =  

۲
۱

cos x = −۱

−۱ ≤ cos x ≤ ۱
π, ۲π[ ]

cos x =  ⇒
۲
۱

cos x = cos  ⇒
۳
π

x = ۲kπ ±   

۳
π x∈[π,۲π]

x  =۱ ۲π −  =
۳
π

 

۳
۵π

cos x = −۱ ⇒ cos x = cos π ⇒ x  =۲ π

x +۱ x  =۲ +
۳
۵π

π =  

۳
۸π
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گزینه 3 99

با استفاده از اتحاد مزدوج داریم:

همچنین با استفاده از فرمول کمان های  داریم:

بنابراین معادلۀ مثلثاتی به صورت زیر ساده می شود:

حالا جواب های معادله را در بازۀ  به دست می آوریم:

بنابراین مجموع تمام جواب های معادله در بازۀ  برابر است با:

sin x −۴ cos x =۴ sin x − cos x  ( ۲ ۲ )

۱

 sin x + cos x( ۲ ۲ )

= sin x −۲ cos x =۲ − cos x − sin x =( ۲ ۲ ) − cos ۲x

۲α

sin ۴x = ۲ sin ۲x cos ۲x

۲ sin ۲x cos ۲x = − cos ۲x ⇒ ۲ sin ۲x cos ۲x + cos ۲x = ۰ ⇒ cos ۲x ۲ sin ۲x + ۱ =( ) ۰

⇒   

⎩⎪⎪
⎪⎪
⎪
⎨
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎧ cos ۲x = ۰ ⇒ ۲x = kπ +  ⇒ x =  +  

۲
π

۲
kπ

۴
π

sin ۲x = −  ⇒   

۲
۱

⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧۲x = ۲kπ +  ⇒ x = kπ +  

۶
۷π

۱۲
۷π

۲x = ۲kπ −  ⇒ x = kπ −  

۶
π

۱۲
π

۰, π[ ]

x =  +
۲

kπ
 ⇒

۴
π

  

⎩
⎨
⎧ k = ۰ ⇒ x =  

۴
π

k = ۱ ⇒ x =  +  =  

۲
π

۴
π

۴
۳π

x = kπ +   

۱۲
۷π k=۰

x =  

۱۲
۷π

x = kπ −   

۱۲
π k=۱

x = π −  =
۱۲
π

 

۱۲
۱۱π

۰, π[ ]

 +
۴
π

 +
۴

۳π
 +

۱۲
۷π

 =
۱۲
۱۱π

π +  =
۱۲

۱۸π
۲π +  =

۱۲
۶π

۲π +  =
۲
π

 

۲
۵π

گزینه 4 100

tan x =  =
tan ۳x

۱
cot ۳x = tan(  −

۲
π

۳x)

x = kπ +  −
۲
π

۳x ⇒ ۴x = kπ +  ⇒
۲
π

x =  +
۴

kπ
 

۸
π
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 =
sin(x +  )۴

π
sin(x −  )۴

π
 =

sin x cos  + cos x sin  ۴
π

۴
π

sin x cos  − cos x sin  ۴
π

۴
π

 

 sin x +  cos x۲
 ۲

۲
 ۲

 sin x −  cos x۲
 ۲

۲
 ۲

=   

sin x + cos x
sin x − cos x ÷ cos x

 =
tan x + ۱
tan x − ۱

۲

tan x − ۱ = ۲ tan x + ۲ ⇒ tan x = −۳

گزینه 2

گام اول

گام دوم

102

، حاصل  را به دست می اگر  باشد، می توان نتیجه گرفت  است. با معلوم بودن مقدار 

آوریم.

α − β =  

۴
π

α = β +  

۴
π

tanβtanα

پس حاصل  برابر است با:

α = β +  ⇒ tanα = tan(β +  ) ⇒ tanα =  =  =  = ۳
۴
π

۴
π

۱ − tanβ tan  ۴
π

tanβ + tan  ۴
π

۱ − ۲
۱

 + ۱۲
۱

 ۲
۱

 ۲
۳

sin ۲α

sin ۲α =  =  =  = ۰/۶
۱ + tan α۲
۲ tanα

۱ + (۳)۲
۲ × ۳

۱۰
۶

www.konkur.in

forum.konkur.in
@jozveh_nub



52لرنیتو 1399 /56

گزینه 1

گام اول

گام دوم

103

cosمی دانیم:  (  −
۲
π

θ) = sinθ

با توجه به گام اول و با توجه به اینکه  است عبارت داده شده را ساده می کنیم:

داریم:

بنابراین:

پس می توان نوشت:

sin ۲θ = ۲ sinθ cos θ

۸ cos a cos b cos (  −
۲
π

a) cos (  −
۲
π

b) = ۸ cos a cos b sin a sin b

= ۲(۲ sin a cos a)(۲ sin b cos b) = ۲ sin ۲a sin ۲b

a + b =  

۴
π ×۲

۲a + ۲b =  ⇒
۲
π

۲b =  −
۲
π

۲a

sin ۲b = sin (  −
۲
π

۲a) = cos ۲a

۲ sin ۲a sin ۲b = ۲ sin ۲a cos ۲a = sin ۲(۲a) = sin ۴a

گزینه 1 104

دانستن روابط زیر به ساده شدن معادلۀ مثلثاتی کمک بسیاری می کند:

 cos(π + x) = − cos x, cos  = ۰sin(۳π − x) = sin x,
۲

۳π

sin(α + β) = sinα cos β + cos α sinβ

cos ۳x sin(۳π − x) − sin ۳x cos(π + x) = cos ⇒ cos ۳x sin x − sin ۳x(− cos x) = ۰
۲

۳π

⇒ cos ۳x sin x + sin ۳x cos x = ۰ ⇒ sin(x + ۳x) = ۰ ⇒ sin ۴x = ۰

 ۴x = kπ ⇒ x =  

sin α= ۰ ⇒α=kπ

۴
kπ
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نکته:

؛ بنابراین: از نکتۀ بالا می توان فهمید 

tan x = tanα ⇒ x = kπ + α

tan(α − β) =  

۱ + tanα tanβ
tanα − tanβ

 =
۱ + tan x
۱ − tan x

tan(  −
۴
π

x)

 = tan ۳x ⇒ tan(  − x) = tan ۳x
۱ + tan x
۱ − tan x

۴
π

⇒ ۳x = kπ + (  − x) ⇒ ۴x = kπ +  ⇒ x =  +  

۴
π

۴
π

۴
kπ

۱۶
π

گزینه 4

گام اول

گام دوم

106

می دانیم:

cos ۲x = ۱ − ۲sin x , sin ۲x =۲ ۲ sin x cos x

باتوجه به گام اول، کسر داده شده را ساده کرده و سپس حل می کنیم:

 =
sin ۲x

۱ − cos ۲x
 ⇒۳  =

۲ sin x cos x
۲sin x۲

 ⇒۳  =
cos x
sin x

 ⇒۳ tan x =  ۳

⇒ tan x = tan  ⇒
۳
π

x = kπ +  

۳
π
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گزینه 3

گام اول

گام دوم

107

می دانیم:

۲ sin x cos x = sin ۲x

sin(α + β) = sinα cos β + cos α sinβ

باتوجه به گام اول می توان نوشت:

بنابراین داریم:

، مجموعۀ  جواب های  را نیز شامل می شود؛ بنابراین جواب کلی معادلۀ مثلثاتی به ازای 

داده شده به صورت  است.

sin(x +  ) =
۴
π

sin x cos  +
۴
π

cos x sin  ⇒
۴
π

sin(x +  ) =
۴
π

 sin x +
۲

 ۲
 cos x

۲
 ۲

⇒ sin(x +  ) =
۴
π

 (sin x +
۲

 ۲
cos x) ⇒  sin(x +۲  ) =

۴
π

sin x + cos x

۲ sin x cos x =۲ sin x + cos x ⇒  sin ۲x =۲  sin(x +۲  ) ⇒
۴
π

sin ۲x = sin(x +  )
۴
π

⇒    

⎩⎪
⎨
⎪⎧۲x = ۲kπ + x +  ⇒ x = ۲kπ +  

۴
π

۴
π

۲x = ۲kπ + π − x −  ⇒ ۳x = ۲kπ +  ⇒ x =  +  

۴
π

۴
۳π

۳
۲kπ

۴
π

k ∈ Zx =  +
۳

۲kπ
 

۴
π

x = ۲kπ +  

۴
π

x =  +
۳

۲kπ
 

۴
π

گزینه 2 108

۲ cos x(cos x − sin x) = ۱ ⇒ ۲cos x − ۲ cos x sin x − ۱ = ۰۲

⇒ ۲ cos x sin x = ۲cos x − ۱ ⇒ sin ۲x = cos ۲x ⇒ tan ۲x = ۱۲

⇒ ۲x = kπ +   x =  +  

۴
π ÷۲

۲
kπ

۸
π
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بنابراین:

جواب های معادلۀ (1) عبارت اند از:

جواب های این معادله یک دنبالۀ حسابی با قدر نسبت  است که مجموع جملات برابر می شود با:

از طرفی معادلۀ (2) در این بازه فقط دارای جواب  است؛ بنابراین مجموع جواب های معادله در این بازه  است.

sin ۵x + sin ۴x = ۱ + cos π ⇒ sin ۵x + sin ۴x = ۰

sin ۵x = − sin ۴x = sin(−۴x)

⎩
⎨
⎧۵x = ۲kπ − ۴x ⇒ ۹x = ۲kπ ⇒ x =  (۱)

۹
۲kπ

۵x = ۲kπ + π + ۴x ⇒ x = ۲kπ + π (۲)

۰ ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  

۹
۲π

۹
۴π

۹
۶π

۹
۸π

۹
۱۰π

۹
۱۲π

۹
۱۴π

۹
۱۶π

۹
۱۸π

 

۹
۲π

S  =n  (a  +
۲
n

۱ a )  n
n=۱۰

S  =۱۰  (۰ +
۲
۱۰

 ) =
۹

۱۸π
۱۰π

π۱۱π

گزینه 2 110

می دانیم  است. هم چنین جواب های کلی معادلۀ  از رابطۀ  به دست

می آید.

tan ۲α =  

۱ − tan α۲
۲ tanα

tan x = tanαx = kπ + α

 =
۱ − tan x۲
۲ tan x

 ⇒۳ tan ۲x =  ۳

⇒ tan ۲x = tan  ⇒
۳
π

۲x = kπ +  ⇒
۳
π

x =  +
۲

kπ
 

۶
π
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گزینه 4 111

با استفاده از اتحاد مزدوج خواهیم داشت: 

با استفاده از دستورهای مجموع و تفاضل دو کمان برای کسینوس، خواهیم داشت: 

باید  و  را بیابیم: 

پس:

 =  

sin αcos β − cos αsin β۲ ۲ ۲ ۲
cos αcos β − sin αsin β۲ ۲ ۲ ۲

(sinα cos β) − (cos α sinβ)۲ ۲
(cos a cos β) − (sinα sinβ)۲ ۲

=  

(sinα cos β − cos α sinβ)(sinα cos β + cos α sinβ)
(cos α cos β − sinα sinβ)(cos α cos β + sinα sinβ)

=  = cot(α + β) cot(α − β)
sin(α − β) sin(α + β)
cos(α + β) cos(α − β)

cot(α + β)cot(α − β)

{
α + β = ۱۳۵ ⇒ cot(α + β) = cot  = −۱∘

۴
۳π

tan(α − β) =  ⇒ cot(α − β) =  ۴
۳

۳
۴

cot(α + β) cot(α − β) = (−۱)(  ) =
۳
۴

 

۳
−۴

گزینه 2 112

cos(αاز فرمول  استفاده می کنیم.  ± β) = cos α cos β ∓ sinα sinβ

cos(x +  ) +
۳
π

cos(x −  ) =
۳
π

 

۳
۲

⇒ cos x cos  −
۳
π

 +sin x sin  

۳
π

cos x cos  +
۳
π

 =sin x sin  

۳
π

 

۳
۲

⇒ ۲ cos x cos =
۳
π

 ⇒
۳
۲

۲ cos x ×  =
۲
۱

 ⇒
۳
۲

cos x =  

۳
۲

cos ۲x = ۲cos x −۲ ۱ = ۲(  ) −
۳
۲ ۲

۱ = ۲ ×  −
۹
۴

۱ =  −
۹
۸

۱ =  

۹
−۱
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مبحثدرس

نام و نام خانوادگی

ABAاگر  و  دو مجموعۀ غیرتهی با شرط  باشند، آنگاه کدام رابطه نادرست است؟1 ⊂ B

(2 (1

(4 (3

B − A =′ AA − B =′ A

A ∩ B =′ ∅B ∩ A =′ ∅

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1399

ABفرض کنید  و  دو مجموعۀ غیرتهی و جدا از هم، با یک مجموعۀ مرجع باشند. کدام رابطه نادرست است؟2

(2 (1

(4 (3

A ⊂ B′A − B =′ ∅

A ∩ B =′ A(A ∪ B) =′ ∅

از کشور 1399 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

اعداد طبیعی فرد را طوری دسته بندی می کنیم که تعداد جملات هر دسته، برابر شمارۀ آن دسته باشد، یعنی3

{۱}. در این  صورت جملۀ آخر واقع در دستۀ شمارۀ چهل، کدام است؟ , {۳ , ۵} , {۷ , ۹ , ۱۱} , ...

1589 (2 1563 (1

1651 (4 1639 (3

از کشور 1399 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

جملات سوم، هفتم و شانزدهم یک دنبالۀ حسابی، جملات متوالی یک دنبالۀ هندسی، هستند. قدر نسبت دنبالۀ هندسی، کدام4

است؟

(2 (1

(4 (3

 

۳
۴

 

۲
۳

۲
 

۴
۹

از کشور 1399 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

. در5 اعداد طبیعی متوالی را به طریقی دسته بندی می کنیم، که آخرین عدد هر گروه مربع کامل باشد، یعنی 

دستۀ نهم واسطۀ حسابی بین دو عدد اول و آخر، کدام است؟

{۱}, {۲, ۳, ۴}, ...

72 (2 71 (1

74 (4 73 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1399

منبع: کنکور سراسری
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iاگر  و  آن گاه مجموعۀ  به کدام صورت است؟6 ∈ {۱, ۲, ۳, ..., ۹}A  =i [−i,  ]
۲

۹ − i
(A  ∩۲ A  ) −۵ (A  ∩۱ A  )۷

(2 (1

(4 (3

[−۲, −۱) ∪ (۱, ۲][−۲, −۱] ∪ [۱, ۲]

[−۱, ۱]∅

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1392

7
Aاگر  به صورت بازه باشد، مجموعۀ  برابر کدام بازه است؟  =n  ,  (

n
−۲

n
n − ۲

)(A  ∪۳ A  ) −۶ A  ۳

(2 (1

(4 (3

 ,  (
۳
−۱

۳
۲

) ,  [
۳
−۱

۳
۲

)

 ,  (
۳
۱

۳
۲

) ,  [
۳
۱

۳
۲

)

از کشور 1386 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

جملات دوم و پنجم و دوازدهم از یک دنبالۀ حسابی، می توانند سه جملۀ متوالی از دنبالۀ هندسی باشند. قدر نسبت دنبالۀ8

هندسی کدام است؟

(2 (1

(4 (3

 

۳
۵

 

۴
۷

 

۴
۹

 

۳
۷

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1392

مجموعه های  و  و  مفروض اند. کدام بیان در مورد آن ها نادرست9

است؟

A = {۲}B = {۳, ۵, {۲}}C = {{{۲}, ۳, ۵}, ۲}

(2 (1

(4 (3

A ∈ BA ∈ C

B ∈ CA ⊂ C

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1395

در یک تصاعد هندسی، مجموع سه جملۀ متوالی 19 و حاصل ضرب آن ها 216 است. تفاضل کوچک ترین و بزرگ ترین این سه عدد10

کدام است؟

5 (2 4 (1

7 (4 6 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1390

Aاگر  آنگاه مجموعۀ  چند عضو دارد؟11  =n {m ∈ Z : m ≤∣ ∣ n, ۲ ≤m ۲n}, n ∈ N(A  −۶ A  ) ∪۴ A  ۱

5 (2 4 (1

7 (4 6 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1394
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در الگوی زیر، تعداد نقطه ها در شکل دوازدهم کدام است؟12

34 (1

36 (2

38 (3

40 (4

از کشور 1398 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

اعداد طبیعی فرد را به طریقی دسته بندی می کنیم که تعداد جملات در هر دسته، برابر شمارۀ آن دسته باشد،13

,(۱)؛ مجموع دو جملۀ اول و آخر دستۀ سی اُم، کدام است؟ (۳, ۵), (۷, ۹, ۱۱), ...

1750 (2 1700 (1

1850 (4 1800 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1394

+ باتوجه به دنبالۀ حسابی، مجموع  کدام است؟14
۲ × ۵

۱
 +

۵ × ۸
۱

 +
۸ × ۱۱

۱
... +  

۱۷ × ۲۰
۱

(2 (1

(4 (3

۰/۱۵۰/۱۸

۰/۲۴۰/۲۵

از کشور 1398 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، چند عدد سه رقمی مشترک وجود دارد؟15 ,۲در دو دنبالۀ حسابی به صورت های  و  ۷, ۱۲, ...۸, ۱۱, ۱۴, ...

59 (2 58 (1

61 (4 60 (3

از کشور 1394 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

,۲در دنباله های حسابی   و   چند عدد سه رقمی مشترک کوچک تر از 300، موجود است؟  16 ۹, ۱۶, ۲۳, ...۱۲, ۱۷, ۲۲, ۲۷, ...

6 (2 5 (1

8 (4 7 (3

از کشور 1395 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

اعداد طبیعی فرد را به طریقی دسته بندی می کنیم که تعداد جملات هر دسته برابر با شمارۀ آن دسته باشد،17

,(۱). جملۀ آخر در دستۀ بیستم کدام است؟ (۳, ۵), (۷, ۹, ۱۱), ...

419 (2 415 (1

423 (4 421 (3

از کشور 1391 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 
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در الگوی زیر، تعداد نقطه ها در شکل نهم کدام است؟18

117 (1

120 (2

123 (3

125 (4

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1398
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مبحثدرس

گزینه 4 1

برای بررسی مسئله، بهتر است نمودار ون زیر را برای مجموعه های  و  فرض کنیم:

گزینۀ "1" به صورت زیر ساده می شود:

باتوجه به شکل کاملاً درست است.

گزینۀ "2" عبارت است از:

بنابراین این گزینه درست است.

گزینۀ "3" به صورت زیر است:

، پس کاملاً درست است. چون 

گزینۀ "4" عبارت است از:

نادرست می باشد، پس جواب مسئله گزینۀ "4" است.

AB

B − A =′ A ⇒ B ∩ A = A

A − B =′ A ⇒ A ∩ B = A

A ∩ B =′ ∅ ⇒ A − B = ∅

A ⊂ B

B ∩ A =′ ∅ ⇒ B − A = ∅

پاسخنامه مجموعه/ الگو و دنبالهریاضی | آقای کنکور
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گزینه 4 2

نمودار ون را به صورت زیر در نظر می گیریم:

گزینۀ "1" درست است، زیرا همان طور که در شکل دیده می شود،  زیرمجموعۀ  است.

گزینۀ "2" را می توان به صورت زیر نوشت:

که کاملاً درست است.

گزینۀ "3" را به صورت زیر مرتب می کنیم:

بنابراین باتوجه به شکل درست است.

گزینۀ "4" به صورت زیر است:

باتوجه به شکل نادرست است.

AB′

A − B =′ ∅ ⇒ A ∩ B = ∅

A ∩ B =′ A ⇒ A − B = A

(A ∪ B) =′ ∅ ⇒ A ∩′ B =′ ∅

گزینه 3 3

ازآنجاکه تعداد جملات هر دسته، برابر با شمارۀ آن دسته است، پس تعداد کل جملات 40 دستۀ اول برابر است با:

همچنین جملۀ عمومی اعداد طبیعی فرد متوالی به صورت  است، پس:

۱ + ۲ + ... + ۴۰ =  =
۲

۴۰ × ۴۱
۸۲۰

a  =n ۲n − ۱

a =۸۲۰ ۲(۸۲۰) − ۱ = ۱۶۳۹
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گزینه 4 4

راه حل اول:

جملات سوم، هفتم و شانزدهم یک دنبالۀ حسابی با قدر نسبت  و جملۀ اول  برابر است با:

،  و  سه جملۀ متوالی از یک دنبالۀ هندسی هستند، پس داریم:

درنتیجه قدر نسبت دنبالۀ هندسی برابر است با:

راه حل دوم:

،  و  از یک دنبالۀ حسابی غیرثابت، به ترتیب جملات متوالی یک دنبالۀ هندسی باشند، قدر نسبت نکته: اگر جملات 

دنبالۀ هندسی برابر است با: 

،  و  جملات یک دنبالۀ هندسی هستند، پس طبق نکته داریم:

da۱

,  ,  

t  ۱

a  + ۲d۱

t  ۲

 a  + ۶d۱

t  ۳

 a  + ۱۵d۱

t  ۱t  ۲t  ۳

t =۲
۲ t  t  ⇒۱ ۳ a  + ۶d =( ۱ )۲ a  + ۲d a  + ۱۵d( ۱ ) ( ۱ )

⇒  +a  ۱
۲ ۱۲a  d +۱ ۳۶d =۲

 +a  ۱
۲ ۱۷a  d +۱ ۳۰d۲

⇒ ۶d −۲ ۵a  d =۱ ۰ ⇒ d(۶d − ۵a  ) =۱ ۰

⇒    

⎩
⎨
⎧d = ۰ ⇒ r = ۱ (در گزینه ها نیست)

۶d − ۵a  = ۰ ⇒ d =  a ۱ق ق  ۶
۵

۱

t =۱ a  +۱ ۲d = a  +۱ ۲  a  =(
۶
۵

۱)  a  

۳
۸

۱

t =۲ a  +۱ ۶d = a  +۱ ۶  a  =(
۶
۵

۱) ۶a  ۱

r =  =
t  ۱

t  ۲
 =

 a  

۳
۸

۱

۶a  ۱
 =

۸
۱۸

 

۴
۹

anamak

r =  

m − n
k − m

a۳a۷a۱۶

r =  =
۷ − ۳
۱۶ − ۷

 

۴
۹
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گزینه 3 5

دستۀ اول  : {۱}

دستۀ دوم  : {  , ۳ ,  }
۱+۱

 ۲
۲۲

 ۴

دستۀ سوم  : {  , ۶, ۷, ۸,  }
۲ +۱۲

 ۵
۳۲

 ۹

⋮

دستۀ هشتم  :   , ... ,   

⎩
⎨
⎧

۷ +۱۲

 ۵۰
۸۲

 ۶۴
⎭
⎬
⎫

دستۀ نهم  :   , ... ,   

⎩
⎨
⎧

۸ +۱۲

 ۶۵
۹۲

 ۸۱
⎭
⎬
⎫

⇒ واسطۀ حسابی  =  =
۲

۸۱ + ۶۵
 =

۲
۱۴۶

۷۳
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گزینه 1 6

،  و  و  را به صورت بازه ای مشخص می کنیم. ، مجموعه های  ابتدا با توجه به تعریف مجموعۀ 

برای به دست آوردن اشتراک دو مجموعه که به صورت بازه ای مشخص شده اند، ابتدای بازه، بزرگ ترین عدد ابتدای دو مجموعه و

انتهای بازه، کوچک ترین عدد انتهای دو مجموعه در نظر گرفته می شود.

تست را با استفاده از رسم نمودار هم حل می کنیم تا اگر در مشخص کردن مجموعه ها به مشکل برخوردید، مشکلتان به راحتی حل

شود.

AiA۱A۲A۵A۷

A =i [−i,  ]
۲

۹ − i

A =۱ [−۱,  ] =
۲

۹ − ۱
[−۱, ۴]

A =۲ [−۲,  ] =
۲

۹ − ۲
[−۲,  ]

۲
۷

A =۵ [−۵,  ] =
۲

۹ − ۵
[−۵, ۲]

A =۷ [−۷,  ] =
۲

۹ − ۷
[−۷, ۱]

A ∩۲ A  =۵ [−۲,  ] ∩
۲
۷

[−۵, ۲] = [−۲, ۲]

A ∩۱ A  =۷ [−۱, ۴] ∩ [−۷, ۱] = [−۱, ۱]

(A ∩۲ A  ) −۵ (A  ∩۱ A  ) =۷ [−۲, ۲] − [−۱, ۱] = [−۲, −۱) ∪ (۱, ۲]
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گزینه 4 7

، مجموعه های  را به صورت بازه ای تع�ن می کنیم. (برای بدست آوردن ابتدا با توجه به رابطۀ 

، ابتدای بازه ،  در نظر گرفته می شود.) در ادامه برای تع�ن بازۀ  ،  و برای به دست آوردن 

کوچک ترین عضو ابتدای  و  و انتهای آن بزرگ ترین عضو انتهای  و  در نظر گرفته می شود.

در صورتی که تع�ن اجتماع و اشتراک بازه ها برای شما دشوار بود می توانید از رسم نمودار هم به شکل زیر استفاده کنید:

A  =n (−  ,  )
n
۲

n
n − ۲

A , A  ۶ ۳

A  ۳n = ۳A  ۶n = ۶A ∪۳ A  ۶

A۳A۶A۳A۶

A =n (−  ,  ) ⇒
n
۲

n
n − ۲

  

⎩⎪
⎨
⎪⎧A  = (−  ,  ) = (−  ,  )۳ ۳

۲
۳

۳ − ۲
۳
۲

۳
۱

A  = (−  ,  ) = (−  ,  )۶ ۶
۲

۶
۶ − ۲

۳
۱

۳
۲

A ∪۳ A  =۶ (− ,  ) ∪
۳
۲

۳
۱

(−  ,  ) =
۳
۱

۳
۲

(−  ,  )
۳
۲

۳
۲

(A ∪۳ A  ) −۶ A  =۳ (−  ,  ) −
۳
۲

۳
۲

(−  ,  ) =
۳
۲

۳
۱

[  ,  )
۳
۱

۳
۲

گزینه 4 8

جملۀ اول دنبالۀ حسابی مفروض را  و قدر نسبت آن را d در نظر می گیریم. در این صورت، باتوجه به اینکه

. ،  و  ، داریم 

؛ پس باتوجه به فرض ازطرفی می دانیم که اگر y ،x و z به ترتیب جمله های متوالی یک دنبالۀ هندسی باشند، آنگاه 

سؤال داریم:

قدر نسبت دنبالۀ هندسی، از تقسیم دوجملۀ متوالی آن به دست می آید، یعنی اگر قدر نسبت دنبالۀ هندسی موردنظر سؤال را 

در نظر بگیریم، آنگاه:

a۱

a  =n a  +۱ (n − ۱)da  =۲ a  +۱ da  =۵ a +۱ ۴da  =۱۲ a  +۱ ۱۱d
y =۲ x.z

a = a  .a  ⇒ (a  + ۴d) = (a  + d) × (a  + ۱۱d)۵
۲

۲ ۱۲ ۱
۲

۱ ۱

⇒ a  + ۸a  d + ۱۶d = a  + ۱۲a  d + ۱۱d ⇒ ۵d = ۴a  d  a  =  d (∗)۱
۲

۱
۲

۱
۲

۱
۲ ۲

۱
d  =۰�

۱ ۴
۵

 {
a = a  + d۲ ۱

a = a  + ۴d۵ ۱

(∗)
  

⎩⎪
⎨
⎪⎧a  =  d + d =  d۲ ۴

۵
۴
۹

a  =  d + ۴d =  d۵ ۴
۵

۴
۲۱

q

q =  =
a  ۲

a  ۵
 =

 d
۴
۹

 d
۴
۲۱

 =
۹
۲۱

 

۳
۷
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گزینه 2 9

بررسی گزینۀ اول:  است، پس  یک نتیجه گیری درست است.

، پس  یک .نتیجه گیری بررسی گزینۀ دوم: مجموعۀ  فقط دو عضو به صورت  و 2 دارد و 

نادرست است و همین گزینه جواب سؤال می شود.

بررسی گزینۀ سوم: مجموعۀ  عضوی به صورت  دارد، پس  یک گزارۀ درست است.

بررسی گزینۀ چهارم:  است؛ بنابراین  یک زیرمجموعۀ تک عضوی برای مجموعۀ  محسوب می شود پس 

یک نتیجه گیری درست است.

۲ ∈{ } BA ∈ B

C۳, ۵, ۲{ { }}۲ ∈ { } / CA ∈ C

C۳, ۵, ۲{ { }}B ∈ C

۲ ∈ C۲{ }CA ⊂ C

گزینه 2 10

،  و  درنظر بگیریم. طبق فرض سؤال داریم: اگر قدرنسبت این تصاعد را q درنظر بگیریم، می توانیم سه جملۀ متوالی آن را 

، جمله ها به صورت  و  درمی آیند. ، ازآنجاکه  در حالتی که 

، جمله ها به صورت  و  درمی آیند. ، ازآنجاکه  درحالتی که 

. پس در هر دو حالت، تفاضل کوچک ترین و بزرگ ترین این سه عدد برابر است با: 

 

q
a

aaq

⎩⎪
⎨
⎪⎧  + a + aq = ۱۹ (∗)

q
a

(  )(a)(aq) = ۲۱۶ ⇒ a = ۲۱۶ ⇒ a = ۶ ⇒ a = ۶ (∗∗)
q
a ۳ ۳ ۳

(∗), (∗∗) ⇒  +
q
۶

۶ + ۶q = ۱۹  

×q ۶ + ۶q + ۶q =۲ ۱۹q

⇒ ۶q −۲ ۱۳q + ۶ = ۰ ⇒ q =  =
۲(۶)

−(−۱۳) ±  (−۱۳) − ۴(۶)(۶)۲

 ⇒
۱۲

۱۳ ± ۵
   

⎩⎪
⎨
⎪⎧q =  

۲
۳

q =  

۳
۲

q =  

۲
۳

a = ۶۶ , ۶(  ) =
۲
۳

۹ =
 

۲
۳
۶

۴

q =  

۳
۲

a = ۶۶, ۶(  ) =
۳
۲

۴ =
 

۳
۲
۶

۹

۹ − ۴ = ۵
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گزینه 2 11

در حل تست به نکات زیر توجه کنید:

،  و  را با اعضای آن مشخص می کنیم. ، ابتدا مجموعه های  الف) با توجه به مجموعۀ 

، به صورت  در نظر گرفته می شود. ب) نامعادلۀ قدر مطلقی 

ج) در تع�ن اعضا حواستان باشد که هر دو نامعادلۀ  و  باید هم زمان برقرار باشد.

: تع�ن اعضای مجموعۀ 

بنابراین مجموعۀ  دارای 5 عضو است.

AnA۱A۴A۶

∣x∣ ≤ a−a ≤ x ≤ a

۲ ≤m ۲nm ≤∣ ∣ n

A = {m ∈ Z : m ≤ ۱, ۲ ≤ ۲}۱ ∣ ∣ m

m ≤ ۱ ⇒ −۱ ≤ m ≤ ۱  m = {−۱, ۰, ۱}∣ ∣
m∈Z

۲ ≤ ۲ ⇒ m ≤ ۱ ⇒ A  = {−۱, ۰, ۱}m
۱

A = {m ∈ Z : m ≤ ۴, ۲ ≤ ۸}۴ ∣ ∣ m

m ≤ ۴ ⇒ −۴ ≤ m ≤ ۴  m = {−۴, −۳, ..., ۳, ۴}∣ ∣
m∈Z

۲ ≤ ۸ ⇒ ۲ ≤ ۲ ⇒ m ≤ ۳ ⇒ A  = {−۴, −۳, ..., ۲, ۳}m m ۳
۱

A = {m ∈ Z : m ≤ ۶, ۲ ≤ ۱۲}۶ ∣ ∣ m

m ≤ ۶ ⇒ −۶ ≤ m ≤ ۶  m = {−۶, −۵, ..., ۵, ۶}∣ ∣
m∈Z

۲ ≤ ۱۲ ⇒ m ≤ ۳ ⇒ A  = {−۶, −۵, ..., ۱, ۲, ۳}m
۶

(A  −۶ A  ) ∪۴ A۱

A −۶ A  =۴ {−۶, −۵, ..., ۱, ۲, ۳} − {−۴, −۳, ..., ۱, ۲, ۳} = {−۶, −۵}

(A −۶ A  ) ∪۴ A  =۱ {−۶, −۵} ∪ {−۱, ۰, ۱} = {−۶, −۵, −۱, ۰, ۱}

(A  −۶ A  ) ∪۴ A۱

گزینه 3 12

راه حل اول:

تعداد دایره ها تشکیل دنبالۀ حسابی می دهند، بنابراین داریم:

راه حل دوم:

بنابراین با یک دنبالۀ خطی با جملۀ عمومی  مواجه هستیم. جملۀ دوازدهم دنباله برابر است با:

a  =n a  +۱ (n − ۱)d ⇒ a  =۱۲ ۵ + ۱۱ × ۳ = ۳۸

   ⇒

a  = ۱ + ۲ × ۲۱

a  = ۲ + ۲ × ۳۲

a  = ۳ + ۲ × ۴۳
⎭⎪
⎬
⎪⎫

a  =n n + ۲ × (n + ۱) = ۳n + ۲

a  =n ۳n + ۲

a =۱۲ ۳ ۱۲ +( ) ۲ = ۳۸
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گزینه 3 13

 پس تعداد کل جملات 29 دستۀ اول برابر است با:  

پس اولین جملۀ دستۀ سی  اُم، برابر با جملۀ  436اُم دنبالۀ اعداد طبیعی فرد است. دنبالۀ اعداد طبیعی فرد، یک دنبالۀ خطی با

جملۀ عمومی  است، بنابراین:  

 دستۀ سی اُم، 30 جمله دارد، بنابراین جملۀ آخر این دسته برابر است با:  

 (توجه کنید که جملات هر دسته، یک دنبالۀ حسابی با قدر نسبت 2 هستند)، بنابراین:  

  

      

دستۀ اول
↓
۱ ,

دستۀ دوم
↓
۲ ,

دستۀ سوم
↓
۳ , ...

۲۹دستۀ اول تعداد کل جملات = ۱ + ۲ + ۳ + ... + ۲۹

=  =  = ۴۳۵
۲

۲۹ ۲۹ + ۱( )
۲

۲۹ × ۳۰

a  =n ۲n − ۱

۳۰ام اولین جملۀ دستۀ = a  =۴۳۶ ۲ × ۴۳۶ − ۱ = ۸۷۱ = b  ۱

b =۳۰ b  +۱ ۲۹d  

b  =۸۷۱۱

d=۲
۸۷۱ + ۲۹ × ۲ = ۹۲۹

b +۱ b  =۳۰ ۸۷۱ + ۹۲۹ = ۱۸۰۰

گزینه 1 14

دقت کنید که دومین عدد هر پرانتز با اولین عدد پرانتز بعدی ساده می شوند:

S =  +
۲ × ۵

۱
 +

۵ × ۸
۱

 +
۸ × ۱۱

۱
... +  

۱۷ × ۲۰
۱

۳S =  +
۲ × ۵
۵ − ۲

 +
۵ × ۸
۸ − ۵

 +
۸ × ۱۱
۱۱ − ۸

... +  

۱۷ × ۲۰
۲۰ − ۱۷

۳S = (  −
۲
۱

 ) +
۵
۱

(  −
۵
۱

 ) +
۸
۱

(  −
۸
۱

 ) +
۱۱
۱

... + (  −
۱۷
۱

 )
۲۰
۱

۳S =  −
۲
۱

 =
۲۰
۱

 ⇒
۲۰
۹

S =  ⇒
۲۰
۳

S =  ×
۲۰
۳

 =
۵
۵

 =
۱۰۰
۱۵

۰/۱۵
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گزینه 3 15

اولین جملۀ مشترک دو دنباله 17 است. همچنین قدرنسبت دنبالۀ جملات مشترک ک.م.م  و  یعنی  است؛

بنابراین جملۀ عمومی دنبالۀ جملات مشترک عبارت است از:

: حال باید تعداد nهایی را بیابیم که به ازای آن ها 

بنابراین تعداد جملات موردنظر برابر است با:

{
۲, ۷, ۱۲, ۱۷, ... d  = ۵۱

۸, ۱۱, ۱۴, ۱۷, ... d  = ۳۲

d  ۱d  ۲۳ × ۵ = ۱۵

a =n ۱۷ + ۱۵(n − ۱) = ۱۵n + ۲

۱۰۰ ≤ a  ≤n ۹۹۹

۱۰۰ ≤ ۱۵n + ۲ ≤ ۹۹۹ ⇒ ۹۸ ≤ ۱۵n ≤ ۹۹۷

⇒ ۶/... ≤ n ≤ ۶۶/...  n ∈ ۷, ۸, ..., ۶۶n∈N
{ }

۶۶ − ۷ + ۱ = ۶۰

گزینه 2 16

جمله های مشترک تشکیل یک دنبالۀ حسابی می دهند که قدر نسبت آن ک.م.م قدر نسبت دو دنباله است.

اولین جملۀ مشترک بین دو دنباله، 37 است.

پس 6 عدد با این شرایط داریم.

۲, ۹, ۱۶, ۲۳, ۳۰, ۳۷, ... ⇒ d  = ۷۱

۱۲, ۱۷, ۲۲, ۲۷, ۳۲, ۳۷, ... ⇒ d  = ۵۲

a = a  + (n − ۱)d  a  = ۳۷ + ۳۵(n − ۱) = ۳۵n + ۲n ۱
d=[۷,۵]=۳۵

n

۱۰۰ ≤ a  < ۳۰۰ ⇒ ۱۰۰ ≤ ۳۵n + ۲ < ۳۰۰n

⇒ ۹۸ ≤ ۳۵n < ۲۹۸ ⇒ ۲/... ≤ n < ۸/...

۳ ≤ n ≤ ۸ ⇒ n ∈ ۳, ۴, ۵, ۶, ۷, ۸{ }

گزینه 2 17

در دستۀ اول 1، دستۀ دوم 2 و... و در دستۀ بیستم، 20 عدد داریم پس در کل به اندازۀ

 عدد فرد داریم؛ بنابراین جملۀ آخر در دستۀ بیستم، 210 امین عدد فرد طبیعی

 است.

۱ + ۲ + ۳ + ... + ۲۰ =  (۱ +
۲
۲۰

۲۰) = ۲۱۰

(۲n − ۱)

۲ × ۲۱۰ − ۱ = ۴۱۹
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گزینه 1 18

الگوی داده شده را به صورت زیر تقسیم بندی می کنیم:

طبق شکل داریم:

بنابراین در شکل نهم تعداد دایره ها برابر است با:

  

a  = ۱ + ۰ , a  = ۲ + (۰ + ۱) , a  = ۳ + (۰ + ۱ + ۲) , ...۱
۲

۲
۲

۳
۲

⇒ a  = n + (۰ + ۱ + ۲ + ... + (n − ۱))n
۲

۹ +۲ (۰ + ۱ + ۲ + ۳ + ... + ۸) = ۸۱ +  =
۲

۸ × ۹
۸۱ + ۳۶ = ۱۱۷
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مبحثدرس

نام و نام خانوادگی

مشتق تابع  در نقطۀ  برابر 3 است. اگر  و  و  موجود باشد، مقدار  کدام1

است؟

y =  g x( )
f x( )x = ۱f ۱ =( ) ۰f ۱ =′ ( ) −۴g ۱′ ( )g ۱( )

(2 (1

(4 (3

−  ۳
۴−  ۴

۳

 ۴
۳

 ۳
۴

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1381

yکوتاه ترین فاصلۀ مبدأ مختصات از نقاط منحنی به معادلۀ  کدام است؟2 =  

x۲
۲

(2 (1

(4 (3

۱۲

۳۲

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1388

3
f(x)اگر  باشد، حاصل  کدام است؟ = (x −۲ x − ۲) ۳ x − ۷x۲

  

h→۰
lim

h
f(−۱ + h) − f(−۱)

-3 (2 -6 (1

(4 (3−  

۲
۳

−  

۴
۳

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1392

yعرض از مبدأ خط مماس بر منحنی به معادلۀ  در نقطۀ  واقع بر آن کدام است؟4 = x + ۳x۲x = ۱

(2 (1

2 (4 (3

−  

۵
۳

 

۴
۳

 

۲
۳

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1387

f(x)طول نقطۀ ماکزیمم نسبی تابع با ضابطۀ  کدام است؟5 = x +۴
 x −

۳
۴ ۳ ۴x۲

(2 (1

1 (4 صفر (3

−۲−۱

از کشور 1385 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

مشتق و کاربرد مشتقریاضی | کانال آقای کنکور
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، در نقطه ای به طول  واقع بر آن، موازی خط به معادلۀ 6 خط مماس بر نمودار 

است،  کدام است؟

y =  , ۰ <
sin x

۱
x < πx  ۰۳y − ۲x = ۵

x۰

(2 (1

(4 (3

 

۳
π

 

۳
۲π

 

۶
π

 

۶
۵π

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1380

7
fxمشتق تابع  در نقطۀ  به صورت  بیان شده است،  کدام است؟ = ۲  =

h→۰
lim

h
۲(۲ + h) + k(۲ + h) − ۲k − ۸۲

۱۲k

3 (2 2 (1

6 (4 4 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1381

8
، مماس است؟ ، بر منحنی به معادلۀ  yبه ازای کدام مقدار a خط به معادلۀ  = −۳x + ۲y =  

x − ۲
x + a۲

صفر (2 -1 (1

2 (4 1 (3

از کشور 1395 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

9
، کدام است؟ ، مقدار  f(x)در تابع با ضابطۀ  =    

⎩
⎨
⎧  ; ۰ ≤ x < ۴x + ۶x۲

 (x − ۹x) ; ۴ ≤ x < ۸[
۴
x

] ۲f (۲) −′ f (۵)′

(2 (1

(4 (3

 

۴
۱

 

۲
۱

 

۴
۳

 

۲
۳

از کشور 1399 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

f(x)تابع با ضابطۀ  در نقطۀ  دارای اکسترمم نسبی است. عدد  و نوع اکسترمم نسبی کدام است؟10 =  +
x
a

bx۲(۱, −۲)a

، ماکزیمم (2 ، مینیمم (1

، ماکزیمم (4 ، مینیمم (3

−  

۳
۴

−  

۳
۴

 

۳
۴

 

۳
۴

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1389

yنمودار تابع با ضابطۀ  بر کدام بازه صعودی است؟11 =  

۱ − x۲
x

(2 (1

(4 (3

(−۲, ۰)(−∞, −۲)

(۰, ۲)(−۲, ۲)

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1380
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، بر منحنی پیوستۀ  در نقطۀ  مماس است. حد عبارت12 خط گذرا از دو نقطۀ  و 

، کدام است؟  وقتی 

(۱, ۲)(−۱, ۳)y = f(x)x = ۳

 

۳ − x
f (x) + ۴f(x) − ۵۲

x → ۳

3 (2 2 (1

5 (4 4 (3

از کشور 1392 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

13
، کدام است؟ ، حاصل  f(x)در تابع با ضابطۀ  = (  

۲x − ۳
x + ۲

)
۳

  

x→۲
lim

x − ۲
f(x) − f(۲)

(2 (1

15 (4 12 (3

−۲۱−۱۸

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1395

14
=  اگر  باشد، b کدام است؟    

x→۱
lim

x − ۱۲
 − ۲ax + b

۲
۳

-6 (2 -8 (1

5 (4 4 (3

از کشور 1395 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، اگر  باشد، آنگاه  کدام است؟15 f(x)در تابع با ضابطۀ  =  

۳x −  ۴x + ۱۵x۲

ax + ۱۵n
 f(x) =

x→−∞
lim −۱ f(x)

x→۳
lim

-4 (2 -6 (1

5 (4 3 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1394

16
تابع  در  مشتق پذیر است. اگر  باشد، مشتق تابع  در  کدام

است؟

fx = ۲  =
h→۰
lim

h
f(۲ + h) − ۹

 

۲
۳

g(x) = x  f(x)x = ۲

3 (2 2/5 (1

4 (4 3/5 (3

از کشور 1395 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

دو ضلع از مستطیلی منطبق بر محورهای مختصات و رأس چهارم آن واقع بر منحنی به معادلۀ  روی بازۀ 17

است، بیشترین مساحت این مستطیل کدام است؟

y = (x − ۲)۲[۰, ۲]

(2 (1

(4 (3

 

۲۷
۲۸

 

۹
۱۰

 

۲۷
۳۲

 

۹
۱۱

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1386
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، کمترین مقدار تابع  کدام است؟18 f(x)اگر  و  = x −۲ ۲x + ۴g(x) = x +۳ xgof

24 (2 21 (1

30 (4 27 (3

از کشور 1383 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

f(x)مشتق راست تابع با ضابطۀ  در نقطۀ  کدام است؟19 = ([x] − ∣x∣) ۳ ۹xx = −۳

(2 (1

(4 (3

−  

۳
۱۶−۵

−۴
 

۳
۷

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1393

f(x)تعداد نقاط بحرانی تابع با ضابطۀ  روی بازۀ  کدام است؟20 = ∣x −۳ x∣[−۱, ۲]

4 (2 3 (1

6 (4 5 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1390

=  اگر  باشد، آنگاه حد این کسر وقتی  کدام است؟21
x→+∞
lim

۱ − x +  x + ۱
ax + ۹

۳x → ۳

2 (2 1 (1

5 (4 4 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1392

22
، کدام است؟ ، در نقطۀ  f(x)مشتق تابع با ضابطۀ  =  (

x − x۲
 

۳ x + ۲x۲
)

۳

x = ۲

(2 (1

(4 (3

−  

۴
۳

−  

۴
۵

−  

۲
۵

−  

۴
۱۵

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1399

f(x)تعداد نقاط مشتق ناپذیری تابع با ضابطۀ  بر روی  کدام است؟23 = x − ۱∣∣ ∣ ∣R

1 (2 صفر (1

3 (4 2 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1385
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، بیشترین مقدار و کمترین مقدار تابع با ضابطۀ  در بازۀ  قرینۀ یکدیگرند؟24 kf(x)به ازای کدام مقدار  = x −۳ ۳x +۲ k[۱, ۳]

2 (2 1 (1

4 (4 3 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1384

yخط  بر نمودار تابع  با ضابطۀ  مماس است.  کدام است؟25 = −۱ff x =( ) ۲x −۲ x + aa

(2 (1

(4 (3

−  

۸
۹

−  

۸
۷

 

۸
۷

 

۸
۹

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1380

بیشترین مساحت از مثلث های قائم الزاویه ای که مجموع یک ضلع زاویۀ قائمه و وتر آن 6 باشد، کدام است؟26

(2 3 (1

(4 4 (3

۲ ۳

۳ ۲

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1382

yبیشترین مقدار تابع  در بازۀ  کدام است؟27 = x −۳ ۳x −۲ ۹x + ۵[−۲, ۲]

10 (2 9 (1

17 (4 12 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1392

28
، حاصل  کدام است؟ fدر تابع با ضابطۀ  x =( )  

۵ − ۲x
۱ +  x

  

x→۴
lim

x − ۴
f x − f ۴( ) ( )

(2 (1

(4 (3

 

۹
۴

 

۱۲
۵

 

۱۲
۷

 

۶
۵

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1398

29
، مقدار  موجود است.  کدام است؟ fدر تابع با ضابطۀ  x =( )    

⎩
⎨
⎧

 ; x > ۱۳ ۲x + ۶( )۲

ax + b ; x ≤ ۱
f ۱′ ( )b

(2 (1

(4 (3

 

۳
۴

 

۳
۷

 

۳
۸

 

۳
۱۰

از کشور 1390 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 
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، بر نمودار تابع  مماس است؟30 yبه ازای کدام مقدار a، خط به معادلۀ  = ۵x + ay = ۲x −۲ ۳x + ۶

-2 (2 -3 (1

3 (4 2 (3

از کشور 1397 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

f(x)تعداد نقاط بحرانی تابع با ضابطۀ  روی بازۀ  کدام است؟31 = x sinπx[ ][−۱, ۲]

5 (2 4 (1

بی شمار (4 6 (3

از کشور 1385 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، تفاضل آهنگ لحظه ای در نقطۀ  از آهنگ متوسط تغ�ر تابع وقتی متغیر 32 در تابع با ضابطۀ 

از عدد  به  تغ�ر کند، کدام حالت است؟

f x =( ) ۳x +۲ ۴x − ۲a +  

۲
h

x

aa + h

(2 (1

صفر (4 (3

h۲h

۳h

از کشور 1386 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، بر روی  کدام است؟33 f(x)مینیمم مطلق تابع با ضابطۀ  = x − ۳ x − ۳x۳ ۲R

(2 (1

(4 صفر (3

−۱
 

۳
−۱

 

۳
۱

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1388

34

، به ازای کدام مقدار  در بازۀ  پیوسته است؟ f(x)تابع با ضابطۀ  =    

⎩⎪
⎨
⎪⎧ ; x  ۲

x − x − ۶۳
x − [x]

=

a ; x = ۲
a[۲, ۳)

(2 (1

(4 (3

 

۱۱
۱

 

۹
۱

 

۸
۱

 

۶
۱

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1397

ها را با کدام عرض قطع می کند؟35 ، با بیشترین شیب ممکن، محور  f(x)خط مماس بر نمودار تابع  = −  x +
۳
۱ ۳ ۲x −۲ xy

(2 (1

(4 (3

−  

۳
۴

−  

۳
۵

−  

۳
۷

−  

۳
۸

از کشور 1397 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 
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f(x)کمترین مقدار تابع با ضابطۀ  کدام است؟36 = ۱ − cos x −۲ sin x

(2 -1 (1

صفر (4 (3

 

۲
−۱

 

۴
−۱

قلمچی علوم تجربی چهارم آزمون شماره 10 1394

از کشور 1387 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

قلمچی علوم تجربی چهارم آزمون شماره 10 1397

۵اگر x و y دو ضلع قائم از مثلثی به طول وتر  باشند، بیشترین مقدار  کدام است؟37 ۲۳x + ۴y

(2 (1

(4 (3

۲۵ ۲۳۶

۲۸ ۲۴۰

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1390

، در بازۀ  کدام است؟38 f(x)ماکزیمم تابع با ضابطۀ  = −∣x∣ cos x[−۱, ۱]

(2 صفر (1

(4 (3

 

۲
۱

cos ۱۱

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1386

39
ff(x)تابع  با ضابطۀ  بر روی  مشتق پذیر است.  کدام است؟ =   

⎩
⎨
⎧

 ; x ≥ ۱
x

۲  x

ax + bx ; x < ۱۲
Rb

-1 (2 -2 (1

5 (4 3 (3

از کشور 1389 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

40
f(x)تعداد نقاط بحرانی تابع با ضابطۀ  بر روی دامنۀ خود، کدام است؟ =  

x
 ۱ + x۲

1 (2 صفر (1

بی شمار (4 2 (3

از کشور 1390 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

ها را با کدام عرض، قطع می کند؟41 f(x)خط مماس بر منحنی تابع  در نقطۀ  واقع بر آن، محور  =  

 x
۵x − ۴

x = ۴y

-1 (2 -4 (1

3 (4 2 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1399
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42
، مشتق اول و دوم تابع  در نقطۀ  چگونه است؟ f(x)اگر  =   {

 x
−  −x

; x ≥ ۰
; x < ۰f (x)−۱x = ۰

مشتق اول دارد - مشتق دوم ندارد. (2 مشتق اول دارد - مشتق دوم دارد. (1

مشتق اول ندارد - مشتق دوم ندارد. (4 مشتق اول ندارد - مشتق دوم دارد. (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1385

gاگر  و  باشد،  کدام است؟43 x =( ) x + x  =
x→۲
lim

x − ۲
f x − f ۲( ) ( )

 

۳
۴

fog ۱( )′ ( )

(2 (1

3 (4 2 (3

 

۳
۲

 

۲
۳

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1398

f(x)کدام بیان برای تابع با ضابطۀ  بر دامنۀ  نادرست است؟44 = x  x − ۳  ∣
∣ ۲

∣
∣[−۱, ۱]

ماکزیمم مطلق دارد. (2 مینیمم مطلق دارد. (1

فاقد اکسترمم نسبی (4 دو نقطۀ اکسترمم نسبی دارد. (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1387

، مشتق تابع  کدام است؟45 fاگر  (x) =′
 

x
۱

f(x +  )۱ + x۲

(2 (1

(4 (3

−x + ۱ + x۲x − ۱ + x۲

 

 ۱ + x۲

۱۱ + x۲

از کشور 1385 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

46
f(x)اگر  باشد،  کدام است؟ =  [x]

۱ − x∣ ∣
x۲

  

h→۰−
lim

h
f(۳ + h) − f(۳)

(2 (1

وجود ندارد. (4 (3

 

۴
۱

 

۲
۱

 

۴
۳

از کشور 1397 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، مقدار  کدام است؟47 fxاگر تابع  در  مشتق پذیر و   ۰  =
h→۰+
lim

h
f x  + h − f x  ( ۰ ) ( ۰) −۲  

h→۰−
lim

h
f x  − f x  − h( ۰) ( ۰ )

(2 (1

-2 (4 2 (3

۲ − f x  ( ۰)۲ + f x  ( ۰)

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1380
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، از آهنگ آنی در شروع این48 ، آهنگ متوسط تغ�ر تابع نسبت به تغ�ر متغیر روی بازۀ  در تابع 

بازه چقدر کمتر است؟

f x =( )  x۲/۲۵, ۲/۵۶[ ]

(2 (1

(4 (3

 

۹۳
۱

 

۹۳
۲

 

۶۲
۱

 

۳۱
۱

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1387

، چقدر49 ، از آهنگ لحظه ای تابع در  آهنگ متوسط تغ�ر تابع  نسبت به متغیر  روی بازۀ 

کمتر است؟

f x =( )  x + ۱۶۲x۰, ۳[ ]x =  ۲

(2 صفر (1

(4 (3

 

۱۸
۱

 

۱۲
۱

 

۹
۱

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1388

، از راست به چپ کدام است؟ (با تغ�ر )50 f(x)اگر  باشد، مقدار  و  = x −۳ [۲x ]x۲f  (  )′
− ۲f  (  )′

+ ۲

1)   وجود ندارد و   وجود ندارد.

2)  وجود ندارد و    

3)  و    وجود ندارد.

4)  و     

f ( )′
− ۲f  (  )′

+ ۲

f ( )′
− ۲f  (  ) =′

+ ۲ ۲

f  (  ) =′
− ۲ ۳f  (  )′

+ ۲

f  (  ) =′
− ۲ ۳f  (  ) =′

+ ۲ ۲

از کشور 1394 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

51
، ، بر منحنی پیوستۀ  مماس است. حاصل  خط به معادلۀ  در نقطۀ 

کدام است؟

y = ۳x − ۲x = ۲y = f(x) 

x→۲
lim

x − ۲
f (x) − ۴f(x)۲

6 (2 3 (1

15 (4 12 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1395

، از آهنگ لحظه ای آن در نقطۀ52 ، آهنگ متوسط تغ�ر تابع، از نقطۀ  تا  در تابع با ضابطۀ 

، چقدر کمتر است؟

f(x) =  xx = ۴x = ۶/۲۵
x = ۴

(2 (1

(4 (3

 

۳۶
۱

 

۱۸
۱

 

۷۲
۵

 

۱۲
۱

از کشور 1393 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 
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، آنگاه  کدام است؟53 =  اگر  و 
x→۲
lim

x − ۲
g(x) − g(۲)

 

۲
۳

f(x) =  ۵ − x۲(gof) (۱)′

(2 (1

(4 (3

−  

۴
۳

−  

۲
۱

 

۲
۱

 

۲
۳

از کشور 1387 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

f(x)نقاط بحرانی تابع با ضابطۀ  سه رأس یک مثلث اند، نوع این مثلث کدام است؟54 = x (x − ۲)۲ ۲

فقط متساوی الساقین (2 متساوی الاضلاع (1

قائم الزاویه و متساوی الساقین (4 فقط قائم الزاویه (3

قلمچی علوم تجربی چهارم آزمون شماره 10 1394

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1385

قلمچی علوم تجربی دوازدهم آزمون شماره 10 1398

f(x)اگر  باشد، کدام است؟55 = x − [x] + ∣x∣۲
  

h→۰+
lim

h
f(۱ + h) − f(۱)

(2 (1

(4 (3

 

۲
۱

 

۴
۵

 

۲
۳

 

۲
۵

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1397

56
، مشتق پذیر است. مقدار c کدام است؟ ، در  f(x)تابع با ضابطۀ  =  {

 ; x ≤ −۲۵ − ۲x

−  x + bx + c ; x > −۲
۲
۱ ۲x = −۲

(2 (1

(4 (3

−  

۳
۲

−  

۳
۱

 

۳
۱

 

۳
۲

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1399

f(x)تابع با ضابطۀ  با دامنۀ  چند نقطۀ بحرانی دارد؟57 = x∣x −۲ ۱∣[−۲, ۲]

4 (2 3 (1

6 (4 5 (3

از کشور 1387 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

مستطیل های محاط در یک دایره به قطر 6 واحد را حول یک ضلع خود دوران می دهیم تا استوانه های قائم ایجاد شود. وقتی58

حجم این استوانه ها بیشترین مقدار را دارد، ارتفاع آن کدام است؟

(2 4 (1

(4 (3

۲ ۳

۲ ۶۳ ۲

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1387
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اگر مماس چپ و راست تابع با ضابطۀ  در نقطۀ گوشه ای (زاویه دار) آن عمود برهم باشند، مجموعۀ مقادیر59

 کدام است؟

f(x) = x (x +∣ ∣ a)

a

(2 (1

(4 (3

−۱{ }۱{ }

−۱, ۱{ }∅

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1390

نقطۀ  بر روی منحنی به معادلۀ  در حرکت است.  فاصلۀ نقطۀ  تا مبدأ مختصات است. آهنگ60

لحظه ای تغ�ر  در نقطۀ  کدام است؟

M x, y( )y =  x + ۸TM

Tx = ۷

(2 (1

(4 (3

 

۱۶
۱۵

 

۸
۱۵

 

۷
۳

 

۴
۵

از کشور 1384 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

yتابع با ضابطۀ  ازنظر پیوستگی و مشتق پذیری در صفر چگونه است؟61 = x x۲

پیوسته و مشتق پذیر است. (1

پیوسته است ولی مشتق پذیر نیست. (2

نه پیوسته است و نه مشتق پذیر (3

فقط از راست پیوسته و از راست مشتق پذیر است. (4

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1387

62
، حاصل  کدام است؟ f(x)اگر  و  =  

۱ + x۳
x − ۲۳

g(x) =  

۳ x − ۱f (g(x)) ⋅′ g (x)′

(2 (1

(4 (3

 

x
۳

 

x۲
۳

 

۳x
۱

 

x۲
x − ۳

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1392

، کدام است؟63 yطول نقطۀ ماکزیمم نسبی تابع با ضابطۀ  = (x − ۱)  

۲ ۳ x۲

(2 (1

(4 (3

 

۴
۱

 

۳
۱

 

۲
۱

 

۳
۲

از کشور 1395 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 
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64
f(x)تابع با ضابطۀ  در نقطۀ  مشتق پذیر است.  کدام است؟ =   {

a

(x − ۱) x − ۱ ; x  = ۱∣ ∣ �

; x = ۱x = ۱a

1 (2 صفر (1

-2 (4 2 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1384

، مقدار  کدام است؟65 fدر تابع با ضابطۀ  x =( ) x  +x ∣x − ۱∣f  ۱ +′
+ ( ) ۳f  ۱′

− ( )

3 (2 2 (1

5 (4 4 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1390

66

، روی مجموعۀ اعداد حقیقی  پیوسته است.  کدام است؟ f(x)تابع با ضابطۀ  =    

⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧

 ; x  ۰
x

 − b۳ x + a
=

 ; x = ۰
۱۲
۱Rb

(2 (1

(4 (3

±۱±۲

±۳±۴

از کشور 1397 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، از آهنگ تغ�ر متوسط در بازۀ  کدام67 ، اختلاف آهنگ تغ�ر لحظه ای در  در تابع با ضابطۀ 

است؟

f x =( )  x −
۲
۱ ۲

 

x
۱

x = ۲۱, ۴[ ]

0/5 (2 0/25 (1

0/75 (4 0/45 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1398

f(x)مجموعۀ طول های نقاط بحرانی تابع با ضابطۀ  کدام است؟68 = ∣x − ۲∣ ۳ x۲

(2 (1

(4 (3

{۰,  , ۲}
۵
۴

{۰,  , ۲}
۳
۲

{۰, ۱}{  , ۲}
۳
۲

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1385

69
، روی مجموعۀ اعداد حقیقی مشتق پذیر است.  کدام است؟ fتابع با ضابطۀ  x =( )    

⎩
⎨
⎧ ; x ≥ ۲

x − ۱
۱

− x + ax + b ; x < ۲۲
b

-1 (2 -2 (1

2 (4 1 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1398

www.konkur.in

forum.konkur.in
@jozveh_nub



13/31لرنیتو 1399

70
، در نقطۀ  مشتق پذیر می باشد. b کدام است؟ f(x)تابع با ضابطۀ  =    

⎩
⎨
⎧ − ۵ ; x ≥ ۱

x
۳

x + ax + b ; x < ۱۲
x = ۱

2 (2 1 (1

4 (4 3 (3

از کشور 1393 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

f(x)مجموعۀ طول های نقاط بحرانی تابع با ضابطۀ  کدام است؟71 = (x −۲ ۲۸). ۳ x

(2 (1

(4 (3

{−۲, ۲}{−  ,  }۷ ۷

{−۲, ۰, ۲}{−۷, ۰, ۱}

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1383

aاگر  و ثابت و  متغیر باشد، مینیمم مقدار  کدام است؟72 > ۰x 

 

۴ a x۳

۳a + x

(2 (1

4 (4 3 (3

۴a۳a

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1391

fتابع  با ضابطۀ زیر، در چند نقطه ناپیوسته و در چند نقطه مشتق ناپذیر است؟73

f(x) =     

⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧ ۱

x + ۱
۲x + ۲
x + ۲۲

;
;
;
;

x < ۰
۰ ≤ x < ۱
۱ ≤ x < ۲

x ≥ ۲

دو نقطه ناپیوسته و دو نقطه مشتق ناپذیر (2 یک نقطه ناپیوسته و دو نقطه مشتق ناپذیر (1

دو نقطه ناپیوسته و سه نقطه مشتق ناپذیر (4 یک نقطه ناپیوسته و سه نقطه مشتق ناپذیر (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1382

74
، کدام است؟ ، حاصل  f(x)در تابع با ضابطۀ  =  

x + ۳
۴x + ۵

  

h→۰
lim

h
f(۱ + h) − f(۱)

(2 (1

(4 (3

 

۴۸
۷

 

۲۴
۵

 

۲۴
۷

 

۱۶
۷

از کشور 1395 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 
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، بیشترین مقدار  کدام است؟75 f(x)با شرط  در تابع با ضابطۀ  = x −۳ ۳x ; x ≤ ۱g(x) = x +۳ xgof

10 (2 9 (1

30 (4 12 (3

از کشور 1386 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

fاگر  و  باشند، مشتق تابع  کدام است؟76 x =( )  x −
۵
۴

 x
۵
۱

∣ ∣g x =( ) ۴x + x∣ ∣fog

3 (2 2 (1

مشتق ندارد. (4 4 (3

قلمچی علوم تجربی دوازدهم آزمون شماره 13 1398

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1394

از بین مثلث های قائم الزاویه با اندازۀ وتر 10 واحد، دو ضلع قائم با کدام نسبت انتخاب شود تا حجم حاصل از دوران این مثلث77

حول ضلع قائم، بیشترین باشد؟

(2 (1

(4 (3

 

۱
۲

 

۱
 ۳

 

۲
۳

 

۱
 ۲

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1399

78
fتابع با ضابطۀ  به ازای کدام مقادیر  در نقطۀ  مشتق پذیر است؟ x =( )   {

ax − a ; x < ۱
x − x ; x ≥ ۱۲ax = ۱

1 (2 -1 (1

هیچ مقدار  (4 هر مقدار  (3aa

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1386

79
fتابع با ضابطۀ  در نقطۀ  مشتق پذیر است.  کدام است؟ x =( )    

⎩
⎨
⎧  x − ۲x  ; x < ۲∣

∣ ۲
∣
∣

x + ax + b ; x ≥ ۲
۲
۱ ۲x = ۲a + b

3 (2 2 (1

5 (4 4 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1398

، خط مماس بر نمودار آن، موازی پاره خطی است که ابتدا و انتهای منحنی را80 در تابع با ضابطۀ  و دامنۀ 

ها را با کدام عرض قطع می کند؟ به هم وصل کند. این خط مماس، محور 

f x =( )  

x + ۱
۴x − ۵

۰, ۸[ ]

y

-1/5 (2 -2 (1

-0/5 (4 -1 (3

از کشور 1398 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

www.konkur.in

forum.konkur.in
@jozveh_nub



15/31لرنیتو 1399

، دارای ماکزیمم نسبی است؟81 ، تابع  با ضابطۀ  aff(x)به ازای کدام مقادیر  = x +۲
 

x
a

(2 (1

هیچ مقدار  (4 (3

a >∣ ∣ ۲a < ۰

a > ۰a

از کشور 1389 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، حاصل  کدام است؟82 fاگر  x =( ) x − ۲  ( ) ۳ x۲
  

Δx→۰
lim

Δx
f −۱ + Δx − f −۱( ) ( )

3 (2 2 (1

(4 (3
 

۳
۲

 

۳
۴

از کشور 1384 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

فرض کنید نمودارهای دو تابع  و  در یک نقطۀ مشترک، بر یک خط مماس باشند. اگر طول83

نقطۀ مشترک 4 باشد، مقدار  کدام است؟

y = x  xy = x +۲ ax + b

b

9 (2 8 (1

12 (4 10 (3

از کشور 1399 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، آهنگ متوسط تغ�ر تابع نسبت به متغیر x، در نقطۀ  با نمو 0/44، از آهنگ لحظه ای84 در تابع با ضابطۀ 

تابع در این نقطه، چقدر کمتر است؟

f(x) =  

 x
x − ۱

x = ۱

(2 (1

(4 (3

 

۳۰
۱

 

۲۴
۱

 

۱۲
۱

 

۶
۱

از کشور 1394 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

بیشترین مساحت از مستطیل هایی که دو رأس آن بر روی نیم بیضی به معادلۀ  و دو رأس دیگر آن بر روی85

محور xها باشند، کدام است؟

y =   

۳
۲

۹ − x۲

(2 (1

(4 (3

۶۳ ۵

۴ ۳۸

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1385

بیشترین مساحت مستطیلی که دو ضلع آن بر روی محورهای مختصات و رأس چهارم آن بر روی منحنی به معادلۀ86

y در ناحیۀ اول واقع شود، کدام است؟ = ۱۲ − x

(2 (1

(4 (3

۸ ۲۸ ۳

۱۶۱۸

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1398
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yشکل زیر، نمودار تابع  است. مقدار ماکزیمم مطلق تابع کدام است؟87 = x + −x + ax + b۲

(1

(2

(3

4 (4

۱ + ۳

۲ ۳

۱ + ۲ ۲

از کشور 1397 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، آهنگ تغ�ر متوسط تابع در بازۀ  از آهنگ تغ�ر لحظه ای آن در88 در تابع با ضابطۀ 

، چقدر کمتر است؟

f x =( )  +۲x + ۱  

x + ۱
۱

۰, ۴[ ]

x =  

۲
۳

(2 (1

(4 (3

۰/۰۳۰/۰۴

۰/۰۵۰/۰۶

از کشور 1398 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

yخط به معادلۀ  در نقطه ای به طول 1 بر منحنی به معادلۀ  مماس است،  کدام است؟89 = ۲x − ۵y = ax +۲ bx + ۱a

3 (2 2 (1

6 (4 4 (3

از کشور 1386 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، کدام است؟90 yکمترین مقدار تابع  =  x −
۴
۱ ۴ x −۳ ۲x۲

(2 (1

(4 (3

−۳۶−۳۲

−۲۴−۱۸

از کشور 1392 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

91
، اگر  موجود باشد،  کدام است؟ fدر تابع با ضابطۀ  x =( )    

⎩
⎨
⎧ ; x > ۲

ax + b
۸

− x + ۶x ; x ≤ ۲۳
f ۲′ ( )a

2 (2 1 (1

4 (4 3 (3

از کشور 1398 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 
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92
، کدام است؟ ، وقتی   حد عبارت 

۵x − ۱۸x + ۱۶۲
۲ −  

۳ ۳x + ۲
x → ۲

(2 (1

(4 (3

−  

۳
۱

−  

۴
۱

−  

۶
۱

−  

۸
۱

از کشور 1398 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

نقطه ای با کدام طول بر روی محور xها انتخاب شود، به طوری که تفاضل فواصل آن از دو نقطۀ  و  بیشترین93

مقدار را داشته باشد؟

A(۱, ۵)B(۷, −۲)

9 (2 8 (1

11 (4 10 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1393

f(x)اگر  باشد، تعداد نقاط مشتق ناپذیری تابع با ضابطۀ  کدام است؟94 = ۱ − x∣ ∣y = f(f(x))

2 (2 1 (1

صفر (4 3 (3

از کشور 1388 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

f(x)مشتق چپ تابع با ضابطۀ  در نقطۀ  کدام است؟95 = ۱ −  ۱ − x۲x = ۰

(2 (1

(4 (3

−  

۲
 ۲− ۲

 

۲
 ۲۲

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1389

، مقدار  برابر کدام است؟96 yاز تساوی  = ۳ xy y′′ ۵

(2 (1

(4 (3

 x
۹

−۴
 x

۳
−۱

 

۹
−۲

 

۳
−۲

از کشور 1385 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

97
، همواره مشتق پذیر باشد،  کدام است؟ f(x)اگر تابع با ضابطۀ  =   {

ax + bx + ۴ ; x ≥ −۲۲

x − x ; x < −۲۳f(۱)

صفر (2 -3 (1

2 (4 1 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1397
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، آهنگ متوسط تابع از  تا  چقدر از آهنگ لحظه ای آن در  بیشتر98 در تابع با ضابطۀ 

است؟

f x =( )  

x۲
۳۶

x  =۱ ۲x  =۲ ۳x =  

۳ ۱۲

(2 1 (1

(4 2 (3

۱/۵

۲/۵

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1390

fاگر  باشد، حاصل  کدام است؟99 x =( ) ∣x − ۲∣ + ۲x  

Δx→۰−
lim Δx

f ۲+Δx −f ۲( ) ( )

(2 -2 (1

(4 (3

−  ۲
۱

 ۲
۱

 ۲
۳

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1383

کدام یک از تابع های زیر، یک به یک است؟100

(2 (1

(4 (3

f(x) = x + xg(x) = x − x

h(x) = ۲x +  

x
۱p(x) =  

x + ۱۲
x

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1397

، آهنگ تغ�ر متوسط تابع در بازۀ  از آهنگ تغ�ر لحظه ای آن در101 در تابع با ضابطۀ 

 چقدر بیشتر است؟

f x =( ) x + ۲  ( ) ۴x + ۱۰, ۲[ ]

x =  

۴
۳

0/15 (2 0/10 (1

0/25 (4 0/20 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1398

، فاصلۀ دو نقطۀ ماکزیمم نسبی و مینیمم نسبی آن کدام است؟102 fدر تابع با ضابطۀ  x =( ) x x −∣ ∣ ۲x

(2 (1

(4 (3

۲ ۲۳

۳ ۲۴

از کشور 1398 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، با کدام ارتفاع، کمترین مقدار جنس مصرف می شود؟103  در ساخت یک قیف به شکل مخروط قائم به حجم 

۳
π

(2 (1

(4 (3

 

۲
 ۲۱

۳ ۲۲

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1395
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در تابع با ضابطۀ  آهنگ متوسط تغ�ر تابع وقتی متغیر  از 4 به 25 تغ�ر کند، برابر آهنگ لحظه ای در نقطۀ 104

می باشد.  کدام است؟

f x =( )  xxa

a

12/25 (2 11/75 (1

13/5 (4 12/5 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1383

105
yخط مماس بر منحنی به معادلۀ  در نقطه ای به طول 2 واقع بر آن، محور  ها را با کدام عرض قطع می کند؟ =  

x − ۱
x۲

y

1 (2 صفر (1

4 (4 2 (3

از کشور 1385 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، بر خط به معادلۀ  عمود است. این خط مماس، از نقطه ای106 خط مماس بر منحنی به معادلۀ 

با کدام مختصات می گذرد؟

y = x +۳ ۳x +۲ ۱x − ۳y = ۲

(2 (1

(4 (3

۱, ۳( )۱, ۴( )

۲, −۶( )۲, −۴( )

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1389

، در بازۀ  قرار107 ، طول یکی از نقاط اکسترمم نسبی تابع با ضابطۀ  به  ازای کدام مجموعه مقادیر 

می گیرد؟

af(x) = x +۳ ax −۲ ۸x(۱, ۴)

(2 (1

(4 (3

−۳ < a < ۱/۵−۳ < a < ۲/۵

−۵ < a < ۱/۵−۵ < a < ۲/۵

از کشور 1392 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

108
f(x)در تابع با ضابطۀ  مقدار  موجود است،  کدام است؟ =  { x −  ; x ≥ ۱

x
۱

x + ax + b ; x < ۱۲
f (۱)′f(۱ −  )۲

(2 (1

(4 (3

۳ − ۲۲ − ۲

۲ − ۲ ۲۳ − ۲ ۲

از کشور 1392 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، از آهنگ لحظه ای آن در نقطۀ109 ، آهنگ متوسط تغ�ر تابع، از نقطۀ  تا  در تابع با ضابطۀ 

، چقدر بیشتر است؟

f x =( ) ۲x + ۱( )−  ۲
۱

x = ۴x = ۱۲
x = ۴

(2 (1

(4 (3

 

۵۴۰
۷

 

۵۴۰
۱۱

 

۲۷۰
۷

 

۲۷۰
۱۱

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1393
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110
=  اگر  باشد، آنگاه  کدام است؟

x→۲
lim

ax + b
x −  ۳x − ۲

 

۲
۱

b

-1 (2 -2 (1

2 (4 1 (3

از کشور 1395 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

111

، در نقطۀ  پیوسته است؟ ، تابع با ضابطۀ  af(x)به ازای کدام مقدار  =    

⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧

; x > ۳
x − ۳

۱ −  x −  x + ۱

ax − ۳a − ; x ≤ ۳
۸
۳

x = ۳

2 (2 -2 (1

4) هر چه باشد  هیچ مقدار  (3aa

از کشور 1394 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، از نیمساز ناحیۀ اول کدام است؟112 f(x)فاصلۀ نقطۀ ماکزیمم نسبی تابع با ضابطۀ  = x + ۴x − x۲

(2 1 (1

(4 2 (3

۲

۲ ۲

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1399

، آنگاه  کدام است؟113 fاگر  x =( )  ۲x+۱
۳x−۱f ۲′ ( )

-0/1 (2 -0/2 (1

0/2 (4 0/1 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1381

f(x)نقاط بحرانی بر روی نمودار تابع  سه رأس مثلثی هستند، مساحت این مثلث کدام است؟114 = (x − ۱)∣x +۲ x − ۲∣

4/5 (2 4 (1

8 (4 6 (3

از کشور 1392 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

fآهنگ متوسط تغ�ر تابع با ضابطۀ  نسبت به تغ�ر  روی بازه ای از  تا  کدام است؟115 x =( ) x + ۱۴۴۲xx = ۵x = ۹

(2 (1

(4 (3

۰/۴۰/۵

۰/۶۰/۷

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1384
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، مقدار  برابر کدام است؟116 fاگر  و  (۰) =′ g(۰) = ۱f(x) = x + ۱ + (g(x))۵f (۰)′′

(2 (1

(4 (3

۴g (۰)′′۵g (۰)′′

۴g (۰) +′′ ۲۰۵g (۰) +′′ ۲۰

از کشور 1391 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، حاصل  برابر کدام است؟117 gاگر  و  x =( ) ۲xf x =( ) x − x( ۲ )  

Δx→۰
lim Δx

f ۲+Δx g ۲+Δx −f ۲ g ۲( ) ( ) ( ) ( )

4 (2 3 (1

7 (4 6 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1382

,A(۴کمترین فاصلۀ نقطۀ  از نقاط منحنی به معادلۀ  کدام است؟118 ۰)y =  ۲x + ۹

(2 (1

4 (4 3 (3

۵۲ ۲

از کشور 1387 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

119
، مشتق  در نقطۀ  کدام است؟ =  اگر 

x→۲
lim

x − ۲
f(x) − f(۲)

−  

۳
۱

f(  )x + ۳∣ ∣x = −۱

(2 (1

(4 (3

 

۶
۱

 

۱۲
۱

−  

۶
۱

−  

۱۲
۱

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1387

قلمچی ریاضی و فیزیک چهارم آزمون شماره 10 1394

f(x)تابع با ضابطۀ  در کدام بازه مشتق پذیر است؟120 =  [
x
۱

]

(2 (1

(4 (3

۰, ۱[ ](−۱, ۰)

۱, +∞[ )(−∞, −۱)

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1391

www.konkur.in

forum.konkur.in
@jozveh_nub



22لرنیتو 1399 /31

121
f(x)نمودار تابع با ضابطۀ  در نزدیکی نقطۀ  چگونه است؟ =  

x + ۱۳
x + ۱۲

x = ۰

(2 (1

(4 (3

از کشور 1384 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

fcتابع  در نقطۀ  دارای مینیمم است و مشتق راست دارد. الزاماً این مشتق چگونه است؟122

منفی (2 مثبت (1

نامثبت (4 نامنفی (3

از کشور 1390 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، مقدار مشتق تابع  در صفر کدام است؟123 h(۰)اگر  = ۲h (۰) =′ −g(۱) = −g (۱) =′ f (−۱) =′ ۱fogoh

(2 (1

(4 (3

−۲−  

۲
۱

 

۲
۱۲

از کشور 1385 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، کدام است؟124 ,A(۵کوتاه ترین فاصلۀ نقطۀ  از نقاط منحنی به معادلۀ  ۰)y =  ۲x + ۷

(2 4 (1

(4 5 (3

۴/۵

۳ ۲

از کشور 1399 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

f(x)برد تابع f با ضابطۀ  بر بازۀ  کدام است؟125 = x −۳ ۱۲x + ۸[−۳, ۱]

(2 (1

(4 (3

[−۸, ۱۷][−۸, ۲۴]

[−۳, ۱۷][−۳, ۲۴]

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1381
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f(x)مجموعۀ طول نقاط ماکسیمم نسبی تابع با ضابطۀ  کدام است؟126 = x  x − ۳  ∣
∣ ۲

∣
∣

(2 (1

(4 (3

{− }۳{ }۳

{−  , ۱}۳{  , ۱}۳

از کشور 1383 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، فاصلۀ دو نقطۀ ماکزیمم نسبی و مینیمم نسبی آن کدام است؟127 fدر تابع با ضابطۀ  x =( ) x x − ۴∣ ∣

(2 (1

(4 (3

۵۲ ۲

۳ ۲۲ ۵

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1398

تابع  در  مشتق پذیر از مرتبۀ  دوم است. به ازای هر عدد حقیقی  تابع  است. اگر128

، کدام است؟  و  باشد، مقدار 

f : R → RRxg(x) = f(۴ − x )۲

f (۱) =′ −۵f (۱) =′′ −۱g (  )′′ ۳

-2 (2 -3 (1

3 (4 2 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1397

، کدام است؟129 f(x)کمترین مقدار تابع با ضابطۀ  = x + ۳ x − x۲ ۳

(2 (1

صفر (4 (3

−  

۹
۱

−  

۶
۱

−  

۳
۱

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1392

، برابر آهنگ تغ�ر لحظه ای این تابع، با کدام مقدار  است؟130 yآهنگ متوسط تغ�ر تابع  در بازۀ  = ۲۱ − x + ۴x۲[۵ , ۶]x

(2 (1

(4 (3

۴ + ۲۳ + ۲ ۲

۲ +  

۲
۳

۲۲ +  

۲
۵

۲

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1399

خط مماس بر منحنی به معادلۀ  در نقطۀ  واقع بر آن، منحنی را در نقطۀ دیگر  قطع می کند. عرض131

نقطۀ  کدام است؟

y = x −۳ x۲x = ۱A( )

A

-2 (2 -3 (1

3 (4 2 (3

از کشور 1387 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 
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دو برابر عددی از عدد دیگر 6 واحد بیشتر است، اگر حاصل ضرب آن ها مینیمم باشد، مجموع آن دو عدد کدام است؟132

(2 (1

(4 (3

−  

۲
۳

−  

۲
۱

 

۲
۱

 

۲
۳

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1381

دو تابع با ضابطه های  و  مفروض اند. به ازای کدام مقدار a، تابع  در مبدأ133

مختصات مشتق پذیر است؟

f(x) = ۳x + ∣x∣g(x) =  x +
۴
۳

a∣x∣gof

(2 (1

a هیچ مقدار (4 (3

−  

۴
۱

−  

۲
۱

 

۲
۱

از کشور 1393 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

134
f(x)تابع با ضابطۀ  در چند نقطه مشتق دارد؟ =    {

x۲

۰
;
;
گویا x
گنگ x

2 (2 1 (1

هیچ نقطه (4 بی شمار (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1388

yماکزیمم مطلق تابع با ضابطۀ  کدام است؟135 = −x + ۳ x − x۳ ۲

(2 صفر (1

فاقد ماکزیمم (4 (3

 

۳
۱

 

۳
۲

از کشور 1388 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

136

، حاصل  کدام است؟ fدر تابع با ضابطۀ  x =( )  

 x
−x − ۱

  

h→۰
lim

h

f(  + h) − f(  )
۴
۱

۴
۱

2 (2 1 (1

4 (4 3 (3

از کشور 1398 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

بیشترین مساحت از زمینی که می توان توسط یک طناب به طول 88 متر و به شکل مستطیلی که یک طرف آن رودخانه است137

محصور نمود، چند متر مربع است؟

968 (2 958 (1

988 (4 978 (3

از کشور 1391 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 
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,f(aتابع  روی بازۀ  تعریف شده است. در این مورد کدام بیان درست است؟138 b)

هر نقطۀ بحرانی، نقطۀ اکسترمم نسبی است. (1

هر نقطۀ اکسترمم نسبی، نقطۀ بحرانی است. (2

در هر نقطۀ بحرانی، مشتق تابع صفر است. (3

در هر نقطۀ اکسترمم نسبی، مشتق تابع صفر است. (4

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1383

، کدام است؟139 ، در بازۀ  f(x)مقادیر مینیمم و ماکزیمم مطلق تابع با ضابطۀ  =  x −
۳
۱ ۳ x −۲ ۱۵x[−۴ , ۳]

2) و 27 1) و 24

4) و 36 3) و 27

−۱۸−۴۵

−۳۶−۲۷

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1395

، برابر آهنگ لحظه ای آن در  است.  کدام140 ، آهنگ متوسط از  تا  در تابع با ضابطۀ 

است؟

f x =( )  

x − ۱
x

x =۱ ۲x  =۲ ۵x = αα

(2 2/5 (1

4 (4 3 (3

۱ + ۳

از کشور 1390 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

دو نقطۀ  و  و خط به معادلۀ  در صفحۀ محورهای مختصات مفروض اند. نقطۀ M بر روی خط141

مفروض؛ با کدام طول انتخاب شود به طوری که تفاضل فواصل آن از دو نقطۀ مفروض، بیشترین مقدار را داشته باشد؟

A(۲, ۳)B(۴, ۷)y = x − ۱

صفر (2 (1

3 (4 1 (3

−۱

از کشور 1393 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

,f[aتابع  روی  تعریف شده و  است. کدام بیان نادرست است؟142 b]a < c < b

اگر  نقطۀ اکسترمم نسبی و  وجود داشته باشد، آنگاه خط مماس بر منحنی در  افقی است. (1

اگر  نقطۀ اکسترمم نسبی باشد، آنگاه  نقطۀ بحرانی است. (2

اگر  نقطۀ بحرانی باشد، آنگاه  نقطۀ اکسترمم نسبی است. (3

اگر  نقطۀ اکسترمم مطلق باشد، آنگاه  نقطۀ بحرانی است. (4

cf (c)′c

cc

cc

cc

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1390
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yخط مماس بر منحنی به معادلۀ  در نقطه ای به طول  واقع بر آن، از نقطۀ  می گذرد.  کدام است؟143 =  

x + ۱
۲x − ۱

α(−۱, ۰)α

1 (2 -1 (1

2 (4 (3
 

۲
۳

از کشور 1387 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، کدام است؟144 xاگر تابع f در  مشتق پذیر و  باشد، آنگاه مشتق  در  = −۲  =
h→۰
lim h

f (−۲+h)+۳
 ۲

۱x f(x)۲x = −۲

10 (2 8 (1

14 (4 12 (3

از کشور 1396 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، در نقطۀ  کدام است؟145 ، آنگاه مشتق تابع  f(x)اگر  =  −
۲
۳

x + ۲f(xf(x))x = ۲

(2 (1

1 (4 (3

−۱−  

۲
۱

 

۲
۱

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1389

بزرگ ترین حجم مخروط، از بین مخروط هایی که مجموع شعاع قاعده و ارتفاع آن ها برابر واحد باشد، کدام است؟146

(2 (1

(4 (3

 

۸۱
۴π

 

۱۲
π

 

۳۲
۳π

 

۲۷
۴π

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1380

، حاصل  کدام است؟147 f(x)اگر  و  =  

 ۱ − x۲

x
g(x) =  

 ۱ + x۲

x
f (x) ⋅′ g (f(x))′

1 (2 (1

(4 (3

−۱

x
 x

۲
۱

از کشور 1392 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

,A(۸کوتاه ترین فاصلۀ نقطۀ  از نقاط منحنی به معادلۀ  کدام است؟148 ۰)y = x  x

(2 (1

(4 (3

۲ ۱۱۳ ۵

۴ ۳۵ ۲

از کشور 1385 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 
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، آهنگ متوسط تغ�ر تابع، وقتی متغیر از عدد 2 به عدد  تغ�ر کند برابر  است. 149 در تابع با ضابطۀ 

کدام است؟

f x =( ) x +  

x
۱

۲ + h 

۹
۸

h

2 (2 (1

3 (4 (3

۱/۵

۲/۵

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1386

، موازی یکی از خطوط مماس بر منحنی  است؟150 ، خط به معادلۀ  m(mبه ازای کدام مقادیر  + ۲)y = mxy =  ۱ + x۲

(2 (1

(4 (3

m > −۱m < −۱

m > ۱m < ۱

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1395

f(x)مشتق تابع با ضابطۀ  در نقطۀ  کدام است؟151 =  

(۵x−۳)۴
(x−۱).  

۵ ۳x−۲x = ۱

(2 (1

(4 (3

 ۱۶
۱

 ۸
۱

 ۴۰
۳

 ۱۶
۵

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1383

بیشترین مساحت مستطیلی که یک ضلع آن بر قطر نیم دایره به شعاع 6 واحد و دو رأس دیگر آن روی این نیم دایره باشد، کدام152

است؟

24 (2 18 (1

36 (4 27 (3

از کشور 1398 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، از آهنگ لحظه ای تغ�ر تابع در نقطۀ153 ، آهنگ متوسط تغ�ر این تابع وقتی  و  در تابع با ضابطۀ 

 چقدر بیشتر است؟

f(x) = x۳x = ۳Δx = ۰/۱
x = ۳

0/42 (2 0/31 (1

0/91 (4 0/62 (3

قلمچی علوم تجربی چهارم آزمون شماره 9 1394

از کشور 1387 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، آنگاه تابع  از نظر اکسترمم نسبی کدام نوع را دارد؟154 f(x)اگر  و  = [x] − xg(x) = ۲xgof

دارای ماکسیمم - فاقد مینیمم (2 دارای ماکسیمم - دارای مینیمم (1

فاقد ماکسیمم - فاقد مینیمم (4 فاقد ماکسیمم - دارای مینیمم (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1391
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، از آهنگ155 ، در نقطۀ  با نمو متغیر  ، آهنگ متوسط تغ�ر تابع نسبت به متغیر  در تابع با ضابطۀ 

لحظه ای تابع در این نقطه، چقدر کمتر است؟

f x =( )  xxx = ۱۰/۲۱

(2 (1

(4 (3

 

۴۲
۱

 

۲۱
۱

 

۴۲
۳

 

۲۱
۲

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1394

156
f(x)نمودار تابع با ضابطۀ  روی بازۀ  در چند نقطه، مشتق ناپذیر است؟ = x +  +[

۳
۱

] x[ ](۰, ۳)

3 (2 2 (1

5 (4 4 (3

از کشور 1386 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

157
f(x)اگر تابع با ضابطۀ  دارای اکسترمم نسبی باشد، مقادیر  کدام است؟ =  

x + a
x − ۲x۲

a

2) یا  1) یا 

(4 (3

a > ۰a < −۲a > ۲a < ۰

−۲ < a < ۰۰ < a < ۲

از کشور 1385 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

158
f(x)مینیمم مطلق تابع با ضابطۀ  روی بازۀ  کدام است؟ =  −

۴
x۴

 −
۳
x۳

x۲[−۱, ۳]

(2 (1

(4 (3

−  

۳
۱۱

−  

۳
۱۰

−  

۳
۸

−  

۳
۷

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1386

gاگر  و  باشد،  کدام است؟159 x =( )  

x − ۱
۲x + ۱

fog ۲ =( )′ ( ) ۶f ۵′ ( )

-1 (2 -2 (1

3 (4 2 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1398

، مقدار  کدام است؟160 fدر تابع با ضابطۀ  x =( ) ∣x∣ ⋅ x[ ]f  ۰ −′
− ( ) f  ۰′

+ ( )

صفر (2 -1 (1

2 (4 1 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1387
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خط به معادلۀ  در نقطۀ  بر نمودار تابع  مماس است. اگر  باشد،161

 کدام است؟

y = ۳x − ۵x = ۲y = g x( ) =
x→۱
lim

۲x − ۲
f x − f ۱( ) ( )

 

۳
۲

fog ۲( )′ ( )

2 (2 1 (1

4 (4 3 (3

از کشور 1398 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، مشترک اند. مقدار 162 ، در نقطۀ  خط مماس بر نمودارهای دو تابع با ضابطه های  و 

کدام است؟

f(x) =  

x − ۱
x + ۲

g(x) = ax +۲ bxx = ۲b

5 (2 4 (1

7 (4 6 (3

از کشور 1399 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

163
، در چند نقطه مشتق ناپذیر است؟ fتابع با ضابطۀ  x =( )  

x
 x − ۲x  ∣

∣ ۳
∣
∣

2 (2 1 (1

4 (4 3 (3

از کشور 1398 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

164
− مشتق عبارت  به ازای  کدام است؟  (

x
۱۶ ۳ x۲ )

۲

x = −۸

(2 (1

2 (4 1 (3

−۱ ۲
−۱

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1388

f(x)ماکزیمم مطلق تابع با ضابطۀ  کدام است؟165 =  

x − ۴x + ۴x + ۵۴ ۳ ۲

۱

(2 (1

(4 (3

 

۶
۱

 

۵
۱

 

۳
۱

 

۲
۱

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1385

166
، کدام است؟ f(x)مقدار ماکزیمم نسبی تابع با ضابطۀ  =  

x + ۱۲

x + ۲x − ۳۲

(2 (1

(4 (3

−۱ + ۵۱ + ۵

−۱ + ۳۱ + ۳

از کشور 1399 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 
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yبه ازای کدام مقدار m نمودار تابع  بر نیمساز ناحیۀ اوّل محورهای مختصات، مماس است؟167 = ۲x +۲ (m + ۱)x + m + ۶

4 و 12- (2 -4 (1

12 (4 4- و 12 (3

از کشور 1393 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

168
، کدام است؟ f(x)مقدار مشتق تابع با ضابطۀ  در نقطۀ  = ۳

 (
۳x + ۵
۲x − x۲

)
۲

x = −۲

4 (2 3 (1

6 (4 5 (3

از کشور 1399 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

f(x)تابع با ضابطۀ  از نظر اکسترمم نسبی کدام وضع را دارد؟169 = x −۴ ۶x +۲ ۸x

ماکسیمم نسبی (2 مینیمم نسبی (1

فاقد اکسترمم نسبی (4 مینیمم نسبی و ماکسیمم نسبی (3

از کشور 1390 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

170
xاگر تابع f در  مشتق پذیر و  باشد، آنگاه مشتق  در  کدام است؟ = ۴  =

x→۴
lim

x − ۴
f(x) + ۷

 

۲
−۳

 

x
f(۲x)

x = ۲

(2 (1

(4 (3

−  

۴
۱

−  

۲
۱

 

۴
۱

 

۲
۱

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1396

f(x)تابع با ضابطۀ  در نقطۀ  مشتق ندارد، مقدار  کدام است؟171 = ۱ + x∣ ∣x = αf  (α) −′
+ f  (α)′

−

(2 (1

تعریف نشده (4 1 (3

−۱
 

۲
۱

از کشور 1385 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

172
f(x)تابع با ضابطۀ  بر روی مجموعه اعداد حقیقی مشتق پذیر است.  کدام است؟ =  {

ax + bx ; x < ۱۳

۲  ; x ≥ ۱۴x − ۳b

1 (2 (1

2 (4 (3

 

۲
۱

 

۲
۳

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1392
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اگر  طول نقطۀ اکسترمم مطلق تابع  روی دامنۀ آن باشد و تابع در همسایگی آن نقطه تعریف شده باشد، الزاماً تابع  در نقطۀ173

، کدام وضعیت را دارد؟

cff

c

مشتق پذیر (2 پیوسته (1

اکسترمم نسبی (4 خط مماس افقی (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1388

174
f(x)برد تابع با ضابطۀ  کدام است؟ = (x + ∣x∣)  

x
۲ − x

(2 (1

(4 (3

(۰, ۱][۰, ۲]

[۱, ۲](۱, ۳)

از کشور 1392 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

175
، کدام است؟ fمشتق تابع  در نقطۀ  x =( ) x ۳

 

x + ۲
۳x + ۱

x = −۳

(2 (1

(4 (3

 

۳
۲

 

۴
۳

 

۳
۴

 

۲
۳

از کشور 1398 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

بیشترین مساحت زمینی مستطیل شکل که می توان توسط یک طناب، از زمینی که یک طرف آن رودخانه است محصور نمود، 176648

متر مربع است، طول طناب چند متر است؟

70 (2 68 (1

72 (4 71 (3

از کشور 1384 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 
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گزینه 1

گام اول

گام دوم

1

yمشتق تابع کسری  از رابطۀ زیر به دست می آید: =  g x( )
f x( )

y =  ⇒
g x( )
f x( )

y =′
 

g x۲ ( )
f x g x − g x f x′ ( ) ( ) ′ ( ) ( )

، مقدار  را حساب می کنیم (دلیل اینکه مقدار دقیق  ذکرنشده صفر ،  و  باتوجه به مشخص بودن مقادیر 

بودن  است).

y ۱′ ( )f ۱( )f ۱′ ( )g ۱( )g ۱′ ( )

f ۱( )

y ۱ =′ ( )  ⇒
g ۱۲ ( )

f ۱ g ۱ − g ۱ f ۱′ ( ) ( ) ′ ( ) ( )
۳ =  ⇒

g ۱۲ ( )
−۴ g ۱ − ۰( ) ( )

۳ =  ⇒
g ۱۲ ( )

−۴g ۱( )
۳ =  ⇒

g ۱( )
−۴

g ۱ =( ) −  

۳
۴

گزینه 3 2

نقطۀ  را بر روی منحنی  در نظر می گیریم. فاصلۀ مبدأ مختصات از نقطۀ A برابر است با:

برای مینیمم کردن فاصلۀ OA، ابتدا معادلۀ  را حل می کنیم:

، به ازای  به دست می آید: بنابراین کوتاه ترین فاصلۀ مبدأ مختصات از منحنی 

A(α,  )
α۲

۲
y =  

x۲

۲

OA =  =(α − ۰) + (  − ۰)۲
α۲

۲ ۲
 α +  

۲
α۴

۴

(OA)  =′
α ۰

(OA)  =′
α  

۲  α +  

۲
α۴

۴

۲α −  

α۸
۱۶α۳

(OA)  =′
α ۰ ⇒ ۲α −  =

α۵
۱۶

۰ ⇒ ۲α =  ⇒
α۵
۱۶

α =۶ ۸ ⇒ α =  ۲

y =  

x۲
۲

α =  ۲

(OA)  =min  =(  ) +  ۲
۲

(  )۲
۴

۴
 =۲ +  

۴
۴

 =۲ + ۱  ۳

پاسخنامه مشتق و کاربرد مشتقریاضی | آقای کنکور
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گزینه 1

گام اول

گام دوم

3

fطبق تعریف مشتق، حد خواسته شده مشتق تابع  در نقطۀ  است یعنی: x( )x = −۱

f −۱ =′ ( )   

h→۰
lim

h
f(−۱ + h) − f(−۱)

به ازای  عبارت  برابر صفر می شود و تابع  نیز در  پیوسته است؛ بنابراین برای

) مشتق گرفته، در تابع  ضرب کنیم و ، کافی است از عامل صفر شونده (عبارت  محاسبۀ مشتق در نقطۀ 

درنهایت مقدار آن را به ازای  به دست آوریم:

x = −۱x − x − ۲( ۲ )g(x) =  

۳ x − ۷x۲x = −۱
x = −۱x − x − ۲( ۲ )g(x)

x = −۱

x = −۱ : f x =′ ( ) ۲x − ۱  ⇒( ) ۳ x − ۷x۲ f −۱ =′ ( ) −۲ − ۱  =( )
۳

−۱ − ۷ −۱( )۲ ( ) −۳  =( ) ۳ ۸ −۳ × ۲ = −۶

گزینه 2

گام اول

گام دوم

4

، در معادلۀ آن به دست می آید. الف) عرض از مبدأ یک خط، به ازای جایگذاری 

ب) شیب خط مماس بر منحنی تابع در یک نقطه، برابر با مشتق تابع در آن نقطه است.

ج) معادلۀ خطی به شیب  که از نقطۀ  عبور می کند به صورت زیر است:

x = ۰

m(x  , y  )۱ ۱

y − y  =۱ m x − x  ( ۱)

ابتدا معادلۀ خط مماس را می نویسیم. طبق قسمت "ب" از گام اول، شیب این خط برابر است با:

بنابراین، طبق قسمت "ج" از گام اول، معادلۀ خط مماس در نقطۀ  برابر است با:

با جایگذاری  در معادلۀ خط مماس، داریم:

بنابراین عرض از مبدأ خط مماس بر منحنی، برابر  است.

y = ⇒ y =  x + ۳x۲ ′

۲  x + ۳x۲

۲x + ۳

y ۱ =  =  =  =  ⇒ m  =  

′ ( )
۲  ۱ + ۳
۲ + ۳

۲  ۴
۵

۲ × ۲
۵

۴
۵

مماس ۴
۵

x = ۱ ⇒ y =  =۱ + ۳  =۴ ۲ ⇒ y ۱ =( ) ۲

۱, ۲( )

y − y ۱ = y ۱ x − ۱ ⇒ y − ۲ =  x − ۱( ) ′ ( ) ( )
۴
۵

( )

⇒ y =  x − + ۲ ⇒ y =  x +  

۴
۵

۴
۵

۴
۵

۴
۳

x = ۰

x=۰
y =  ۰ +

۴
۵

( )  =
۴
۳

 

۴
۳

 

۴
۳
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گزینه 3

گام اول

گام دوم

5

الف) فرض کنیم c نقطۀ بحرانی تابع f باشد. همچنین فرض کنیم f بر بازۀ I شامل c پیوسته و بر این بازه به جز احتمالاً در c مشتق پذیر

باشد. در اینصورت c طول نقطۀ ماکزیمم نسبی تابع f است هرگاه  قبل از c مثبت و بعد از c منفی باشد.

ب) نقطۀ  را نقطۀ بحرانی تابع f گو�م هرگاه  یا  موجود نباشد.

f (x)′

c ∈ Dff (c) =′ ۰f (c)′

ابتدا با حل معادلۀ  طول نقاط بحرانی تابع را تع�ن می کنیم.

بنابراین طول نقطۀ ماکزیمم نسبی تابع برابر صفر است.

y = x +۴
 x −

۳
۴ ۳ ۴x ⇒۲ D = R

y =′ ۰

y" = ۴x +۳ ۴x −۲ ۸x  

y"=۰
۴x(x + ۲)(x − ۱) = ۰ ⇒    

⎩⎪
⎨
⎪⎧x = ۰

x = −۲
x = ۱
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گزینه 2

گام اول

گام دوم

6

الف) شیب دو خط موازی باهم برابر است.

ب) شیب خطی به معادلۀ  برابر  است.

ج) شیب خط مماس بر منحنی تابع در یک نقطه، برابر مشتق تابع در آن نقطه است.

y = ax + ba

ابتدا با استاندارد کردن معادلۀ خط داده شده، شیب آن را تع�ن می کنیم:

شیب خط مماس بر منحنی در نقطۀ  برابر شیب خط داده شده است، بنابراین:

 را به گونه ای پیدا می کنیم که معادلۀ  برقرار باشد. با جایگذاری گزینه ها، فقط به ازای  معادله برقرار

، حل معادلۀ مثلثاتی است. داریم: است. روش دیگر برای یافتن 

از بین گزینه ها  جواب معادله است.

۳y − ۲x = ۵ ⇒ ۳y = ۲x + ۵ ⇒ y =  x +
۳
۲

 ⇒
۳
۵

m =  

۳
۲

x۰

y =  ⇒
sin x

۱
y =′

 =
sin x۲

۰ − cos x
−  

sin x۲
cos x

x شیب خط مماس بر منحنی در نقطۀ  =۰ y x  =′ ( ۰) −  =
sin x  

۲
۰

cos x  ۰
 

۳
۲

x  ۰−  =
sin x  

۲
۰

cos x  ۰
 

۳
۲

x =۰  

۳
۲π

x۰

 =
sin x  

۲
۰

− cos x  ۰
 ⇒

۳
۲

−  =
۱ − cos x  

۲
۰

cos x  ۰
 ⇒

۳
۲

۲ − ۲cos x  =۲
۰ −۳ cos x  ⇒۰ ۲cos x  −۲

۰ ۳ cos x  −۰ ۲ = ۰

⇒    

⎩⎪
⎨
⎪⎧ cos x  =  =  = ۲ ۰غ ق ق ۴

۳ + ۵
۴
۸

cos x  =  = −  = −  ⇒ x  = ۲kπ ±  ۰ ۴
۳ − ۵

۴
۲

۲
۱

۰ ۳
۲π

x  =۰  

۳
۲π
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گزینه 3 7

روش اول:

حد داده شده را ساده کرده و سپس مقدار  را تع�ن می کنیم:

روش دوم: (فراتر از کتاب)

حد داده شده را با استفاده از قاعدۀ هوپیتال حل می کنیم:

k

 =
h→۰
lim

h
۲ ۲ + h + k ۲ + h − ۲k − ۸( )۲ ( )

۱۲ ⇒   =
h→۰
lim

h

۲ ۴ + ۴h + h + ۲k + kh − ۲k − ۸( ۲)
۱۲

⇒   =
h→۰
lim

h
۸ + ۸h + ۲h + kh − ۸۲

۱۲ ⇒   =
h→۰
lim

h
۲h + ۸h + kh۲

۱۲

⇒  ۲h +
h→۰
lim ۸ + k = ۱۲ ⇒ ۸ + k = ۱۲ ⇒ k = ۴

 =
h→۰
lim

h
۲ ۲ + h + k ۲ + h − ۲k − ۸( )۲ ( )

 

۰
۰

هوپیتال
  =

h→۰
lim

۱
۲ × ۲ ۱ ۲ + h + k( ) ( )

  =
h→۰
lim

۱
۸ + ۴h + k

۱۲ ⇒ ۸ + k = ۱۲ ⇒ k = ۴

گزینه 2 8

درصورتی که خط بر منحنی مماس باشد، معادلۀ تلاقی دو منحنی، ریشۀ مضاعف دارد:

برای به دست آوردن ریشۀ مضاعف،  قرار می دهیم:

   ⇒
y =  

x − ۲
x + a۲

y = −۳x + ۲⎭⎪
⎬
⎪⎫

 =
x − ۲
x + a۲

−۳x + ۲

⇒ x +۲ a = −۳x +۲ ۸x − ۴ ⇒ ۴x −۲ ۸x + (a + ۴) = ۰

Δ = ۰

Δ = ۰ ⇒ (−۸) −۲ ۴(۴)(a + ۴) = ۰ ⇒ ۶۴ − ۱۶a − ۶۴ = ۰ ⇒ a = ۰

گزینه 1 9

پس  است.

f(x) =    

⎩
⎨
⎧

 ; ۰ ≤ x < ۴x + ۶x۲

 (x − ۹x) ; ۴ ≤ x < ۸[
۴
x

] ۲

۲ < ۴ ⇒ f(x) =  ⇒ f (x) =  =  (I)x + ۶x۲ ′

۲  x + ۶x۲

۲x + ۶
 x + ۶x۲

x + ۳

۵ > ۴ ⇒ f(x) =  (x − ۹x) ,  = ۱ ⇒ f (x) = ۲x − ۹ (II)[
۴
x

] ۲ [
۴
۵

] ′

 f (۲) =  

(I) ′

۴
۵

 f (۵) = ۱(II) ′

f (۲) −′ f (۵) =′
 

۴
۱
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گزینه 2 10

نقطۀ  اکسترمم نسبی تابع  است پس مختصات این نقطه در ضابطۀ تابع  صدق می کند:

می دانیم هر نقطۀ اکسترمم نسبی، یک نقطۀ بحرانی تابع است بنابراین  در معادلۀ  صدق می کند یعنی 

است:

با جایگذاری رابطۀ  در رابطۀ  داریم:

بنابراین:

، نوع اکسترمم نسبی تابع  را مشخص می کنیم: اکنون با تع�ن علامت تابع 

، نقطۀ  ماکزیمم نسبی تابع  است. بنابراین به ازای 

(۱, −۲)f(x)f(x)

f(x) =  +
x
a

bx  

۲ x=۱ , y=−۲
−۲ = a + b (I)

x = ۱f (x) =′ ۰f (۱) =′ ۰

f (x) =′ −  +
x۲
a

۲bx  

f (۱)=۰′

−a + ۲b = ۰ ⇒ a = ۲b (II)

(II)(I)

a + b = −۲  

a=۲b
۲b + b = −۲ ⇒ ۳b = −۲ ⇒ b =  

۳
−۲

a=۲b
a = −  

۳
۴

f(x) = −  −
۳x
۴

 x , f (x) =
۳
۲ ۲ ′

 −
۳x۲
۴

 x
۳
۴

f (x)′f(x)

a = −  

۳
۴

(۱, −۲)f(x)

گزینه 2

گام اول

گام دوم

11

f(x)fتابع  روی یک بازه صعودی است هرگاه تابع روی این بازه پیوسته و  باشد. (x) >′ ۰

تابع  در تمام نقاط  به جز دو نقطۀ  و  تعریف شده است. داریم:

، مثبت است؛ بنابراین کافی است بازه ای را انتخاب کنیم که هیچ کدام از دو مقدار تابع  به ازای تمام نقاط عضو دامنۀ تعریف تابع 

 درون بازه نباشد، باتوجه به گزینه ها، نمودار تابع روی بازۀ  صعودی است.

۱ − x =۲ ۰ ⇒ x =۲ ۱ ⇒ x = ±۱

f(x)Rx = ۱x = −۱

y =  ⇒
۱ − x۲

x
y =′

 =
(۱ − x )۲ ۲

(۱ − x ) − (−۲x)x۲
 

(۱ − x )۲ ۲
x + ۱۲

y′y

x = ±۱(−∞, −۲)
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گزینه 2

گام اول

گام دوم

12

الف) معادلۀ خط گذرا از دو نقطۀ  و  به صورت زیر است:

ب) شیب خط مماس بر منحنی در یک نقطه، برابر مشتق تابع در آن نقطه است.

ج) خط در نقطۀ  بر منحنی مماس است بنابراین مختصات این نقطه در معادلۀ خط و منحنی صدق می کند.

x  , y  ( ۱ ۱)x  , y  ( ۲ ۲)

y − y  =۱  (x −
x  − x  ۲ ۱

y  − y  ۲ ۱ x  )۱

x = ۳

ابتدا معادلۀ خط گذرا از دو نقطۀ  و  را به دست می آوریم:

طبق قسمت ج از گام اول داریم:

باتوجه به قسمت ب از گام اول  است. اکنون با دو روش حاصل حد داده شده را به دست می آوریم.

روش اول:

 

روش دوم: (فراتر از کتاب)

برای رفع ابهام از قاعدۀ هوپیتال استفاده می کنیم:

A ۱, ۲( )B −۱, ۳( )

m =AB  =
x  − x  B A

y  − y  B A
 =

−۱ − ۱
۳ − ۲

 =
−۲
۱

−  

۲
۱

y − y  =A m  x − x  ⇒AB ( A) y − ۲ = −  x − ۱ ⇒
۲
۱

( ) y = −  x +
۲
۱

 

۲
۵

f(۳) = y(۳) = −  (۳) +
۲
۱

 =
۲
۵

−  +
۲
۳

=
۲
۵

۱ ⇒ f(۳) = ۱

f ۳ =′ ( )  ۲
−۱

 =
x→۳
lim

۳ − x
f x + ۴f x − ۵۲ ( ) ( )

 −
x→۳
lim  =

x − ۳
f x + ۵ f x − ۱( ( ) ) ( ( ) )

 −
x→۳
lim f x + ۵  ( ( ) )

x − ۳
f x − f ۳( ( ) ( ))

=  −
x→۳
lim f x + ۵ f ۳ =( ( ) ) ( ′ ( )) − f ۳ + ۵ f ۳ =( ( ) ) ′ ( ) −۶ −  =(

۲
۱

) ۳

 =
x→۳
lim

۳ − x
f x + ۴f x − ۵۲ ( ) ( )

 =
۳ − ۳

f ۳ + ۴f ۳ − ۵۲ ( ) ( )
 =

۳ − ۳
۱ + ۴ − ۵

 

۰
۰

 =
x→۳
lim

۳ − x
f x + ۴f x − ۵۲ ( ) ( )

  =
x→۳
lim

−۱
۲f x f x + ۴f x′ ( ) ( ) ′ ( )

 

−۱
۲f ۳ f ۳ + ۴f ۳′ ( ) ( ) ′ ( )

=  =
−۱

۲ −  ۱ + ۴ −  ( ۲
۱ ) ( ) ( ۲

۱ )
 =

−۱
−۱ − ۲

 =
−۱
−۳

۳

www.konkur.in

forum.konkur.in
@jozveh_nub



8لرنیتو 1399 /106

گزینه 1 13

f(x)xحد داده شده برابر مشتق تابع  در  است، بنابراین مشتق تابع را در  به دست می آوریم. = ۲x = ۲

 =
x→۲
lim

x − ۲
f(x) − f(۲)

f (۲)′

f (x) =′ ۳  ×(  

۲x − ۳
x + ۲

)

۲

(  ) ⇒
۲  (۲x − ۳) ۲x−۳

x+۲ ۲

−۷
f (۲) =′ ۱۲ ×  =

۲ ×  (۴ − ۳) ۴−۳
۲+۲ ۲

−۷
−۲۱

گزینه 1 14

هنگامی که  باشد، مخرج کسر صفر می شود؛ درنتیجه باید صورت کسر در این حالت صفر شود تا حالت  ایجاد شود که بعد از

رفع ابهام حاصل حد، عددی غیرصفر باشد:

در اینجا برای رفع ابهام  از هوپیتال استفاده می کنیم:

x = ۱ 

۰
۰

  =  ⇒  − ۲ = ۰ ⇒ a + b = ۴
x→۱
lim

x − ۱۲
 − ۲ax + b

۲
۳

a + b

 

۰
۰

HOP :   =  ⇒  =   a = ۱۲ ⇒ b = −۸
x→۱
lim

۲x

 

۲  ax + b

a

۲
۳

۴  a + b

a
۲
۳ a+b=۴
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گزینه 1

گام اول

گام دوم

15

الف) می دانیم وقتی  هم ارزی زیر برقرار است:

ب) صورت و مخرج کسر، یک عبارت چندجمله ای است و حاصل حد تابع در بی نهایت برابر با یک عدد ثابت  شده است؛ بنابراین

بزرگ ترین درجۀ صورت و بزرگ ترین درجۀ مخرج کسر باهم برابر است.

x → ∞

  ∣x +ax + bx + c۲
x→∞
∼   a  ∣

۲a
b

باتوجه به قسمت (الف) از گام اول، عبارت رادیکالی مخرج کسر را ساده می کنیم:

(دقت کنید که چون  بود، قرینۀ عبارت درون قدر مطلق از آن خارج شد)

باتوجه به قسمت (ب) از گام اول،  است. داریم:

بنابراین ضابطۀ تابع  برابر است با:

اکنون حاصل حد تابع  را وقتی  به دست می آوریم.

با دو روش می توان ابهام به وجودآمده را رفع کرد.

روش اول:

با به کاربردن قاعدۀ هوپیتال داریم:

روش دوم:

  ∣x +۴x + ۱۵x۲
x→−∞

∼   ۴  ∣ =
۸
۱۵

−۲(x +  )
۸
۱۵

x → −∞

n = ۱

f(x) =   =   

x→−∞
lim

x→−∞
lim

۳x − (−۲(x +  ))
۸
۱۵

ax + ۱۵
x→−∞
lim

۳x + ۲x +  

۴
۱۵

ax + ۱۵

=   =   =
x→−∞
lim

۵x +
۴
۱۵

ax + ۱۵
x→−∞
lim

۵x
ax

۵
a

f(x) = −۱ ⇒  = −۱ ⇒ a = −۵
x→−∞
lim

۵
a

f(x)

f(x) =  

۳x −  ۴x + ۱۵x۲

−۵x + ۱۵

f(x)x → ۳

f(x) =   =  

x→۳
lim

x→۳
lim

۳x −  ۴x + ۱۵x۲

−۵x + ۱۵
۰
۰

 =   =  

x→۳
lim

۳x −  ۴x + ۱۵x۲

−۵x + ۱۵
x→۳
lim

۳ −  

۲  ۴x + ۱۵x۲

۸x + ۱۵
−۵

۳ −  

۲  ۳۶ + ۴۵
۲۴ + ۱۵
−۵

=  =  =  = −۶ ⇒  f(x) = −۶
۳ −  

۱۸
۳۹

−۵

 

۱۸
۱۵
−۵

 

۶
۵

−۵
x→۳
lim
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با ضرب صورت و مخرج در مزدوج مخرج، داریم:

 ×  =   

x→۳
lim

۳x −  ۴x + ۱۵x۲

−۵x + ۱۵
۳x +  ۴x + ۱۵x۲

۳x +  ۴x + ۱۵x۲

x→۳
lim

۹x − ۴x − ۱۵x۲ ۲

−۵(x − ۳)(۳x +  )۴x + ۱۵x۲

=   =  −  = −  = −  = −۶
x→۳
lim

۵x(x − ۳)
−۵(x − ۳)(۳x +  )۴x + ۱۵x۲

x→۳
lim

x
۳x +  ۴x + ۱۵x۲

۳
۹ + ۹

۳
۱۸

گزینه 3 16

،  و  می شود. =  با توجه به عبارت 
h→۰
lim

h
f(۲ + h) − ۹

 

۲
۳

f(۲) = ۹f (۲) =′
 

۲
۳

g(x) = x ⇒ g (x) =  + x  ⇒ g (۲) =  + ۲  f(x) ′ f(x)
۲  f(x)

f (x)′
′ f(۲)

۲  f(۲)

f (۲)′

⇒ g (۲) =  + ۲ ×  = ۳ +  = ۳/۵′ ۹
۲  ۹

 ۲
۳

۲
۱

گزینه 3 17

نقطۀ  روی منحنی  را رأس چهارم مستطیل در نظر می گیریم، پس این رأس دارای مختصات

 است. با رسم شکلی ساده، مستطیل ایجادشده را مشخص می کنیم.

مساحت این مستطیل برابر است با:

بنابراین بیشترین مساحت مستطیل به ازای  به دست می آید:

A(x, y)y = (x − ۲)۲

A(x, (x − ۲) )۲

S = xy  

y  =(x−۲)A
۲

S = x(x − ۲) ; ۰ <۲ x < ۲

S  =′
x (x − ۲) +۲ ۲x(x − ۲) = (x − ۲)(x − ۲ + ۲x) = (x − ۲)(۳x − ۲)

S  =′
x ۰ ⇒ (x − ۲)(۳x − ۲) = ۰  

x  =۲�
۳x − ۲ = ۰ ⇒ x =  

۳
۲

x =  

۳
۲

S  =max x(x − ۲) =۲ (  )(  − ۲) =
۳
۲

۳
۲ ۲

 (−  ) =
۳
۲

۳
۴ ۲

 ×
۳
۲

 =
۹
۱۶

 

۲۷
۳۲
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گزینه 4 18

ابتدا وضعیت یکنوایی دو تابع  و  را روی دامنۀ تعریف آن ها بررسی می کنیم. داریم:

تابع  همواره صعودی است بنابراین کمترین مقدار تابع  به ازای کمترین مقدار تابع  به دست می آید، پس می توان

نوشت:

f(x)g(x)

f(x) = x −۲ ۲x + ۴ , D  =f R

f (x) =′ ۲x − ۲ , f (x) =′ ۰ ⇒ ۲x = ۲ ⇒ x = ۱

f(۱) = ۱ −۲ ۲(۱) + ۴ = ۱ − ۲ + ۴ = ۳ ⇒ f(x) ≥ ۳

g(x) = x +۳ x , D  =g R

g (x) =′ ۳x +۲ ۱ > ۰

g(x)goff(x)

f(x) ≥ ۳ ⇒ g(f(x)) ≥ g(۳)

⇒ (gof)  =min g(۳) = ۳ +۳ ۳ = ۲۷ + ۳ = ۳۰

گزینه 2 19

xباتوجه به اینکه ضابطۀ تابع شامل جزء صحیح است، وقتی  داریم: → (−۳)+

x → (−۳) ⇒+ x > −۳ ⇒ [x] = −۳, ∣x∣ = −x

⇒ f(x) = (−۳ + x)  =۳ ۹x (x − ۳)  

۳ ۹x

⇒ f (x) =′
 +۳ ۹x  (x −

۳  

۳ ۸۱x۲

۹
۳)

⇒ f  (−۳) =′
+  +۳ −۲۷  (−۶) =

۳  

۳ ۷۲۹
۹

−۳ +  (−۶) =
۳ × ۹

۹
−۳ − ۲ = −۵
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گزینه 4 20

، ریشه های سادۀ دو معادلۀ  و  هرگاه  یک تابع چندجمله ای باشد آنگاه نقاط بحرانی تابع 

خواهد بود.  

همچنین تابع در ابتدا و انتهای بازۀ  نیز بحرانی است، بنابراین تابع  روی بازۀ  دارای شش نقطۀ

،  و  و  است   ،  ، بحرانی 

f(x)y = ∣f(x)∣f(x) = ۰f (x) =′ ۰

f(x) = ∣x −۳ x∣  

f (x)=۰
x −۳ x = ۰ ⇒ x(x −۲ ۱) = ۰ ⇒ x = ۰, x = ۱, x = −۱

f (x) =   ۳x − ۱ = ۰ ⇒ ۳x = ۱′

∣x − x∣۳
(۳x − ۱)(x − x)۲ ۳

f (x)=۰′
۲ ۲

⇒ x =  ⇒ x =  , x = −۲

۳
۱

۳
 ۳

۳
۳

[−۱, ۲]f(x) = ∣x −۳ x∣[−۱, ۲]

x = ۰x = ۱x =  

۳
 ۳

x = −  

۳
 ۳

x = −۱x = ۲

گزینه 3 21

، برای یافتن حاصل حد کافی است بزرگ ترین جملۀ صورت را بر صورت و مخرج کسر یک عبارت چندجمله ای است. چون 

بزرگ ترین جملۀ مخرج تقسیم کنیم؛ بنابراین داریم:

برای رفع ابهام، از قاعدۀ هوپیتال استفاده می کنیم:

x → +∞

 =   = −a = ۳ ⇒ a = −۳
x→+∞
lim

۱ − x +  x + ۱
ax + ۹

x→+∞
lim

−x
ax

⇒ f(x) =  

۱ − x +  x + ۱
−۳x + ۹

 =  

x→۳
lim

۱ − x +  x + ۱
−۳x + ۹

۰
۰

f(x) =   =   =  = −  = ۴
x→۳
lim

x→۳
lim

۱ − x +  x + ۱
−۳x + ۹

x→۳
lim

−۱ +  

۲  x + ۱
۱

−۳

−۱ +  

۲  ۴
۱

−۳

−  

۴
۳

۳

www.konkur.in

forum.konkur.in
@jozveh_nub



13/106لرنیتو 1399

گزینه 4 22

ابتدا تابع را ساده می کنیم:

سپس مشتق می گیریم:

f(x) =  =(
x − x۲

 

۳ x + ۲x۲
)

۳

 

(x − x)۲ ۳
x + ۲x۲

f (x) =′
 

(x − x)۲ ۶
(x + ۲x) (x − x) − ((x − x) ) (x + ۲x)۲ ′ ۲ ۳ ۲ ۳ ′ ۲

=  

(x − x)۲ ۶
(۲x + ۲)(x − x) − (۳(۲x − ۱)(x − x) )(x + ۲x)۲ ۳ ۲ ۲ ۲

f (۲) =′
 =

  

۸
۶۴

۶ ×  − ۳ × ۳ × ۴ ×  ۸ ۸
−  

۴
۱۵

گزینه 4 23

روش اول: رسم نمودار تابع

یکی از راه های تشخیص نقاط مشتق ناپذیر، رسم نمودار توابع است. دقت کنید که نقاط زاویه دار، بازگشتی، دارای مماس قائم و ... در

نمودار تابع، نقاط مشتق ناپذیر تابع محسوب می شوند.

، نقاط زاویه دار بوده و تابع در این نقاط مشتق ناپذیر است. باتوجه به نمودار، سه نقطه به طول های 

روش دوم: تع�ن ریشه های ساده عبارت های داخل قدر مطلق

تابع در ریشه های سادۀ عبارت داخل قدر مطلق نیز مشتق ناپذیر است. این تابع دو عبارت قدر مطلقی دارد؛ یکی  و دیگری 

. ریشه ها را تع�ن می کنیم:

تابع در سه نقطۀ  مشتق ناپذیر است.

x = ۱, x = ۰, x = −۱

∣x∣∣∣x∣ − ۱∣

۱)∣x∣ : x = ۰

۲)∣∣x∣ − ۱∣ : ∣x∣ − ۱ = ۰ ⇒ ∣x∣ = ۱ ⇒ x = ±۱

x = ۱, x = ۰, x = −۱
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گزینه 2 24

، ابتدا نقاط بحرانی تابع  را روی این بازه یافته و مقدار تابع برای یافتن بیشترین و کمترین مقدار تابع پیوستۀ  روی بازۀ 

، نقاطی است که  باشد یا  تعریف نشده باشد. را در این نقاط به دست می آوریم. می دانیم نقاط بحرانی تابع 

داریم:

چون  پس تنها نقطۀ  قابل قبول است؛ همچنین نقاط ابتدا و انتهای بازه هم بحرانی اند. بنابراین داریم:

بیشترین مقدار تابع  برابر  و کمترین مقدار آن برابر  است. این دو مقدار قرینۀ یکدیگرند؛ پس:

f(x)[۱, ۳]f(x)

f(x)f (x) =′ ۰f (x)′

f(x) = x −۳ ۳x +۲ k ⇒ f (x) =′ ۳x −۲ ۶x = ۳x(x − ۲) = ۰ ⇒ x = ۰, x = ۲

۰ ∈ / [۱, ۳]x = ۲

f(۱) = ۱ − ۳ + k = k − ۲

f(۲) = ۸ − ۱۲ + k = k − ۴

f(۳) = ۲۷ − ۲۷ + k = k

f(x)kk − ۴

k = −(k − ۴) ⇒ k = −k + ۴ ⇒ ۲k = ۴ ⇒ k = ۲

گزینه 2

گام اول

گام دوم

25

خط بر یک منحنی مماس است درصورتی که معادلۀ تلاقی آن ها ریشۀ مضاعف داشته باشد.

با مساوی قرار دادن معادلۀ خط و منحنی، معادلۀ تلاقی آن ها را به دست می آوریم:

می دانیم معادلۀ درجه دو در صورتی ریشۀ مضاعف دارد که  شود:

۲x −۲ x + a = −۱ ⇒ ۲x −۲ x + a + ۱ = ۰

Δ = ۰

Δ = −۱ − ۴ ۲ a + ۱ = ۰ ⇒ ۱ − ۸ a + ۱ = ۰( )۲ ( ) ( ) ( )

⇒ ۸ a + ۱ = ۱ ⇒ a + ۱ =  ⇒ a = −  ( )
۸
۱

۸
۷

www.konkur.in

forum.konkur.in
@jozveh_nub



15/106لرنیتو 1399

گزینه 2 26

،  و  به صورت زیر در نظر می گیریم. مثلث قائم الزاویه ای با طول اضلاع 

بر اساس اطلاعات صورت سؤال داریم:

ازطرفی طبق رابطۀ فیثاغورس داریم:

اکنون مساحت مثلث را به صورت تابعی برحسب x می نویسیم:

برای بهینه کردن مساحت، معادلۀ  را حل می کنیم:

بنابراین بیشترین مساحت مثلث قائم الزاویه با مشخصات داده شده برابر است با:

xyz

x + z = ۶ ⇒ z = ۶ − x

x +۲ y =۲ z۲ z=۶−x
x +۲ y =۲ (۶ − x) ⇒۲ x +۲ y =۲ x −۲ ۱۲x + ۳۶

⇒ y =۲ ۳۶ − ۱۲x ⇒ y =  ⇒۳۶ − ۱۲x y = ۲  ۹ − ۳x

S =  xy =
۲
۱

 x(۲  ) =
۲
۱

۹ − ۳x x ۹ − ۳x

S  =′
x ۰

S  =′
x  −۹ − ۳x  =

۲  ۹ − ۳x

۳x
 =

۲  ۹ − ۳x

۲(۹ − ۳x) − ۳x
 

۲  ۹ − ۳x

۱۸ − ۹x

S  =′
x ۰ ⇒ ۱۸ − ۹x = ۰ ⇒ x = ۲

y=۲  ۹−۳x
y = ۲  =۹ − ۶ ۲  ۳

S  =max  xy =
۲
۱

 ×
۲
۱

۲ × ۲  =۳ ۲  ۳
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گزینه 2 27

برای یافتن ماکزیمم و مینیمم مطلق یک تابع پیوسته، مقدار تابع را در نقاط بحرانی آن می یابیم. نقطۀ بحرانی تابع، نقاطی از دامنۀ

تعریف آن است که به ازای آن ها  یا  موجود نباشد.

، پس مقدار تابع را به ازای  محاسبه و باهم مقایسه می کنیم. چون 

باتوجه به مقادیر به دست آمده، بیشترین مقدار تابع  است.

f (x) =′ ۰f (x)′

y = x −۳ ۳x −۲ ۹x + ۵ ⇒ y =′ ۳x −۲ ۶x − ۹

y =′ ۰ ⇒ ۳(x −۲ ۲x − ۳) = ۳(x − ۳)(x + ۱) = ۰ ⇒  {
x − ۳ = ۰ ⇒ x = ۳
x + ۱ = ۰ ⇒ x = −۱

۳ ∈ / [−۲, ۲]x = −۱, −۲, ۲

f(−۱) = −۱ − ۳ + ۹ + ۵ = ۱۰

f(۲) = ۸ − ۱۲ − ۱۸ + ۵ = −۱۷

f(−۲) = −۸ − ۱۲ + ۱۸ + ۵ = ۳

y = ۱۰

گزینه 3 28

   برابر  است، بنابراین برای به دست آوردن  کافی است  را محاسبه کنیم:

x→۴
lim

x − ۴
f(x) − f(۴)

f (۴)′
  

x→۴
lim

x − ۴
f x − f ۴( ) ( )

f (۴)′

f(x) =  ⇒
۵ − ۲x
۱ +  x

f (x) =′
 

(۵ − ۲x)۲

 (۵ − ۲x) + ۲(۱ +  )
۲  x

۱
x

⇒ f (۴) =′ =
(۵ − ۸)۲

 (۵ − ۸) + ۲(۱ + ۲)
۴
۱

 =
۹

−  + ۶
۴
۳

=
۳۶
۲۱

 

۱۲
۷
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گزینه 4

گام اول

گام دوم

29

مشتق تابع  در نقطۀ  موجود است هرگاه:

اولاً تابع در این نقطه پیوسته باشد.

ثانیاً مشتق چپ و راست تابع در این نقطه موجود و برابر باشند.

f x( )x = ۱

: بررسی شرط پیوستگی در نقطۀ 

: بررسی شرط مشتق پذیری در نقطۀ 

با جایگذاری در رابطۀ  داریم:

x = ۱

f x =
x→۱+
lim ( )  f x =

x→۱−
lim ( ) f ۱ ⇒( )  =۳ ۲ + ۶( )۲ a + b ⇒  =۳ ۸۲ a + b ⇒ a + b = ۴ (I)

x = ۱

f x =( )    ⇒
⎩
⎨
⎧

 ; x > ۱۳ ۲x + ۶( )۲

ax + b ; x ≤ ۱
f x =( )  { ۲x + ۶ ; x > ۱( )  ۳

۲

ax + b ; x ≤ ۱

f x =′ ( )    ⇒
⎩
⎨
⎧۲ ×  × ۲x + ۶ ; x > ۱

۳
۲

( )−  ۳
۱

a ; x < ۱
f x =′ ( )   

⎩
⎨
⎧

 ×  ; x > ۱
۳
۴

 

۳ ۲x + ۶
۱

a ; x < ۱

f  ۱ =′
+ ( ) f  ۱ ⇒′

− ( )  ×
۳
۴

 =
 

۳ ۲ + ۶
۱

a ⇒ a =  ×
۳
۴

 =
۲
۱

 

۳
۲

(I)

a + b = ۴  

a=  ۳
۲

 +
۳
۲

b = ۴ ⇒ b = ۴ −  =
۳
۲

 

۳
۱۰

گزینه 2 30

خط  بر نمودار تابع  در نقطه ای مماس می شود که شیب خط مماس برابر با 5 باشد.

پس خط در نقطه ای به طول 2 بر تابع مماس است. به علاوه خط و تابع در این نقطه برخورد دارند. اگر  را در تابع قرار دهیم

داریم:

نقطۀ تماس در معادلۀ خط مماس باید صدق کند:

y = ۵x + ay = ۲x −۲ ۳x + ۶

y = ۲x −۲ ۳x + ۶ ⇒ شیب خط مماس = مشتق ⇒ ۴x − ۳ = ۵ ⇒ x = ۲

x = ۲

y(۲) = ۲(۲) −۲ ۳(۲) + ۶ = ۸ − ۶ + ۶ = ۸ ⇒ نقطۀ تماس (۲, ۸)

y = ۵x + a  

(۲,۸)
۸ = ۵(۲) + a ⇒ a = −۲
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، ابتدا بازۀ  را به زیربازه های کوچک تر تقسیم کرده و ضابطۀ تابع را روی هر باتوجه به وجود عبارت  در ضابطۀ تابع 

زیربازه مشخص می کنیم.

باتوجه به اینکه ضابطۀ تابع  در بازۀ  به صورت خط افقی  است پس هر  می تواند یک نقطۀ بحرانی تابع

 باشد، همچنین نقاط ابتدا و انتهای بازۀ  یعنی  نیز بحرانی هستند. بنابراین تابع  در بازۀ  دارای

بی شمار نقطۀ بحرانی است.

[x]f(x)[−۱, ۲]

−۱ ≤ x < ۰ ⇒ [x] = −۱ ⇒ f(x) = − sinπx

۰ ≤ x < ۱ ⇒ [x] = ۰ ⇒ f(x) = ۰

۱ ≤ x < ۲ ⇒ [x] = ۱ ⇒ f(x) = sinπx

x = ۲ ⇒ [x] = ۲ ⇒ f(x) = ۲ sinπx

f(x)[۰, ۱]y = ۰x ∈ [۰, ۱]
f(x)[−۱, ۲]x = −۱, ۲f(x)[−۱, ۲]

گزینه 4
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الف) آهنگ لحظه ای تغ�ر تابع در نقطۀ  برابر  است.

ب) آهنگ متوسط تغ�ر تابع از  تا  چنین تعریف می شود:

x = af a′ ( )

x۱x۲

 =
Δx
Δf

 

x  − x  ۲ ۱

f x  − f x  ( ۲) ( ۱)

، پس ابتدا ضابطۀ  را تع�ن و سپس  را محاسبه آهنگ لحظه ای در نقطۀ  یعنی محاسبۀ 

می کنیم.

آهنگ متوسط تغ�ر تابع از  تا  برابر است با:

مقدار آهنگ متوسط و آهنگ لحظه ای در موارد خواسته شده برابر شد، پس تفاضل آن ها برابر صفر است.

a +  

۲
h

f a +  

′ (
۲
h

)f x′ ( )f a +  

′ (
۲
h

)

f x =( ) ۳x +۲ ۴x − ۲ ⇒ f x =′ ( ) ۶x + ۴

a + آهنگ لحظه ای تغ�ر در  =
۲
h

f a +  =′ (
۲
h

) ۶ a +  +(
۲
h

) ۴ = ۶a + ۳h + ۴

aa + h

 =
Δx
Δf

 =
a + h − a

f a + h − f a( ) ( )
 

h
f a + h − f a( ) ( )

=  

h

۳ a + h + ۴ a + h − ۲ − ۳a + ۴a − ۲[ ( )۲ ( ) ] ( ۲ )

=  =
h

۳a + ۶ah + ۳h + ۴a + ۴h − ۲ − ۳a − ۴a + ۲۲ ۲ ۲
 =

h
۶ah + ۳h + ۴h۲

۶a + ۳h + ۴
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به ازای هر  داریم:

بنابراین مینیمم مطلق تابع  بر روی  برابر صفر است.

x ∈ R

x ≥۲ ۰ ⇒ −۳x ≤۲ ۰ ⇒ x −۳ ۳x ≤۲ x  

۳ ریشۀ سوم
 ≤۳ x − ۳x۳ ۲

 

۳
x۳

⇒  ≤۳ x − ۳x۳ ۲ x ⇒ x −  ≥۳ x − ۳x۳ ۲ ۰

f(x)R

گزینه 1 34

f(x) =
x→۲+
lim   =

x→۲+
lim

x − x − ۶۳
x − [x]

   

x→۲
lim

x − x − ۶۳
x − ۲ HOP

  =
x→۲
lim

x − x − ۶۳
x − ۲

  =
x→۲
lim

۳x − ۱۲
۱

 =
۱۲ − ۱

۱
 

۱۱
۱

f(۲) = a ⇒ a =  

۱۱
۱

گزینه 4 35

 

 بیشترین شیب مماس، ماکزیمم مقدار مشتق است که در رأس سهمی  اتفاق می افتد.

f(x) = −  x +
۳
۱ ۳ ۲x −۲ x ⇒ f (x) =′ −x +۲ ۴x − ۱

−x +۲ ۴x − ۱

x =  =  = ۲ , f(۲) =  ⇒ A ۲,max ۲a
−b

۲(−۱)
−۴

۳
۱۰

(
۳
۱۰

)

شیب خط مماس : m = f (۲) = −۴ + ۸ − ۱ = ۳′

معادلۀ خط مماس : y −  = ۳ x − ۲  y =  − ۶ = عرض از مبدأ 
۳
۱۰

( )
x=۰

۳
۱۰

۳
−۸

گزینه 3 36

ازآنجایی که  است، پس:

، داریم  و درنتیجه: با فرض 

بنابراین کمترین مقدار تابع  است.

۱ − cos x =۲ sin x۲

f(x) = sin x −۲ sin x

sin x = t−۱ ≤ t ≤ ۱

y = t −۲ t , −۱ ≤ t ≤ ۱

y =′ ۲t − ۱ = ۰ ⇒ t =  

۲
۱

y(۱) = ۰ , y(−۱) = ۲ , y(  ) =
۲
۱

 

۴
−۱

 

۴
−۱
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مثلث قائم الزاویه ای با طول اضلاع قائم x و y، به صورت زیر در نظر می گیریم. طبق رابطۀ فیثاغورس داریم:

، مشتق آن را مساوی صفر قرار می دهیم. برای یافتن ماکزیمم مقدار تابع 

بنابراین:

x +۲ y =۲ (۵  ) ⇒۲
۲

x +۲ y =۲ ۵۰

⇒ y =۲ ۵۰ − x ⇒۲ y =  ۵۰ − x۲

⇒ f = ۳x + ۴y = ۳x + ۴  ۵۰ − x۲

f(x) = ۳x + ۴ ۵۰ − x۲

f (x) =′ ۳ + ۴(  ) =
۲  ۵۰ − x۲

−۲x
۳ −  

 ۵۰ − x۲

۴x

f (x) =′ ۰ ⇒ ۳ =  ⇒
 ۵۰ − x۲

۴x
۳  =۵۰ − x۲ ۴x  

x>۰

۲ به توان
۹(۵۰ − x ) =۲ ۱۶x۲

⇒ ۴۵۰ − ۹x =۲ ۱۶x ⇒۲ ۲۵x =۲ ۴۵۰ ⇒ x =۲ ۱۸ ⇒ x =  ۱۸

y =  =۵۰ − x۲
 =۵۰ − ۱۸  =۳۲ ۴  ۲

f  =max ۳x + ۴y = ۳(۳  ) +۲ ۴(۴  ) =۲ ۹  +۲ ۱۶  =۲ ۲۵  ۲

گزینه 1 38

می دانیم به ازای  همواره  است؛ ازطرفی به ازای هر x،  است بنابراین به ازای  نامساوی

 برقرار است.

، ماکزیمم مقدار تابع  برابر صفر می دانیم بیشترین مقدار یک عبارت نامثبت برابر صفر است، بنابراین در بازۀ  به ازای 

خواهد بود.

−۱ ≤ x ≤ ۱cos x > ۰∣x∣ ≥ ۰x ∈ [−۱, ۱]
−∣x∣ cos x ≤ ۰

[−۱, ۱]x = ۰f(x)
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الف) تابع  بر روی مجموعۀ  مشتق پذیر است هرگاه در تمام نقاط این مجموعه مشتق پذیر باشد.

ب) تابع  در یک نقطه مشتق پذیر است درصورتی که اولاً در این نقطه پیوسته باشد، ثانیاً مشتق راست و چپ تابع در این نقطه،

موجود و باهم برابر باشند.

f x( )R
f x( )

تابع  به ازای نقاط  و  پیوسته و مشتق پذیر است. کافی است پیوستگی و مشتق پذیری تابع را در نقطۀ 

بررسی کنیم. با بررسی این دو شرط، مقادیر  و  را می یابیم. 

بررسی شرط پیوستگی:

بررسی شرط مشتق پذیری:

دو رابطۀ  و  را به صورت یک دستگاه دو معادله و دو مجهولی حل می کنیم:

 

f x( )x > ۱x < ۱x = ۱
ab

   

 f(x) =   =  = ۲
x→۱+
lim

x→۱+
lim

x
۲  x

۱
۲ × ۱

 f(x) =  ax + bx = a + b
x→۱−
lim

x→۱−
lim ۲

f(۱) =  = ۲
۱

۲ × ۱ ⎭⎪⎪
⎪
⎬
⎪⎪
⎪⎫

 f x =  f x =f ۱
x→۱+
lim ( )

x→۱−
lim ( ) ( )

a + b = ۲ I( )

f x =′ ( )  { −x ; x > ۱−  ۲
۳

۲ax + b ; x < ۱

  

f  ۱ = − ۱ = −۱′
+ ( ) ( )−  ۲

۳

f  ۱ = ۲a + b′
− ( )

}
f  ۱ =f  ۱′

+( ) ′
−( ) ۲a + b = −۱ II( )

III

 {
a + b = ۲
۲a + b = −۱

(−)
−a = ۳ ⇒ a = −۳  

I( )
−۳ + b = ۲ ⇒ b = ۵
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گام اول:

، نقاطی از دامنۀ تعریف این تابع است که  باشد یا  موجود نباشد. نقاط بحرانی تابع 

گام دوم:

ابتدا دامنۀ تعریف تابع  را تع�ن می کنیم:

حال ضابطۀ  را به دست می آوریم:

معادلۀ  جواب ندارد. همچنین  فقط به ازای  تعریف نشده است اما  عضو دامنۀ تعریف تابع 

نیست پس نقطۀ بحرانی محسوب نمی شود، بنابراین تعداد نقاط بحرانی تابع  بر روی دامنۀ تعریف آن برابر صفر است.

f(x)f (x) =′ ۰f (x)′

f(x)

f(x) =  ⇒
x

 ۱ + x۲
  ⇒{
۱ + x ≥ ۰ ⇒ x ≥ −۱۲ ۲

x  ۰=
D  =f R − {۰}

f (x)′

f (x) =′
 =

x۲

 −  

۲  ۱ + x۲

۲x۲
۱ + x۲

 =
x۲

 

 ۱ + x۲

x − ۱ − x۲ ۲

−  

x  

۲ ۱ + x۲

۱

f (x) =′ ۰f (x)′x = ۰x = ۰f(x)

f(x)

گزینه 3 41

حال  و  را به  دست آورده و معادلۀ خط مماس را می نویسیم:

معادلۀ خط مماس:

f(x) =  

 x
۵x − ۴

f(۴)f (۴)′

f(۴) =  =  = ۸
 ۴

۵ × ۴ − ۴
۲
۱۶

f (x) =  ⇒ f (۴) =  =  

′

x

۵  −  (۵x − ۴)x
۲  x

۱

′

۴

۱۰ −  (۱۶)
۴
۱

۲
۳

y − f(۴) = f (۴)(x − ۴) ⇒ y − ۸ =  (x − ۴)′

۲
۳

 y − ۸ =  (−۴) ⇒ y − ۸ = −۶ ⇒ y = عرض از مبدأ۲
x=۰ ۲

۳
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الف) مشتق اول تابع  در نقطۀ  موجود است درصورتی که اولاً تابع در این نقطه پیوسته باشد، ثانیاً داشته باشیم:

.

ب) مشتق دوم تابع  در نقطۀ  موجود است درصورتی که اولاً مشتق اول تابع در این نقطه موجود و پیوسته باشد، ثانیاً

. داشته باشیم: 

f x( )x = ۰
f  ۰ =′

+ ( ) f  ۰′
− ( )

f x( )x = ۰
f  ۰ =′′

+ ( ) f  ۰′′
− ( )

ابتدا ضابطۀ معکوس تابع  را برای  و  تع�ن کرده و در ادامه وجود و عدم وجود  و  در

نقطۀ  را بررسی می کنیم.

پس ضابطۀ تابع  به صورت زیر می شود:

تابع  در  پیوسته است زیرا:

همچنین داریم:

پس تابع  در  مشتق اول دارد و مشتق اول در این نقطه پیوسته است.

بنابراین تابع  در  مشتق دوم ندارد.

f x( )x ≥ ۰x < ۰f x( −۱)′ ( )f x( −۱)′′ ( )

x = ۰

f(x) =   {
 x

−  −x
; x ≥ ۰
; x < ۰

x ≥ ۰ , y ≥ ۰ ⇒ f x =( )  ⇒x y =  x

به توان ۲(دو طرف مثبت)
y =۲ x ⇒ f x =−۱ ( ) x ; x ≥۲ ۰

x < ۰, y < ۰ ⇒ f x = −  ⇒ y = −  ( ) −x −x

به توان ۲(دو طرف منفی)
y =۲ −x ⇒ x = −y ⇒۲ f x =−۱ ( ) −x ; x <۲ ۰

f x−۱ ( )

f x =−۱ ( )   {
x۲

−x۲
; x ≥ ۰
; x < ۰

f x−۱ ( )x = ۰

f x =
x→۰+
lim ( )  f x =

x→۰−
lim ( ) f ۰ =( ) ۰

f x =( −۱)
′
( )   ⇒{

۲x
−۲x

; x > ۰
; x < ۰ f  ۰ =( −۱)

′
+

( ) f  ۰ =( −۱)
′
−

( ) ۰

f x−۱ ( )x = ۰

f x =( −۱)
′′

( )   {
۲

−۲
; x > ۰
; x < ۰

   ⇒
f  ۰ = ۲( −۱)

′′
+

( )

f  ۰ = −۲( −۱)
′′

−
( ) ⎭

⎬
⎫

f  ۰  f  ۰( −۱)
′′

+
( ) =( −۱)

′′
−

( )

f x−۱ ( )x = ۰
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فرض دوم مسئله، تعریف مشتق تابع  در  است:

طبق قاعدۀ زنجیره ای داریم:

ازطرفی:

درنتیجه:

f x( )x = ۲

 =
x→۲
lim

x − ۲
f x − f ۲( ) ( )

 ⇒
۳
۴

f ۲ =′ ( )  

۳
۴

g(۱) = ۱ +  =۱ ۲

(fog) (۱) =′ g (۱) ×′ f (g(۱)) =′ g (۱) ×′ f (۲) =′
 g (۱)

۳
۴ ′

g x = x +  ⇒ g x = ۱ +  ( ) x ′ ( )
۲  x

۱

 g ۱ = ۱ +  =  

x=۱ ′ ( )
۲
۱

۲
۳

(fog) (۱) =′
 g ۱ =

۳
۴ ′ ( )  ×

۳
۴

 =
۲
۳

۲

گزینه 3 44

عبارت  روی بازۀ  همواره منفی است بنابراین داریم:

، نقاط بحرانی تابع  را تع�ن می کنیم: با حل معادلۀ 

تابع  در بازۀ  صعودی و پیوسته است؛ بنابراین  مینیمم مطلق تابع و  ماکزیمم مطلق تابع روی

این بازه است. نقاط   و  چون نقاط ابتدا و انتهای بازه هستند اکسترمم های نسبی تابع  محسوب نمی شوند پس

گزینۀ سوم نادرست است.

x −۲ ۳[−۱, ۱]

x ∈ [−۱, ۱] :  x − ۳  =∣
∣ ۲

∣
∣ −(x −۲ ۳) = ۳ − x۲

⇒ f(x) = x  x − ۳  =∣
∣ ۲

∣
∣ x(۳ − x ) =۲ ۳x − x۳

f (x) =′ ۰f(x)

f (x) =′ ۳ − ۳x  

۲ f (x)=۰′

۳ − ۳x =۲ ۰ ⇒ ۳x =۲ ۳ ⇒ x =۲ ۱ ⇒ x = ±۱

f(x)[−۱, ۱]f(−۱) = −۲f(۱) = ۲
x = +۱x = −۱f(x)
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yاگر  باشد به طوری که  خود تابعی از  است، آنگاه داریم: = f u( )ux

y =′ u f u′ ′ ( )

uباتوجه به گام اول و با فرض اینکه  است، مشتق تابع  را به دست می آوریم، همچنین داریم: = x + ۱ + x۲f x +  ( ۱ + x۲)

f (x) =′
 ⇒

x
۱

f (u) =′
 

u
۱

y = f x +  ⇒( ۱ + x۲) y =′ x +  f x +  =( ۱ + x۲)
′

′ ( ۱ + x۲) ۱ +   (
۲  ۱ + x۲

۲x
) (

x +  ۱ + x۲

۱
)

= ۱ +   =(
 ۱ + x۲

x
) (

x +  ۱ + x۲

۱
)   =(

 ۱ + x۲

 + x۱ + x۲
)(

x +  ۱ + x۲

۱
)  

 ۱ + x۲

۱

گزینه 4 46

راه حل اول:

تابع  در  پیوستگی چپ ندارد و درنتیجه  وجود ندارد.

  راه حل دوم: 

بدون توجه به تعریف مشتق، حد خواسته شده را حساب می کنیم:

   

f  (۳) =−
′

  

h→۰−
lim

h
f(۳ + h) − f(۳)

fx = ۳  

h→۰−
lim

h
f ۳ + h − f ۳( ) ( )

 =   

h→۰−
lim

h
f(۳ + h) − f(۳)

h→۰−
lim

h

 [۳ + h] −  

∣۱ − (۳ + h)∣
(۳ + h)۲

۲
۲۷

=   =  =  = +∞
h→۰−
lim

h

 × ۲ −  

∣ − ۲ − h∣
(۳ + h)۲

۲
۲۷

۰−

 × ۲ −  

۲
۹

۲
۲۷

۰−

−  

۲
۹
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الف) طبق تعریف مشتق داریم:

ب) تابع  در نقطۀ  مشتق پذیر است هرگاه مشتق راست و چپ تابع در این نقطه موجود و باهم برابر باشد.

f  x  =′
− ( ۰)   , f  x  =

h→۰−
lim

h
f x  + h − f x  ( ۰ ) ( ۰) ′

+ ( ۰)   

h→۰+
lim

h
f x  + h − f x  ( ۰ ) ( ۰)

fx  ۰

، حاصل حد داده شده  و مبهم می شود. با استفاده از قاعدۀ هوپیتال داریم: وقتی 

چون تابع در  مشتق پذیر است، پس داریم:

بنابراین حاصل حد داده شده برابر 2- می شود.

h → ۰−
 ۰

۰

   =
h→۰−
lim

h
f x  − f x  − h( ۰) ( ۰ )

=H
h→۰−
lim

۱
۰ − −۱ f x  − h( ) ′ ( ۰ )

 f x  − h =
h→۰−
lim ′ ( ۰ ) f  x  

′
− ( ۰)

x۰

f  x  =′
− ( ۰) f  x  =′

+ ( ۰) −۲
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الف) آهنگ متوسط تغ�ر تابع  روی بازه ای از  تا  چنین تعریف می شود:

ب) آهنگ آنی یا لحظه ای در نقطۀ  برابر  است.

f x( )x  ۱x  ۲

آهنگ متوسط تغ�ر =  =
Δx
Δf

 

x  − x  ۲ ۱

f x  − f x  ( ۲) ( ۱)

x = af a′ ( )

باتوجه به گام اول، آهنگ متوسط و آهنگ آنی خواسته شده را به دست می آوریم سپس اختلاف آن ها را محاسبه می کنیم. 

  اختلاف آهنگ آنی و آهنگ لحظه ای برابر است با:

 =
Δx
Δf

 =
۲/۵۶ − ۲/۲۵

f ۲/۵۶ − f ۲/۲۵( ) ( )
 =

۰/۳۱
 −  ۲/۵۶ ۲/۲۵

 =
۰/۳۱

۱/۶ − ۱/۵
 =

۰/۳۱
۰/۱

 

۳۱
۱۰

f x =( )  ⇒x f x =′ ( )  

۲  x
۱

x = ۲/۲۵ آهنگ آنی در نقطۀ = f ۲/۲۵ =′ ( )  =
۲  ۲/۲۵

۱
 =

۲ × ۱/۵
۱

 

۳
۱

f ۲/۲۵ −′ ( )  =
Δx
Δf

 −
۳
۱

 =
۳۱
۱۰

 =
۹۳

۳۱ − ۳۰
 

۹۳
۱
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الف) آهنگ متوسط تغ�ر تابع  روی بازه ای از  تا  چنین تعریف می شود:

ب) آهنگ لحظه ای تغ�ر  در نقطۀ  برابر  است.

f x( )xx + Δx

آهنگ متوسط تغ�ر =  

Δx
f x + Δx − f x( ) ( )

f x( )x = af a′ ( )

باتوجه به گام اول، دو مقدار آهنگ متوسط و آهنگ لحظه ای را به دست آورده، سپس اختلاف آن ها از یکدیگر را محاسبه می کنیم.

  مقدار آهنگ لحظه ای و آهنگ متوسط برابر شد، پس اختلاف آن ها برابر صفر است.

۰, ۳ آهنگ متوسط تغ�ر در بازۀ =[ ]  =
۳ − ۰

f ۳ − f ۰( ) ( )
 =

۳
 −  ۹ + ۱۶ ۱۶

 =
۳

 −  ۲۵ ۱۶
 =

۳
۵ − ۴

 

۳
۱

f x =( )  ⇒x + ۱۶۲ f x =′ ( )  =
۲  x + ۱۶۲

۲x
 

 x + ۱۶۲

x

x = آهنگ لحظه ای تغ�ر در  =۲ f  =′ ( ۲)  =
  + ۱۶( ۲)

۲

 ۲
 =
 ۲ + ۱۶

 ۲
 =
 ۱۸

 ۲
 =

۳  ۲
 ۲

 

۳
۱
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f مشتق راست تابع f در نقطه ای به طول  و  مشتق چپ تابع f در نقطه ای به طول  است. ( )+
′ ۲x =  ۲f  (  )′

− ۲x =  ۲

ابتدا پیوستگی تابع را در نقطۀ  بررسی می کنیم:

بنابراین تابع از سمت چپ ناپیوسته است، درنتیجه مشتق چپ وجود ندارد. مشتق راست تابع را بدست می آوریم:

۲

f(  ) =۲ (  ) −۲ ۳ [۲(  ) ](  ) =۲
۲

۲ ۲  −۲ ۴  =۲ −۲  ۲

f(x) =
x→ ۲+

lim  x −
x→  ۲+

lim ۳ [۲x ]x =۲ (  ) −۲ ۳
  =

۴+

 [۲(  ) ]۲
+ ۲ ۲ ۲  −۲ ۴  =۲ −۲  ۲

f(x) =
x→ ۲−

lim  x −
x→  ۲−

lim ۳ [۲x ]x =۲ (  ) −۲ ۳
  =

۴−

 [۲(  ) ]۲
− ۲ ۲ ۲  −۲ ۳  =۲ −  ۲

x →  ⇒۲
+

x >  ⇒۲ x >۲ ۲ ⇒ ۲x >۲ ۴ ⇒ [۲x ] =۲ ۴

⇒ f(x) = x −۳ ۴x ⇒ f  (x) =+
′ ۳x −۲ ۴

⇒ f  (  ) = ۳(  ) − ۴ = ۳(۲) − ۴ = ۶ − ۴ = ۲+
′ ۲ ۲

۲
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الف) شیب خط مماس بر منحنی تابع در یک نقطه، برابر مقدار مشتق تابع در آن نقطه است.

ب) مختصات نقطۀ تماس، هم در معادلۀ خط مماس و هم در معادلۀ تابع صدق می کند.

شیب خط  برابر 3 است؛ بنابراین طبق قسمت الف از گام اول نتیجه می گیریم  است. با جایگذاری 

در معادلۀ خط، عرض نقطۀ تماس نیز برابر است با:

اکنون با ساده کردن حد داده شده حاصل آن را به دست می آوریم:

y = ۳x − ۲f ۲ =′ ( ) ۳x = ۲

f ۲ =( ) ۳(۲) − ۲ = ۶ − ۲ = ۴

 =
x→۲
lim

x − ۲
f x − ۴f x۲ ( ) ( )

  

x→۲
lim

x − ۲
f x f x − ۴( ) ( ( ) )

=  ×

f ۲( )

 f x
x→۲
lim ( )  =

f ۲′( )

   

x→۲
lim

x − ۲
f x − ۴( )

f ۲ ×( ) f ۲ =′ ( ) ۴ × ۳ = ۱۲

گزینه 1 52

بنابراین آهنگ متوسط به مقدار  از آهنگ لحظه ای کمتر است.

آهنگ متوسط تابع =  =
۶/۲۵ − ۴

f(۶/۲۵) − f(۴)
 =

۲/۲۵
 −  ۶/۲۵ ۴

 =
۲/۲۵

۲/۵ − ۲
 =

۲/۲۵
۰/۵

 

۴/۵
۱

آهنگ لحظه ای = f (x) =  ⇒ f (۴) =  =  

′

۲  x
۱ ′

۲ × ۲
۱

۴
۱

آهنگ متوسط − آهنگ لحظه ای =  −  =  =  =  

۴۵
۱۰

۴
۱

۱۸۰
۴۰ − ۴۵

۱۸۰
−۵

۳۶
−۱

 

۳۶
۱
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الف) با استفاده از تعریف مشتق داریم:

ب) می دانیم:

 =
x→۲
lim

x − ۲
g x − g ۲( ) ( )

g ۲′ ( )

gof ۱ =( )′ ( ) f ۱ g f ۱′ ( ) ′ ( ( ))

، مقادیر  و  را محاسبه می کنیم: با استفاده از ضابطۀ تابع 

 

پس مقدار  برابر است با:

f(x)f ۱( )f ۱′ ( )

f x =( )  ⇒۵ − x۲ f ۱ =( )  =۵ − ۱ ۲

f x =′ ( )  =
۲  ۵ − x۲

−۲x
 ⇒
 ۵ − x۲

−x
f ۱ =′ ( )  =

 ۵ − ۱
−۱

 =
 ۴

−۱
−  

۲
۱

gof ۱( )′ ( )

gof ۱ =( )′ ( ) f ۱ g f ۱  

′ ( ) ′ ( ( ))
f ۱ =۲( )

gof ۱ =( )′ ( ) f ۱ ×′ ( ) g ۲ =′ ( ) −  ×
۲
۱

 =
۲
۳

−  

۴
۳

گزینه 4 54

در توابع چندجمله ای نقاط بحرانی از حل معادلۀ  به دست می آید، لذا:

، مثلث متساوی الساقین و قائم الزاویه است. باتوجه به شکل و اینکه 

y =′ ۰

f(x) = x (x − ۲)۲ ۲

⇒ f (x) =′ ۲x(x − ۲) +۲ ۲(x − ۲)(x )۲

⇒ f (x) =′ ۲x(x − ۲)(x − ۲ + x) = ۰

⇒ x = ۰, ۱, ۲

A   , B   , C   

∣
∣
∣
∣۰
۰ ∣

∣
∣
∣۱
۱ ∣

∣
∣
∣۲
۰

⇒ AB = BC

AB = BC
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xتابع در  پیوستگی راست دارد. مشتق تابع را در همسایگی راست بررسی می کنیم. = ۱

x > ۱ : f(x) =  =x − ۱ + x۲
 ⇒x + x − ۱۲ f (x) =′

 ⇒
۲  x + x − ۱۲

۲x + ۱
f  (۱) =′

+  

۲
۳

گزینه 3 56

تابع  در نقطۀ  مشتق پذیر است، هرگاه:

1) در نقطۀ  پیوسته باشد.

2) مشتق چپ و راست در نقطۀ  موجود و متناهی و باهم برابر باشند.

ابتدا شرط پیوستگی را بررسی می کنیم:

اکنون شرط مشتق پذیری را بررسی می کنیم:

f(x)x = a

x = a

x = a

f(x) =
x→(−۲)−

lim  f(x) =
x→(−۲)+

lim f(−۲)

 =
x→(−۲)−

lim ۵ − ۲x  =۵ − ۲(−۲) ۳

(−  x +
x→(−۲)+

lim
۲
۱ ۲ bx + c) = −  (−۲) +

۲
۱ ۲ b(−۲) + c = −۲ − ۲b + c

f(−۲) =  =۵ − ۲(−۲) ۳

⇒ −۲ − ۲b + c = ۳ ⇒ −۲b + c = ۵ (∗)

f  (−۲) = f  (−۲)′
−

′
+

   

⎩⎪
⎨
⎪⎧f  (x) =  ⇒ f  (−۲) =  = −  

′
− ۲  ۵ − ۲x

−۲ ′
− ۲ × ۳

−۲
۳
۱

f  (x) = −x + b ⇒ f  (−۲) = ۲ + b′
+

′
+

⇒ −  =
۳
۱

۲ + b ⇒ b = −   

۳
۷ (∗)

−۲(−  ) +
۳
۷

c = ۵

⇒ c = ۵ −  =
۳
۱۴

 

۳
۱
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، ضابطۀ تابع را ساده تر می کنیم. برای تع�ن نقاط بحرانی تابع ابتدا با تع�ن علامت عبارت قدر مطلقی  روی بازۀ 

، کافی است نقاطی که  برابر صفر باشد و یا در آن نقاط تعریف نشده باشد را بیابیم.

تابع  در دو نقطۀ  و  پیوسته است، پس ضابطۀ  برابر است با:

اکنون ریشه های معادلۀ  را به دست می آوریم:

(دقت کنید که در ضابطۀ اول، چون ریشه های به دست آمده در محدودۀ تعریف شده برای x قرار نمی گیرند پس قابل قبول نیستند.)

بررسی می کنیم  در چه نقاطی تعریف نشده است:

همچنین تابع در نقاط ابتدا و انتهای بازۀ  بحرانی است.

،  ،  ،  و  است.  ، بنابراین تابع  دارای 6 نقطۀ بحرانی 

∣x −۲ ۱∣[−۲, ۲]

f(x)f (x)′

⎩
⎨
⎧ x − ۱ ≥ ۰ ⇒ x ≥ ۱ ⇒ ∣x∣ ≥ ۱ ⇒  

۲ ۲ {
x ≥ ۱

x ≤ −۱
x − ۱ < ۰ ⇒ x < ۱ ⇒ ∣x∣ < ۱ ⇒ −۱ < x < ۱۲ ۲

⇒ f(x) =   ⇒{
x(x − ۱) ; x ≥ ۱ , x ≤ −۱۲

− x(x − ۱) ; −۱ < x < ۱۲ f(x) =   {
x − x ; x ≥ ۱ , x ≤ −۱۳

− x + x ; −۱ < x < ۱۳

f(x)x = ۱x = −۱f (x)′

f (x) =′
  {
۳x − ۱ ; x > ۱ , x < −۱۲

− ۳x + ۱ ; −۱ < x < ۱۲

f (x) =′ ۰

f (x) =′ ۰ ⇒    

⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧x > ۱ , x < −۱ : ۳x − ۱ = ۰ ⇒ x =  ⇒ x = ± ۲غ.ق.ق  ۲

۳
۱

۳
 ۳

− ۱ < x < ۱ : −۳x + ۱ = ۰ ⇒ x =  ⇒ x = ±  

۲ ۲

۳
۱

۳
 ۳

f (x)′

x = ۱ : f  (۱) =′
+ ۳ − ۱ = ۲ , f  (۱) =′

− −۳ + ۱ = −۲ ⇒ مشتق ناپذیر

x = −۱ : f  (−۱) =′
+ −۳ + ۱ = −۲ , f  (−۱) =′

− ۳ − ۱ = ۲ ⇒ مشتق ناپذیر

[−۲, ۲]

f(x)x =  

۳
 ۳

x = −  

۳
 ۳

x = ۱x = −۱x = ۲x = −۲
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می دانیم قطر مستطیل محاط درون دایره، برابر با قطر دایره است پس طبق قضیۀ فیثاغورس داریم:

حجم استوانۀ حاصل از دوران مستطیل برابر است با:

می خواهیم حجم استوانه بیشترین مقدار باشد پس ابتدا معادلۀ  را حل می کنیم:

h +۲ r =۲ ۶ ⇒۲ h +۲ r =۲ ۳۶ ⇒ r =  ۳۶ − h۲

V = πr h =۲ π(۳۶ − h )h =۲ ۳۶πh − πh۳

V  =′
h ۰

V  = ۳۶π − ۳πh′
h

۲

V  = ۰ ⇒ ۳۶π − ۳πh = ۰′
h

۲

⇒ ۳πh = ۳۶π ⇒ h = ۱۲ ⇒ h =  = ۲  

۲ ۲ ۱۲ ۳
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الف) نکته: در توابع دارای عبارت قدر مطلقی، ریشۀ سادۀ عبارت درون قدر مطلق نقطۀ گوشه ای (زاویه دار) یا مشتق ناپذیر تابع است؛

بنابراین در تابع  نقطۀ گوشه ای (زاویه دار) تابع، نقطۀ  است.

ب) شیب مماس راست در نقطۀ  برابر  و شیب مماس چپ در نقطۀ  برابر  است.

ج) مماس چپ و راست در نقطۀ  بر هم عمودند پس داریم: 

f x =( ) ∣x∣ x + a( )x = ۰
x = ۰f  ۰+

′
( )x = ۰f  ۰−

′
( )

x = ۰f  ۰ ⋅′
− ( ) f  ۰ =′

+ ( ) −۱

x > ۰ : ∣x∣ = x ⇒ f x =( ) x x + a =( ) x +۲ ax

⇒ f x =′ ( ) ۲x + a ⇒ f  ۰ =′
+ ( ) ۲ ۰ +( ) a = ۰ + a = a

x < ۰ : ∣x∣ = −x ⇒ f x =( ) −x x + a =( ) ( ) −x −۲ ax

⇒ f x =′ ( ) −۲x − a ⇒ f  ۰ =′
− ( ) −۲ ۰ −( ) a = ۰ − a = −a

f  ۰ f  ۰ =′
+ ( ) ′

− ( ) −۱ ⇒ a −a =( ) −۱ ⇒ −a =۲ −۱ ⇒ a =۲ ۱ ⇒ a = ±۱
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الف) فاصلۀ نقطۀ  از مبدأ مختصات از رابطۀ  به دست می آید.

ب) آهنگ لحظه ای تغ�ر تابع در یک نقطه، برابر مشتق تابع در آن نقطه است.

M x, y( )T =  x + y۲ ۲

در رابطۀ  از قسمت الف از گام اول، عبارت  را جایگزین می کنیم تا  برحسب متغیر  به دست آید.

از  نسبت به  مشتق گرفته و مقدار آن را در  حساب می کنیم:

Ty =  x + ۸Tx

T =   x + y۲ ۲ y=  x+۸
T = =x +  

۲ ( x + ۸)
۲

 x + x + ۸۲

Txx = ۷

T =′
 

۲  x + x + ۸۲

۲x + ۱

⇒ T ۷ =′ ( )  =
۲  ۷ + ۷ + ۸۲

۲ ۷ + ۱( )
 =

۲  ۴۹ + ۷ + ۸
۱۴ + ۱

 =
۲  ۶۴

۱۵
 =

۲ × ۸
۱۵

 

۱۶
۱۵
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الف) عبارت زیر رادیکال با فرجۀ زوج همواره نامنفی است.

ب) تابع  در نقطۀ  پیوسته است هرگاه شرط زیر برقرار باشد:

ج) تابع  در نقطۀ  مشتق پذیر است درصورتی که اولاً در این نقطه پیوسته باشد و ثانیاً مشتق راست و چپ تابع موجود و

. باهم برابر باشند یعنی 

f x( )x = ۰

f x =
x→۰−
lim ( )  f x =

x→۰+
lim ( ) f ۰ ; ۰ ∈( ) D  f

f x( )x = ۰
f  ۰ =′

− ( ) f  ۰′
+ ( )

. چون  همواره برقرار است پس 

اکنون ضابطۀ تابع را به ازای  و  تع�ن می کنیم:

باتوجه به قسمت ب از گام اول، شرط پیوستگی تابع را بررسی می کنیم:

بنابراین تابع در  پیوسته است.

باتوجه به قسمت ج از گام اول، شرط مشتق پذیری تابع را بررسی می کنیم:

پس تابع در نقطۀ  مشتق پذیر است.

x ≥۲ ۰D  =f R
x ≥ ۰x < ۰

y = x  =x۲ x∣x∣ =  {
x ≥ ۰ ⇒ ∣x∣ = x ⇒ y = x۲

x < ۰ ⇒ ∣x∣ = −x ⇒ y = −x۲

⎩⎪
⎨
⎪⎧  y =  x = ۰

x→۰+
lim

x→۰+
lim ۲

 y =  − x = ۰
x→۰−
lim

x→۰−
lim ۲

y ۰ = ۰( )

x = ۰

y =′
 ⇒{

۲x ; x > ۰
−۲x ; x < ۰ y  ۰ =′

− ( ) y  ۰ =′
+ ( ) ۰

x = ۰
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fogمی دانیم  و  است. x =( ) f(g(x))(fog) x =′ ( ) f (g(x)) ⋅′ g (x)′

، ابتدا ضابطۀ  را تع�ن کرده، سپس از آن مشتق می گیریم. با داشتن ضابطه های  و 

ضابطۀ  را به دست می آوریم:

f x( )g x( )fog x( )

f x =( )  , g x =
۱ + x۳
x − ۲۳

( )  

۳ x − ۱

fog x =( ) f g x =( ( ))  =
۱ + g x( ( ))۳
g x − ۲( ( ))۳

 =
۱ +  ( ۳ x − ۱)

۳
 − ۲( ۳ x − ۱)۳

 =
۱ + x − ۱
x − ۱ − ۲

 

x
x − ۳

⇒ y = fog x =( )  

x
x − ۳

y′

f g x ⋅′ ( ( )) g x =′ ( ) y =′
 =

x۲
x − x − ۳( )

 =
x۲

x − x + ۳
 

x۲
۳

گزینه 1 63

باتوجه به گزینه ها  جواب مسئله است.

y = (x − ۱)  ⇒۲ ۳
x۲ y =′ ۲(x − ۱)(x ) + ۳

۲
(x − ۱) (  ) ⇒۲

۳  

۳ x
۲

y =′
 

۳  

۳ x
۶(x − ۱)x + ۲(x − ۱)۲

صورت = ۰ ⇒ ۲(x − ۱)(۳x + (x − ۱)) = ۰ ⇒  {
x = ۱
۴x − ۱ = ۰ ⇒ x =  ۴

۱

مخرج = ۰ ⇒ ۳  = ۰ ⇒ x = ۰۳ x

x =  

۴
۱
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تابع  در نقطۀ  مشتق پذیر است درصورتی که:

اولاً در این نقطه پیوسته باشد یعنی:

ثانیاً مشتق راست و چپ تابع موجود و باهم برابر باشند یعنی:

f x( )x = ۱

f x =
x→۱+
lim ( )  f x =

x→۱−
lim ( ) f ۱( )

f  ۱ =′
− ( ) f  ۱′

+ ( )

ابتدا شرط پیوستگی را بررسی می کنیم:

همچنین داریم:

بنابراین تابع به ازای   در نقطۀ   مشتق پذیر است. 

x → ۱ ⇒+ x > ۱ ⇒ x − ۱ > ۰ ⇒ ∣x − ۱∣ = x − ۱

⇒ f x =( ) x − ۱ x − ۱ =( ) ( ) x − ۱ ⇒( )۲
 f x =

x→۱+
lim ( ) ۰

x → ۱ ⇒− x < ۱ ⇒ x − ۱ < ۰ ⇒ ∣x − ۱∣ = − x − ۱( )

⇒ f x =( ) x − ۱ (− x − ۱ ) =( ) ( ) − x − ۱ ⇒( )۲
 f x =

x→۱−
lim ( ) ۰

f x =
x→۱+
lim ( )  f x =

x→۱−
lim ( ) f ۱ ⇒( ) a = ۰

f  (x) = ۲(x − ۱) ⇒ f  (۱) = ۰′
−

′
−

f  (x) = −۲(x − ۱) ⇒ f  (۱) = ۰′
+

′
+

a = ۰x = ۱
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. f یعنی مشتق راست تابع  در نقطۀ  و  یعنی مشتق چپ تابع  در نقطۀ   ۱′
+ ( )f x( )x = ۱f  ۱′

− ( )f x( )x = ۱

، ابتدا باید تکلیف قدر مطلق را روشن کنیم. ضابطۀ تابع و مشتق آن را به ازای برای تع�ن مشتق راست و چپ تابع در نقطۀ 

 و  تع�ن می کنیم.

می دانیم  پس:

، مقدار  و  را به دست می آوریم: با جایگذاری  در ضابطه های بالا و پا�ن تابع 

بنابراین:

x = ۱
x > ۱x < ۱

{
x > ۱ ⇒ x − ۱ > ۰ ⇒ ∣x − ۱∣ = x − ۱

x < ۱ ⇒ x − ۱ < ۰ ⇒ ∣x − ۱∣ = −x + ۱

x  =x x  ۲
۳

⇒ f(x) =  ⇒{
x + x − ۱ ; x > ۱ ۲

۳

x − x + ۱ ; x < ۱ ۲
۳ f (x) =′

  

⎩⎪
⎨
⎪⎧

  + ۱ ; x > ۱
۲
۳

x

  − ۱ ; x < ۱
۲
۳

x

x = ۱f (x)′f  (۱)′
+f  (۱)′

−

f  (۱) =′
+   +

۲
۳

۱ ۱ =  +
۲
۳

۱ =  

۲
۵

f  ۱ =′
− ( )   −

۲
۳

۱ ۱ =  −
۲
۳

۱ =  

۲
۱

f  ۱ +′
+ ( ) ۳f  ۱ =′

− ( )  +
۲
۵

 =
۲
۳

 =
۲
۸

۴

گزینه 2 66

f ۰ =  ( )
۱۲
۱

f(x) =   =  ⇒    

x→۰
lim

x→۰
lim

x
 − b۳ x + a

۱۲
۱

⎩⎪⎪
⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎪⎪
⎧  − b = ۰ ۱۳ ۰ + a ( )

HOP :   =  

x→۰
lim

۱

 

۳  

۳ x + a( )۲

۱

۱۲
۱

⇒  =  ⇒  = ±۲  b = ±۲
۳  

۳ a۲

۱
۱۲
۱ ۳ a

۱( )
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f(x) =  x −
۲
۱ ۲

 ⇒
x
۱

f (x) =′ x +  ⇒
x۲
۱

f (۲) =′ ۲ +  =
۴
۱

 

۴
۹

آهنگ تغ�ر متوسط :  =
Δx
Δy

 =
۴ − ۱

f(۴) − f(۱)
 =

۳

(۸ −  ) − (  − ۱)
۴
۱

۲
۱

 =
۳

 +  

۴
۳۱

۲
۱

 

۴
۱۱

اختلاف :  −
۴
۱۱

 =
۴
۹

 =
۴
۲

۰/۵

گزینه 1 68

گام اول:

، نقاطی از دامنۀ تعریف این تابع است که  یا  تعریف نشده باشد. نقاط بحرانی تابع 

گام دوم:

، ضابطۀ تابع  را ساده می کنیم.  ریشۀ عبارت درون قدر مطلق است پس ابتدا با تع�ن علامت عبارت قدر مطلقی 

داریم:

تابع  در  پیوسته است پس ضابطۀ تابع  برابر است با:

ریشۀ معادلۀ  را به دست می آوریم:

بررسی می کنیم  در چه نقاطی موجود نیست.  ریشۀ مخرج  است پس در این نقطه تعریف نشده است؛ ازطرفی به

ازای  داریم:

بنابراین مجموعه نقاط بحرانی تابع  به صورت  است.

f(x)f (x) =′ ۰f (x)′

∣x − ۲∣f(x)x = ۲

f(x) =  ⇒{
(x − ۲)  ; x ≥ ۲۳ x۲

−(x − ۲)  ; x < ۲۳ x۲ f(x) =  {
(x − ۲)x ; x ≥ ۲ ۳

۲

−(x − ۲)x ; x < ۲ ۳
۲

f(x)x = ۲f (x)′

f (x) =′
  ⇒

⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧

 +  ; x > ۲۳ x۲
۳  

۳ x
۲(x − ۲)

−  −  ; x < ۲۳ x۲
۳  

۳ x
۲(x − ۲) f (x) =′

  

⎩⎪
⎨
⎪⎧  ; x > ۲

۳  

۳ x
۵x − ۴

 ; x < ۲
۳  

۳ x
−۵x + ۴

f (x) =′ ۰

f (x) =′ ۰ ⇒    

⎩⎪
⎨
⎪⎧x > ۲ : ۵x − ۴ = ۰ ⇒ x = غ.ق.ق 

۵
۴

x < ۲ : −۵x + ۴ = ۰ ⇒ x =  

۵
۴

f (x)′x = ۰f (x)′

x = ۲

⇒
f  (۲) =  =  =  

′
+ ۳  

۳ ۲
۱۰ − ۴

 

۳ ۲
۲ ۳ ۴

f  (۲) =  =  = −  

′
− ۳  

۳ ۲
−۱۰ + ۴

 

۳ ۲
−۲ ۳ ۴

موجود نیست f (۲)′

f(x){۰,  , ۲}
۵
۴
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زمانی تابع  روی  مشتق پذیر است که در  مشتق داشته باشد.

بنابراین باید  در  پیوسته باشد و مشتق چپ و راست آن برابر باشد.

fRx = ۲
fx = ۲

f(۲) =  f(x) =
x→۲−
lim  f(x) ⇒

x→۲+
lim −۴ + ۲a + b = ۱ ⇒ ۲a + b = ۵ (۱)

f (x) =′
   

⎩⎪
⎨
⎪⎧−  ; x ≥ ۲

(x − ۱)۲
۱

− ۲x + a ; x < ۲

f  (۲) =′
− f  (۲) ⇒′

+ −۴ + a = −۱ ⇒ a = ۳

(۱) : ۶ + b = ۵ ⇒ b = −۱

گزینه 2 70

ابتدا از ضوابط داده شده مشتق چپ و راست را به دست می آوریم:

چون تابع در  مشتق پذیر می باشد، بنابراین پیوسته نیز هست.

x → ۱ ⇒ f (x) =  ⇒ f  (۱) = −۳+ ′

x۲
−۳ ′

+

x → ۱ ⇒ f (x) = ۲x + a ⇒ f  (۱) = ۲ + a− ′ ′
−

f  (۱) = f  (۱) ⇒ −۳ = ۲ + a ⇒ a = −۵′
+

′
−

x = ۱

f(x) =
x→۱−
lim f(۱) ⇒ ۳ − ۵ = (۱) −۲ ۵(۱) + b ⇒ b = ۲

گزینه 3
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cنقطۀ  را نقطۀ بحرانی تابع  گوئیم هرگاه  یا  موجود نباشد. ∈ Dfff (c) =′ ۰f (c)′

باتوجه به گام اول، نقاطی از دامنۀ تابع f که در معادلۀ  صدق می کند یا به ازای آن ها  تعریف نشده است را می یابیم.

، مخرج تابع  برابر صفر و درنتیجه این تابع تعریف نشده است؛ بنابراین مجموعه نقاط بحرانی تابع  به صورت به ازای 

 است.

f (x) =′ ۰f (x)′

f(x) = (x −۲ ۲۸)  ⇒۳ x D  =f R

f (x) =′ ۲x  +۳ x  (x −
۳  

۳ x۲

۱ ۲ ۲۸) =  =
۳  

۳ x۲

۶x + x − ۲۸۲ ۲
 

۳  

۳ x۲

۷x − ۲۸۲

f (x) =′ ۰ ⇒ ۷x −۲ ۲۸ = ۰ ⇒ ۷x =۲ ۲۸ ⇒ x =۲ ۴ ⇒ x = ±۲

x = ۰f (x)′f(x)

{−۲, ۰, ۲}
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،  فقط یک مقدار می پذیرد. برای سادگی حل  را مقداری انتخاب می کنیم که به  مقداری ثابت است پس به ازای تمام مقادیر 

، چهار گزینه مقدار متفاوتی خواهند داشت و همچنین داریم: ازای آن، گزینه ها یکسان نشوند. با انتخاب 

برای یافتن مینیمم مقدار  ابتدا معادلۀ  را حل می کنیم:

مینیمم مقدار تابع برابر با  است و داریم:

axaa

a = ۲

y =  

 

۴ ۸x

۶ + x

yy =′ ۰

y =  =
 

۴ ۸x

۶ + x
(۶ + x)(۸x)−  ۴

۱

y =′ (۸x) −−  ۴
۱

۲(۶ + x)(۸x) =−  ۴
۵

(۸x) (۸x −−  ۴
۵

۱۲ − ۲x) =  

 

۴ (۸x)۵

۶x − ۱۲

y =′ ۰  

x  =۰� ۶x − ۱۲ = ۰ ⇒ x = ۲

y(۲)

y(۲) =  =
 

۴ ۸(۲)

۶ + ۲
 =

 

۴ ۱۶
۸

 =
 

۴ ۲۴

۸
 =

۲
۸

۴
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الف) تابع  در یک نقطه مشتق پذیر است درصورتی که اولاً در آن نقطه پیوسته باشد، ثانیاً مشتق راست و چپ تابع در آن نقطه،

موجود و باهم برابر باشند.

ب) تابع  در یک نقطه پیوسته است هرگاه حد چپ و راست تابع موجود و برابر مقدار تابع در آن نقطه باشد.

f x( )

f x( )

تابع  در نقاط درونی هریک از زیر بازه ها، پیوسته و مشتق پذیر است بنابراین کافی است پیوستگی و مشتق پذیری تابع در سه نقطۀ

،  و  بررسی شود. مرزی 

: بررسی پیوستگی و مشتق پذیری در نقطۀ 

پس تابع  در نقطۀ  پیوسته است.

پس تابع  در نقطۀ  مشتق پذیر نیست.

: بررسی پیوستگی و مشتق پذیری در 

تابع  در نقطۀ  ناپیوسته و درنتیجه مشتق ناپذیر است.

: بررسی پیوستگی و مشتق پذیری در 

پس تابع  در نقطۀ  پیوسته است.

پس تابع  در نقطۀ  مشتق پذیر نیست.

بنابراین تابع  در یک نقطه ناپیوسته و در سه نقطه مشتق ناپذیر است.

f x( )

x = ۰x = ۱x = ۲
x = ۰

  ⇒

 f x =  ۱ = ۱
x→۰−
lim ( )

x→۰−
lim

 f x =  x + ۱ = ۰ + ۱ = ۱
x→۰+
lim ( )

x→۰+
lim

f ۰ = ۱( )
⎭⎪
⎬
⎪⎫

 f x =
x→۰−
lim ( )  f x =

x→۰+
lim ( ) f ۰( )

f x( )x = ۰

f x =′ ( )    ⇒{
۰
۱

;
;
x < ۰
x > ۰ f  ۰  f  ۰′

− ( ) = ′
+ ( )

f x( )x = ۰
x = ۱

  ⇒

 f x =  x + ۱ = ۲
x→۱−
lim ( )

x→۱−
lim

 f x =  ۲x + ۲ = ۴
x→۱+
lim ( )

x→۱+
lim

f x = ۲(۱) + ۲ = ۴( )
⎭⎪
⎬
⎪⎫

 f x   f x
x→۱−
lim ( ) =

x→۱+
lim ( )

f x( )x = ۱
x = ۲

  ⇒

 f x =  ۲x + ۲ = ۴ + ۲ = ۶
x→۲−
lim ( )

x→۲−
lim

 f x =  x + ۲ = ۴ + ۲ = ۶
x→۲+
lim ( )

x→۲+
lim ۲

f ۲ = ۲ + ۲ = ۴ + ۲ = ۶( ) ۲ ⎭⎪
⎬
⎪⎫

 f x =
x→۲−
lim ( )  f x =

x→۲+
lim ( ) f ۲( )

f x( )x = ۲

f x =′ ( )    {
۲
۲x

;
;
x < ۲
x > ۲

 ⇒
f  ۲ = ۲′

− ( )
f  ۲ = ۴′

+ ( )
} f  ۲  f  ۲′

− ( ) = ′
+ ( )

f x( )x = ۲
f x( )
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fمی دانیم:  بنابراین حاصل حد  برابر  است. (x  ) =′
۰   

h→۰
lim

h
f x  + h − f x  ( ۰ ) ( ۰)

  

h→۰
lim

h
f(۱ + h) − f(۱)

f (۱)′

f(x)xکافی است مقدار مشتق تابع  را در نقطۀ  محاسبه کنیم: = ۱

f(x) =  ⇒ 

x + ۳
۴x + ۵

f (x) =′
 ×

۲   x+۳
۴x+۵

۱
 

x + ۳( )۲
۴ x + ۳ − ۴x + ۵( ) ( )

⇒ f ۱ =′ ( )  ×
۲   ۱+۳

۴+۵

۱
 =

۱ + ۳( )۲
۴ ۱ + ۳ − ۴ + ۵( ) ( )

 ×
۳
۱

 =
۱۶
۷

 

۴۸
۷

گزینه 2 75

، وضعیت یکنوایی این تابع را تع�ن می کنیم: ابتدا با مشتق گیری از تابع 

تابع  همواره صعودی است بنابراین بیشترین مقدار تابع  به ازای بیشترین مقدار تابع f به دست می آید. با تع�ن علامت تابع

، تغ�رات آن را بررسی می کنیم. داریم:

، در نقطۀ  به دست می آید که برابر است با: بیشترین مقدار تابع  با شرط 

بنابراین با شرط  داریم: 

به این ترتیب بیشترین مقدار تابع  برابر است با:

g(x)

g(x) = x +۳ x ⇒ g (x) =′ ۳x +۲ ۱ > ۰

g(x)gof

f(x)

f(x) = x −۳ ۳x ; x ≤ ۱ ⇒ f (x) =′ ۳x −۲ ۳

f (x) =′ ۰ ⇒ ۳x =۲ ۳ ⇒ x =۲ ۱ ⇒ x = ±۱

f(x)x ≤ ۱x = −۱

f(−۱) = (−۱) −۳ ۳(−۱) = −۱ + ۳ = ۲

x ≤ ۱f(x) ≤ ۲
gof

(gof)  =max g(۲) = ۲ +۳ ۲ = ۸ + ۲ = ۱۰
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ابتدا تابع  را تشکیل می دهیم:

، پس: بنابراین 

fog

fog x =  ۴x + x −  ۴x + ۱ x( ) ( )
۵
۴

( ∣ ∣)
۵
۱

∣ ∣ ∣∣

اگر x ≥ ۰ ⇒ fog x =  ۵x −  ۵x = ۴x − x = ۳x( ) ( )
۵
۴

( )
۵
۱

( )

اگر x < ۰ ⇒ fog x =  ۴x − x −   ( )
۵
۴

( )
۵
۱

۳x

 ۴x − x∣ ∣

=  x − −۳x =  x = ۳x
۵
۱۲

۵
۱

( )
۵
۱۵

fog x =( ) ( ) ۳x

fog x =( )′ ( ) ۳

گزینه 4 77

در مثلث قائم الزاویه به طول اضلاع قائم  و  داریم:

از دوران مثلث حول ضلع قائمۀ آن، مخروط تشکیل می شود، بنابراین داریم:

حال برای به دست آوردن طول اضلاع قائم، از  مشتق می گیریم:

xy

x +۲ y =۲ ۱۰۰ ⇒ x =۲ ۱۰۰ − y (∗)۲

V =  πx y  

۳
۱ ۲ (∗)

V =  π(۱۰۰ −
۳
۱

y )y =۲
 (۱۰۰y −

۳
π

y )۳

V

V =′
 (۱۰۰ −

۳
π

۳y ) ⇒۲
 (۱۰۰ −

۳
π

۳y ) =۲ ۰

⇒ ۱۰۰ − ۳y =۲ ۰ ⇒ y =۲
 

۳
۱۰۰

⇒ x =۲ ۱۰۰ − y ⇒۲ x =۲ ۱۰۰ −  =
۳
۱۰۰

 =
۳

۳۰۰ − ۱۰۰
 

۳
۲۰۰

⇒  =
y۲

x۲
 =

 

۳
۱۰۰

 

۳
۲۰۰

۲ ⇒  =
y
x

 ۲
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، ثانیاً مشتق تابع  در نقطۀ  مشتق پذیر است اگر اولاً در این نقطه پیوسته باشد 

چپ و راست تابع در نقطۀ  موجود و باهم برابر باشند.

: بررسی پیوستگی در نقطۀ 

به یک رابطۀ همواره درست رسیدیم، پس تابع در  پیوسته است.

: بررسی مشتق پذیری در نقطۀ 

بنابراین تابع  تنها به ازای  در نقطۀ  مشتق پذیر است.

f x( )x = ۱f x =  f x = f ۱(
x→۱−
lim ( )

x→۱+
lim ( ) ( ))

x = ۱
x = ۱

f x =
x→۱−
lim ( )  f x =

x→۱+
lim ( ) f ۱ ⇒( ) a − a = ۱ − ۱ ⇒ ۰ = ۰

x = ۱
x = ۱

f x =( )  ⇒{
ax − a ; x < ۱
x − x ; x ≥ ۱۲ f x =′ ( )   {

a ; x < ۱
۲x − ۱ ; x > ۱

f  ۱ =′
− ( ) f  ۱ ⇒′

+ ( ) a = ۲ − ۱ = ۱ ⇒ a = ۱

f x( )a = ۱x = ۱
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تابع  در  مشتق پذیر است، پس بایستی در  پیوسته باشد و همچنین مشتق چپ و راست تابع در  برابر باشند.

تابع  را در همسایگی چپ  (به دلیل وجود قدرمطلق) تع�ن علامت می کنیم:

بنابراین با توجه به جدول تع�ن علامت اگر  باشد،  است.

fx = ۲x = ۲x = ۲

f ۲ =( )  f x =
x→۲+
lim ( )  f x

x→۲−
lim ( )

⇒  ×
۲
۱

۴ + ۲a + b = ∣۴ − ۴∣ ⇒  ×
۲
۱

۴ + ۲a + b = ۰

⇒ ۲a + b = −۲ ۱( )

fx = ۲

x −۲ ۲x = ۰ ⇒ x = ۰, ۲

۰ < x < ۲∣x −۲ ۲x∣ = ۲x − x۲

f x =( )    ⇒

⎩⎪⎪
⎪
⎨
⎪⎪
⎪⎧x − ۲x ; x < ۰۲

− x + ۲x ; ۰ ≤ x < ۲۲

 x + ax + b ; x ≥ ۲
۲
۱ ۲

f x =′ ( )    

⎩⎪
⎨
⎪⎧۲x − ۲ ; x < ۰

− ۲x + ۲ ; ۰ < x < ۲
x + a ; x ≥ ۲

f  ۲ = f  ۲ ⇒ ۲ + a = −۲ ۲ + ۲ ⇒ a = −۴′
+ ( ) ′

− ( ) ( )

۱  −۸ + b = −۲ ⇒ b = ۶( )
a=−۴

⇒ a + b = ۲
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شیب پاره خطی که ابتدا و انتهای بازه را به هم وصل می کند، پیدا می کنیم:

بنابراین شیب  خط مماس هم باید  باشد:

خطی را می خواهیم که در  بر منحنی مماس است:

f x =( )  ⇒
x + ۱

۴x − ۵
   ⇒

⎩
⎨
⎧f ۰ = −۵( )

f ۸ =  = ۳( )
۹

۲۷ m =  =
۸ − ۰

۳ − −۵( )
۱

۱

f x =  ⇒  = ۱ ⇒ x + ۱ = ۹′ ( )
x + ۱( )۲

۴(x + ۱) − ۴x − ۵( )

x + ۱( )۲
۹

( )۲

⇒   {
x + ۱ = ۳ ⇒ x = ۲ ق.ق
x + ۱ = −۳ ⇒ x = −۴ غ.ق.ق

x = ۲

f ۲ =  = ۱ ⇒ ۲, ۱ , m = ۱( )
۳
۳

( )

y − ۱ = ۱ x − ۲  y = −۱( )
x=۰

گزینه 4
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، مینیمم نسبی تابع  است و اگر فرض کنیم  یک نقطۀ بحرانی تابع  باشد. اگر  باشد آنگاه 

، ماکزیمم نسبی تابع  است.  باشد آنگاه 

x = cf(x)f (c) >′′ ۰x = cf(x)

f (c) <′′ ۰x = cf(x)

، نقاط بحرانی تابع را تع�ن می کنیم. ابتدا با محاسبۀ مشتق تابع 

برای یافتن نقاط بحرانی ریشه های معادلۀ  را می یابیم:

پس  یک نقطۀ بحرانی تابع  است. اکنون مقدار مشتق دوم تابع را در این نقطه محاسبه می کنیم.

، باتوجه به گام اول، چون  است پس  مینیمم نسبی تابع  است؛ بنابراین تابع  به ازای هیچ مقداری از 

ماکزیمم نسبی ندارد.

f(x)

f(x) = x +۲
 ⇒

x
a

f (x) =′ ۲x −  

x۲
a

f (x) =′ ۰

f (x) =′ ۰ ⇒ ۲x −  =
x۲
a

۰ ⇒ ۲x =  ⇒
x۲
a

x =۳
 ⇒

۲
a

x =  

۳
 

۲
a

x = ۳
 

۲
a

f(x)

f (x) =′′ ۲ +   

x۳

۲a x=  

۳
 ۲

a

f (  ) =′′ ۳
 

۲
a

۲ +  =
(  )۳

۲
a ۳

۲a
۲ +  =

 

۲
a
۲a

۲ + ۴ = ۶

f (  ) >′′ ۳
 

۲
a

۰x =  

۳
 

۲
a

ffa

www.konkur.in

forum.konkur.in
@jozveh_nub



47لرنیتو 1399 /106

گزینه 2

گام اول

گام دوم

82

الف) طبق تعریف مشتق یک تابع داریم:

، آنگاه مشتق تابع  چنین تعریف می شود: ب) هرگاه  و  دو تابع برحسب  باشند و داشته باشیم 

f −۱ =′ ( )   

Δx→۰
lim

Δx
f −۱ + Δx − f −۱( ) ( )

uvxf x =( ) u × vf

f x =′ ( ) u ×′ v + v ×′ u

باتوجه به قسمت ب از گام اول ابتدا ضابطۀ مشتق  را تع�ن می کنیم:

هدف ما محاسبه  است، پس داریم:

f x′ ( )

f x = x − ۲  = x − ۲ x( ) ( ) ۳ x۲ ( )  ۳
۲

f x = ۱ × x +  x x − ۲ =  +  

′ ( )  ۳
۲

۳
۲ −  ۳

۱
( )

۳
x۲

۳  

۳ x
۲ x − ۲( )

f −۱′ ( )

f −۱ =′ ( )  +
۳

−۱( )۲
 =

۳  

۳ −۱
۲ −۱ − ۲( )

۱ +  =
۳ −۱( )
۲ −۳( )

۱ + ۲ = ۳

گزینه 4 83

ازآنجاکه این دو نمودار در یک نقطه بر یک خط مماس هستند، پس هم مقادیر و هم مشتق هایشان در این نقطه برابر است. داریم:

و نیز داریم:

y  = x ⇒ y =  +  ۱ x ′
۱ x

۲  x
x

y  = x + ax + b ⇒ y = ۲x + a۲
۲ ′

۲

y  (۴) = y  (۴) ⇒ ۲ +  = ۸ + a ⇒ a = −۵′
۱

′
۲ ۴

۴

y  (۴) =۱ y  (۴) ⇒۲ ۸ = ۱۶ − ۵(۴) + b ⇒ ۸ = −۴ + b ⇒ b = ۱۲
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الف) آهنگ متوسط تغ�ر تابع از  تا  را با استفاده از رابطۀ  به دست می آوریم.

ب) برای به دست آوردن آهنگ لحظه ای تغ�ر تابع در  باید ضابطۀ مشتق تابع یا همان  و سپس  را محاسبه کنیم.

اختلاف آهنگ متوسط و آهنگ لحظه ای به عنوان جواب تست در نظر گرفته می شود.

x = ۱x = ۱/۴۴ 

۰/۴۴
f(۱/۴۴) − f(۱)

x = ۱f (x)′f (۱)′

اختلاف آهنگ متوسط تغ�ر و آهنگ لحظه ای تغ�ر برابر است با:

آهنگ متوسط تغ�ر =  =
۰/۴۴

f(۱/۴۴) − f(۱)
 =

۰/۴۴

 − ۰
 ۱/۴۴

۰/۴۴

 =
 ۱/۴۴

۱
 =

۱/۲
۱

 =
 ۵

۶
۱

 

۶
۵

f(x) =  =
 x

x − ۱
 −x  ⇒

 x
۱

f (x) =′
 −

۲  x
۱

 

x

−  ۲  x
۱

=  +
۲  x

۱
 ⇒

۲x  x
۱

f (۱) =′
 +

۲
۱

 =
۲
۱

۱

۱ −  =
۶
۵

 

۶
۱
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نقطۀ A را بر روی نیم بیضی  در نظر می گیریم.

این نقطه دارای مختصات  است. فرض می کنیم طول مستطیل  و عرض آن y باشد پس داریم:

برای یافتن بیشترین مساحت، ابتدا معادلۀ  را حل می کنیم:

بنابراین داریم:

y =  

۳
۲

۹ − x۲

A(x,   )
۳
۲

۹ − x۲۲x

S = ۲xy = ۲x(   ) =
۳
۲

۹ − x۲
 x =

۳
۴

۹ − x۲
  , −۳ <

۳
۴

۹x − x۲ ۴ x < ۳

S (x) =′ ۰

S (x) =′
 (  )

۳
۴

۲  ۹x − x۲ ۴

۱۸x − ۴x۳

S (x) =′ ۰ ⇒ ۱۸x − ۴x =۳ ۰ ⇒ ۲x(۹ − ۲x ) =۲ ۰

x ۰=
۲x =۲ ۹ ⇒ x =۲

 ⇒
۲
۹

x = ±
۲

۳

S  =max   =
۳
۴

۹x − x۲ ۴
  =

۳
۴

۹(  ) −  

۲
۹

۴
۸۱

  =
۳
۴

 −
۲
۸۱

۴
۸۱

  

۳
۴

 

۴
۸۱

=  ×
۳
۴

 =
۲
۹

 =
۶

۳۶
۶
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نمودار این تابع را رسم می کنیم:

 

S(x)مساحت مستطیل ساخته شده برابر  است. = x ۱۲ − x

S =′
 −۱۲ − x  =

۲  ۱۲ − x
x

۰ ⇒  =
۲  ۱۲ − x

۲(۱۲ − x) − x
۰

۲۴ − ۲x − x = ۰ ⇒ x = ۸ ⇒ S  =max ۸  =۱۲ − ۸ ۱۶

گزینه 3 87

چون دامنۀ تابع  است، پس  و  ریشه های معادلۀ  هستند.

طبق نمودار، مشاهده می کنید که مشتق تابع در ماکزیممش صفر است.

 قابل قبول است.

[−۱, ۳]x  =۱ ۳x  =۲ −۱−x +۲ ax + b = ۰

x +۱ x  =۲ ⇒
−۱
−a

−۱ + ۳ = a ⇒ a = ۲

x x =۱ ۲  ⇒
−۱
b

−۱ × ۳ = −b ⇒ b = ۳

f (x) =′ ۱ +  =
۲  −x + ۲x + ۳۲

−۲x + ۲
۰ ⇒  =

 −x + ۲x + ۳۲

x − ۱
۱

⇒ −x +۲ ۲x + ۳ = (x − ۱) ⇒۲ −x +۲ ۲x + ۳ = x −۲ ۲x + ۱

⇒ ۲x −۲ ۴x − ۲ = ۰ ⇒ x −۲ ۲x − ۱ = ۰ ⇒ x = ۱ ±  ۲

x = ۱ + ۲

f(۱ +  ) =۲ ۱ +  +۲  −(۱ +  ) + ۲(۱ +  ) + ۳۲ ۲ ۲

= ۱ +  +۲  =−۱ − ۲ − ۲  + ۲ + ۲  + ۳۲ ۲ ۱ + ۲  ۲
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۰, ۴ آهنگ تغ�ر متوسط در بازۀ =  =  =  =  = ۰/۳[ ]
۴ − ۰

f ۴ − f ۰( ) ( )
۴ − ۰

(  +  ) − (  +  )۹
۵
۱

۱
۱
۱

۴

 

۵
۶

۱۰
۳

f x =  −  

′ ( )
۲  ۲x + ۱

۲
x + ۱( )۲

۱

x = آهنگ تغ�ر لحظه ای در  = f (  ) = −  =  −  = ۰/۵ − ۰/۱۶ = ۰/۳۴
۲
۳ ′

۲
۳

۲
۱

(  )
۲
۵ ۲

۱
۲
۱

۲۵
۴

⇒ آهنگ تغ�ر لحظه ای − آهنگ تغ�ر متوسط = ۰/۳۴ − ۰/۳ = ۰/۰۴
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الف) شیب خط مماس بر منحنی تابع در یک نقطه روی منحنی، برابر مشتق تابع در آن نقطه است.

ب) مختصات نقطۀ تماس در معادلۀ خط مماس و معادلۀ منحنی صدق می کند.

yج) شیب خطی به معادلۀ  برابر  است. = ax + ba

شیب خط  برابر 2 است؛ بنابراین مشتق تابع به معادلۀ  در نقطۀ  نیز برابر 2 می شود:

طبق قسمت ب از گام اول، به ازای  مقدار به دست آمده از معادلۀ خط و منحنی برابر است، پس داریم:

،  و  را به دست می آوریم: از دو معادلۀ  و 

y = ۲x − ۵y = ax +۲ bx + ۱x = ۱

y = ax +۲ bx + ۱ ⇒ y =′ ۲ax + b  

x=۱
m مماس=  y ۱ =′ ( ) ۲ ⇒ ۲a + b = ۲ I( )

x = ۱

y = ۲x − ۵ ⇒ y ۱ = ۲ − ۵ = −۳( )

y = ax + bx + ۱ ⇒ y ۱ = a + b + ۱ = −۳ ⇒ a + b = −۴ II۲ ( ) ( )

I( )II( )ab

⇒  ⇒{
۲a + b = ۲
a + b = −۴ {

۲a + b = ۲
−a − b = ۴ a = ۶
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کمترین مقدار تابع، همان مینیمم مطلق تابع است. برای یافتن مینیمم مطلق یک تابع پیوسته، مقدار تابع را در نقاط بحرانی آن،

می یابیم. نقطۀ بحرانی تابع، نقاطی از دامنۀ تعریف آن است که به ازای آن ها  یا  موجود نباشد.

ضابطۀ  یک عبارت چندجمله ای و  است. کافی است ریشه های معادلۀ  را یافته و مینیمم مقدار تابع را به ازای

آن ها مشخص کنیم.

باتوجه به مقادیر به دست آمده،  کمترین مقدار تابع است.

f (x) =′ ۰f (x)′

f(x)D  ∈f Rf (x) =′ ۰

y =  x −
۴
۱ ۴ x −۳ ۲x ⇒۲ y =′ x −۳ ۳x −۲ ۴x = x(x − ۴)(x + ۱)

y =′ ۰ ⇒ x(x − ۴)(x + ۱) = ۰ ⇒   ⇒
⎩
⎨
⎧ x = ۰

x − ۴ = ۰ ⇒ x = ۴
x + ۱ = ۰ ⇒ x = −۱

  

⎩⎪
⎨
⎪⎧ y(۰) = ۰

y(۴) = −۳۲

y(−۱) = −  

۴
۳

y = −۳۲
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تابع باید در  پیوسته باشد:

مشتق چپ و راست هم باید در این نقطه برابر باشند:

x = ۲

⇒
 f x =   =  

x→۲+
lim ( )

x→۲+
lim

ax + b
۸

۲a + b
۸

 f x =  − x + ۶x = −۸ + ۱۲ = ۴
x→۲−
lim ( )

x→۲−
lim ۳

 =
۲a + b

۸
۴ ⇒ ۲a + b = ۲

f x =′ ( )    

⎩⎪
⎨
⎪⎧

 ; x > ۲
ax + b( )۲

−۸a

− ۳x + ۶ ; x ≤ ۲۲

⇒
⎩⎪
⎨
⎪⎧f  ۲ =  =  = −۲a′

+ ( )
۲a + b( )۲

−۸a
۲۲

−۸a

f  ۲ = −۱۲ + ۶ = −۶′
− ( )

−۲a = −۶ ⇒ a = ۳ , b = −۴

گزینه 4 92

 =
x→۲
lim

۵x − ۱۸x + ۱۶۲

۲ −  

۳ ۳x + ۲
 

۰
۰

  =
HOP

x→۲
lim

۱۰x − ۱۸

۰ −  

۳  

۳ (۳x + ۲)۲

۳

 

x→۲
lim

۱۰x − ۱۸  ( ) ۳ (۳x + ۲)۲

−۱

=  =
۲ ۴( )

−۱
 

۸
−۱
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A(xفاصلۀ میان دو نقطۀ  و  برابر است با:  , y  )۱ ۱B(x  , y  )۲ ۲

∣AB∣ =  (x  − x  ) + (y  − y  )۲ ۱
۲

۲ ۱
۲

نقطۀ موردنظر را  در نظر می گیریم. باتوجه به گام اول، فواصل MA و MB را محاسبه می کنیم.

تفاضل این دو فاصله، عبارتی برحسب  است که برای یافتن ماکسیمم مقدارش، کافی است ریشۀ مشتق این عبارت را به دست آوریم.

باتوجه به گزینه ها،  قابل قبول است.

M (α, ۰)

∣M A∣ =  =(۱ − α) + (۵ − ۰)۲ ۲
 (۱ − α) + ۲۵۲

∣M B∣ =  =(۷ − α) + (−۲ − ۰)۲ ۲
 (۷ − α) + ۴۲

α

d(α) = ∣M A∣ − ∣M B∣ = −(۱ − α) + ۲۵۲
 (۷ − α) + ۴۲

d (α) =′
 −

۲  (۱ − α) + ۲۵۲

−۲(۱ − α)
 =

۲  (۷ − α) + ۴۲

−۲(۷ − α)
 −
 (۷ − α) + ۴۲

(۷ − α)
 

 (۱ − α) + ۲۵۲

(۱ − α)

d (α) =′ ۰ ⇒  =
 (۷ − α) + ۴۲

(۷ − α)
  

 (۱ − α) + ۲۵۲

(۱ − α) ۲ به توان
 =

(۷ − α) + ۴۲
(۷ − α)۲

 

(۱ − α) + ۲۵۲
(۱ − α)۲

⇒ (۱ − α) ((۷ − α) +۲ ۲ ۴) = (۷ − α) ((۱ − α) +۲ ۲ ۲۵)

⇒ (۱ − α) (۷ − α) +۲ ۲ ۴(۱ − α) =۲ (۷ − α) (۱ − α) +۲ ۲ ۲۵(۷ − α)۲

⇒ ۴(۱ − α) =۲ ۲۵(۷ − α)  

۲ جذر
۲(۱ − α) = ±۵(۷ − α)

⇒    

⎩
⎨
⎧۲ − ۲α = ۳۵ − ۵α ⇒ ۳α = ۳۳ ⇒ α = ۱۱

۲ − ۲α = −۳۵ + ۵α ⇒ ۷α = ۳۷ ⇒ α =  

۷
۳۷

α = ۱۱
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، کافی است در ضابطۀ  به جای متغیر  تابع  را جایگذاری کنیم: برای تع�ن ضابطۀ تابع 

می دانیم تابع در ریشه های سادۀ عبارت درون قدر مطلق مشتق ناپذیر است:

علاوه بر آن، با رسم نمودار تابع نیز می توان نقاط مشتق ناپذیر را مشخص کرد:

، دارای سه نقطۀ مشتق ناپذیر  است. بنابراین تابع 

f f x( ( ))f x( )xf x( )

f x =( ) ۱ − ∣x∣ ⇒ f f x =( ( )) ۱ − ∣f x ∣ =( ) ۱ − ∣۱ − ∣x∣∣

۱)∣x∣ : x = ۰

۲)∣۱ − ∣x∣∣ : ۱ − ∣x∣ = ۰ ⇒ ∣x∣ = ۱ ⇒ x = ±۱

y = ∣۱ − ∣x∣∣x = −۱ , x = ۱ , x = ۰
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الف) عبارت زیر رادیکال با فرجۀ زوج، باید همواره نامنفی باشد.

ب) پیوستگی تابع در یک نقطه، شرط لازم برای مشتق پذیری در آن نقطه است.

fج) مشتق چپ تابع  در نقطۀ  از رابطۀ زیر به دست می آید: x( )x = ۰

f  ۰ =′
− ( )   

x→۰−
lim

x − ۰
f x − f ۰( ) ( )

ابتدا دامنۀ تعریف تابع را مشخص می کنیم:

تابع  در  پیوسته است (باتوجه به اینکه گزینۀ "وجود ندارد" نداریم، پس تابع حتماً در نقطۀ  پیوسته است و برای

یافتن مشتق چپ در این نقطه، نیازی به بررسی پیوستگی نیست). اکنون مشتق چپ تابع را محاسبه می کنیم:

برای رفع ابهام، صورت و مخرج کسر را در مزدوج عبارت زیر رادیکال صورت ضرب می کنیم تا عامل صفرکنندۀ صورت و مخرج حذف

شود:

چون داریم:

بنابراین:

۱ − x ≥۲ ۰ ⇒ x ≤۲ ۱ ⇒ −۱ ≤ x ≤ ۱ ⇒ D  =f −۱, ۱[ ]

f x( )x = ۰x = ۰

f  ۰ =′
− ( )   =

x→۰−
lim

x − ۰
f x − f ۰( ) ( )

  =
x→۰−
lim

x
 ۱ −  ۱ − x۲

 

۰
۰

f  ۰ =′
− ( )   ×

x→۰−
lim

x
 ۱ −  ۱ − x۲

 =
 ۱ +  ۱ − x۲

 ۱ +  ۱ − x۲
 

x→۰−
lim

x  ۱ +  ۱ − x۲

 ۱ −  ( ۱ − x۲)
۲

=   =
x→۰−
lim

x  ۱ + ۱ − x۲

 ۱ − ۱ + x۲
  =

x→۰−
lim

x  ۱ +  ۱ − x۲

 x۲
  

x→۰−
lim

x  ۱ +  ۱ − x۲

∣x∣

x → ۰ ⇒− x < ۰ ⇒ ∣x∣ = −x

f  ۰ =′
− ( )   =

x→۰−
lim

x  ۱ +  ۱ − x۲

−x
  =

x→۰−
lim

 ۱ +  ۱ − x۲

−۱
 =
 ۱ +  ۱ − ۰

−۱
 =
 ۲

−۱
−  

۲
 ۲
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، عبارت  را قرار می دهیم. ضابطۀ مشتق دوم یا همان  را تع�ن کرده و حاصل  را برای سهولت در مشتق گیری به جای 

به دست می آوریم (دقت کنید  مشتق پنجم تابع  نیست، مشتق پنجم را به صورت  نمایش می دهند).

 

۳ xx  ۳
۱

y′′y y′′ ۵

y۵yy ۵( )

y =  ⇒۳ x y = x ⇒ ۳
۱

y =′
 x

۳
۱ −  ۳

۲

⇒ y =′′ (  ) (−  ) x =
۳
۱

۳
۲ −  ۳

۵
−  x =

۹
۲ −  ۳

۵
−  

۹  

۳ x۵

۲

⇒ y y =′′ ۵ −   =
۹  

۳ x۵

۲
( ۳ x)

۵
−  ×

۹  

۳ x۵

۲
 =

۳
x۵ −  

۹
۲
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برای اینکه تابع در یک نقطه مشتق پذیر باشد باید ابتدا در آن نقطه پیوسته باشد، بنابراین داریم:

⇒
 f(x) = ۴a − ۲b + ۴

x→(−۲)+
lim

 f(x) = −۸ + ۲ = −۶
x→(−۲)−

lim
۴a − ۲b = −۱۰ ⇒ ۲a − b = −۵

f (x) =′
  {
۲ax + b ; x > −۲ , f  (−۲) = −۴a + b+

′

۳x − ۱ ; x < −۲ , f  (−۲) = ۱۱۲
−
′

 {
− ۴a + b = ۱۱
۲a − b = −۵

جمع
−۲a = ۶ ⇒ a = −۳ , b = −۱

f(x) =   {
− ۳x − x + ۴ ; x ≥ −۲۲

x − x ; x < −۲۳

f(۱) = −۳ − ۱ + ۴ = ۰
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الف) آهنگ متوسط تغ�ر تابع  روی بازه ای از  تا  چنین تعریف می شود:

ب) آهنگ لحظه ای تغ�ر تابع  در نقطۀ  برابر  است.

f x( )x  ۱x  ۲

آهنگ متوسط تغ�ر =  =
Δx
Δf

 

x  − x  ۲ ۱

f x  − f x  ( ۲) ( ۱)

f x( )x = af a′ ( )

باتوجه به قسمت الف از گام اول، آهنگ متوسط تغ�ر تابع از  تا  برابر است با:

، ابتدا ضابطۀ مشتق تابع را تع�ن می کنیم:   برای به دست آوردن آهنگ لحظه ای در نقطۀ 

اختلاف آهنگ متوسط و لحظه ای برابر است با:

x  =۱ ۲x  =۲ ۳

 =
Δx
Δf

 =
۳ − ۲

f ۳ − f ۲( ) ( )
 =

۱

 −  

۹
۳۶

۴
۳۶

 −
۹

۳۶
 =

۴
۳۶

۴ − ۹ = −۵

x = ۳ ۱۲

f x =( )  ⇒
x۲
۳۶

f x =′ ( )  =
x۴

۰ × x − ۲x ۳۶۲ ( )
−  =

x۴
۷۲x

−  

x۳
۷۲

x = آهنگ آنی در  =۳ ۱۲ f  =′ ( ۳ ۱۲) −  =
 ( ۳ ۱۲)
۳

۷۲
−  =

۱۲
۷۲

−۶

 −
Δx
Δf

f  =′ ( ۳ ۱۲) −۵ − −۶ =( ) ۱
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  حاصل  بیانگر مقدار مشتق چپ تابع در نقطۀ  یا همان  است.

Δx→۰−
lim Δx

f ۲+Δx −f ۲( ) ( )x = ۲f  ۲′
− ( )

fابتدا ضابطۀ تابع  را وقتی  است، تع�ن می کنیم سپس ضابطۀ  و مقدار  را به دست می آوریم. x( )x < ۲f x′ ( )f −۲′ ( )

x < ۲ ⇒ x − ۲ < ∘ ⇒ x − ۲ =∣ ∣ − x − ۲ =( ) ۲ − x

f x =( ) ۲ − x +  ⇒۲x f x =′ ( ) −۱ +  =
۲  ۲x

۲
 −
 ۲x

۱
۱

 = f  ۲ =  − ۱ =  − ۱ =  − ۱ = −  

Δx→۰−
lim

Δx
f ۲ + Δx − f ۲( ) ( ) ′

− ( )
 ۲ × ۲

۱
 ۴

۱
۲
۱

۲
۱
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yتابع  یک به یک است زیرا صعودی اکید است. = x + x

y = x +  ⇒x y =′ ۱ +  >
۲  x

۱
۰

گزینه 4 101

: آهنگ تغ�ر متوسط تابع در 

آهنگ تغ�ر لحظه ای تابع، همان مشتق است:

تفاضل مقادیر به دست آمده برابر است با:

۰, ۲[ ]

 =
۲ − ۰

f ۲ − f ۰( ) ( )
 =

۲
۱۲ − ۲

۵

f x =′ ( ) ۱ ×  +۴x + ۱  x + ۲  

۲  ۴x + ۱
۴

( )
x=  ۴

۳

f  =′ (
۴
۳

)  

۴
۱۹

۵ −  =
۴
۱۹

 

۴
۱
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نمودار این تابع را رسم می کنیم:

باتوجه به شکل، ماکزیمم و مینیمم نسبی تابع به ترتیب برابر  و  است، پس فاصلۀ آن ها از هم برابر است با:

f x =( ) x x −∣ ∣ ۲x =   {
x − ۲x ; x ≥ ۰۲

− x − ۲x ; x < ۰۲

{
x ≥ ۰ : f (x) = ۲x − ۲ = ۰ ⇒ x = ۱′

x < ۰ : f (x) = −۲x − ۲ = ۰ ⇒ x = −۱′

−۱, ۱( )۱, −۱( )

فاصله :  =(−۱ − ۱) + (۱ + ۱)۲ ۲
 =۲ + ۲۲ ۲ ۲  ۲
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الف) حجم مخروطی به شعاع قاعدۀ  و ارتفاع  برابر است با:

ب) مقدار جنس مصرفی برای ساخت یک مخروط معادل مساحت جانبی آن است.

ج) مساحت جانبی مخروطی به شکل زیر برابر است با:

rh

V مخروط=   πr h
۳
۱ ۲

S = πrl

برای اینکه در ساخت یک قیف مخروطی شکل با حجم ثابت کمترین مقدار جنس مصرف شود باید مساحت جانبی آن را مینیمم کنیم.

باتوجه به اینکه حجم مخروط برابر  است، رابطه ای بین شعاع قاعدۀ مخروط و ارتفاع مخروط به دست می آوریم:

برای محاسبۀ مساحت جانبی مخروط ابتدا لازم است اندازۀ  را به دست آوریم. با استفاده از قضیۀ فیثاغورس داریم:

اکنون با استفاده از رابطۀ مساحت جانبی و با جایگذاری دو رابطۀ  و  در آن داریم:

برای مینیمم کردن مساحت جانبی، از  نسبت به  مشتق گرفته و برابر صفر قرار می دهیم:

، کمترین مقدار جنس مصرف می شود. بنابراین به ازای ارتفاع  در ساخت یک قیف مخروطی شکل با حجم ثابت 

 

۳
π

V =  πr h =
۳
۱ ۲

 ⇒
۳
π

r h =۲ ۱ ⇒ r =۲
 ⇒

h
۱

r =  (I)
 h

۱

l

l =۲ r +۲ h ⇒۲ l =  (II)r + h۲ ۲

(I)(II)

S = πrl  

(II)
S = πr   r + h۲ ۲ (I)

S = π ×  ×
 h

۱
 = + h

h
۱ ۲

 

h
π  h + ۱۳

Sh

S =′ π ×  =
h۲

 × h −  

۲  h + ۱۳

۳h۲
h + ۱۳

  =
h۲
π

(
۲  h + ۱۳

۳h − ۲h − ۲۳ ۳
)   =

h۲
π

(
۲  h + ۱۳

h − ۲۳
) ۰

⇒ h −۳ ۲ = ۰ ⇒ h =۳ ۲ ⇒ h =  

۳ ۲

h = ۳ ۲ 

۳
π
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الف) آهنگ متوسط تغ�ر تابع  از  به  چنین تعریف می شود:

ب) آهنگ لحظه ای (آنی) تغ�ر تابع  در نقطۀ  برابر  است.

f x( )x  ۱x  ۲

آهنگ متوسط تغ�ر =  

x  − x  ۲ ۱

f x  − f x  ( ۲) ( ۱)

f x( )x = af a′ ( )

afبرای محاسبۀ مقدار  کافی است معادلۀ  را حل کنیم. a =′ ( )  ۲۵−۴
f ۲۵ −f ۴( ) ( )

f x =( )  ⇒x f x =′ ( )  

۲  x
۱

۲۵ به ۴  آهنگ متوسط تغ�ر از =  =
۲۵ − ۴

f ۲۵ − f ۴( ) ( )
 =

۲۱
 −  ۲۵ ۴

 =
۲۱

۵ − ۲
 =

۲۱
۳

 

۷
۱

a آهنگ لحظه ای تغ�ر در = f a =′ ( )   =
x→a
lim

x − a
f x − f a( ) ( )

 

۲  a
۱

f a =′ ( )  ⇒
۷
۱

 =
۲  a

۱
 ⇒

۷
۱

۲  =a ۷  

۲ به توان
۴a = ۴۹ ⇒ a =  =

۴
۴۹

۱۲/۲۵
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الف) شیب خط مماس بر منحنی در یک نقطه، برابر مشتق تابع در آن نقطه است.

ب) معادلۀ خطی به شیب  که از نقطۀ  عبور می کند، به صورت زیر است:

ج) در محل برخورد یک منحنی با محور عرض ها، مقدار  برابر صفر است.

mx  , y  ( ۰ ۰)

y − y  =۰ m x − x  ( ۰)

x

بنابراین معادلۀ خط مماس بر منحنی در نقطۀ  به صورت زیر است:

، دارای عرض 4 است. ؛ یعنی خط  پس محل برخورد خط مماس بر منحنی در نقطۀ 

y =   

x − ۱
x۲

x=۲
y ۲ =( )  =

۲ − ۱
۲۲

۴

y =  =  =  

′

x − ۱( )۲
۲x x − ۱ − x( ) ۲

x − ۱( )۲
۲x − ۲x − x۲ ۲

x − ۱( )۲
x − ۲x۲

m مماس= y ۲ =′ ( )  =
۲ − ۱( )۲

۲ − ۲ × ۲۲ ( )
 =

۱
۴ − ۴

۰

۲, ۴( )

y − y ۲ =( ) y ۲ x − ۲  

′ ( ) ( )
y ۲ =۰′( )

x=۲
y − ۴ = ۰ ⇒ y = ۴

۲, ۴( )y = ۴
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الف) شیب دو خط عمود بر هم، قرینه و معکوس یکدیگر است؛ بنابراین حاصل ضرب آن ها برابر 1- می شود.

2) شیب خطی به معادلۀ  برابر  است.

ج) شیب خط مماس بر منحنی تابع در یک نقطه واقع بر آن برابر مشتق تابع در آن نقطه است.

د) معادلۀ خط به شیب  که از نقطۀ  عبور می کند به صورت زیر است:

y = ax + ba

m(x  , y  )۱ ۱

y − y  =۱ m(x − x  )۱

ابتدا معادلۀ خط داده شده را به فرم استاندارد نوشته و شیب آن را به دست می آوریم.

پس طبق قسمت الف از گام اول، شیب خط مماس بر منحنی برابر 3- است. فرض می کنیم خط در نقطۀ  بر منحنی مماس

شده است بنابراین:

پس نقطۀ تماس دارای مختصات  است. طبق قسمت د از گام اول، معادلۀ خط مماس برابر است با:

از میان گزینه ها، فقط نقطۀ  در معادلۀ خط صدق می کند.

x − ۳y = ۲ ⇒ ۳y = x − ۲ ⇒ y =  x −
۳
۱

 ⇒
۳
۲

m =  

۳
۱

x = x  ۰

y = x +۳ ۳x +۲ ۱ ⇒ y =′ ۳x +۲ ۶x ⇒ y x  =′ ( ۰) ۳x  +۰
۲ ۶x  =۰ −۳

⇒ ۳x  +۰
۲ ۶x  +۰ ۳ = ۰  

÷۳
x  +۰

۲ ۲x  +۰ ۱ = ۰ ⇒ x  + ۱ =( ۰ )۲ ۰

⇒ x  +۰ ۱ = ۰ ⇒ x  =۰ −۱

y −۱ =( ) −۱ +( )۳ ۳ −۱ +( )۲ ۱ = −۱ + ۳ + ۱ = ۳

−۱, ۳( )

y − ۳ = −۳ x + ۱ ⇒( ) y = −۳x − ۳ + ۳ ⇒ y = −۳x

۲, −۶( )
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تابع چندجمله ای  روی  و ازجمله روی بازۀ  پیوسته است. برای یافتن نقاط اکسترمم این تابع، کافی است معادلۀ

 را حل کنیم. می دانیم این معادله روی بازۀ  ریشه خواهد داشت درصورتی که رابطۀ  برقرار باشد؛

بنابراین داریم:

f(x)R(۱, ۴)

f (x) =′ ۰(۱, ۴)f (۱)f (۴) <′ ′ ۰

f(x) = x +۳ ax −۲ ۸x ⇒ f (x) =′ ۳x +۲ ۲ax − ۸

 {
f (۱) = ۳ + ۲a − ۸ = ۲a − ۵′

f (۴) = ۴۸ + ۸a − ۸ = ۸a + ۴۰′
f (۱)f (۴)<۰′ ′

۸(a + ۵)(۲a − ۵) < ۰

⇒ −۵ < a < ۲/۵
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الف)  موجود است؛ یعنی در  تابع  هم پیوسته است و هم مشتق پذیر.

ب) تابع در نقطۀ  پیوسته است هرگاه:

ج) تابع در نقطۀ  مشتق پذیر است هرگاه:

f ۱′ ( )x = ۱f x( )

x = ۱

f x =
x→۱+
lim ( )  f x =

x→۱−
lim ( ) f ۱( )

x = ۱

f  ۱ =′
+ ( ) f  ۱′

− ( )

باتوجه به اینکه  است، برای محاسبۀ  باید از ضابطۀ مربوط به  های کوچک تر از 1 استفاده کنیم؛ بنابراین لازم

است ابتدا با بررسی شرط پیوستگی و مشتق پذیری، مقادیر  و  را بیابیم.

بررسی شرط پیوستگی:

برای بررسی شرط مشتق پذیری، ابتدا ضابطۀ مشتق تابع را به دست آورده و سپس مشتق چپ و راست را در نقطۀ  مساوی قرار

می دهیم:

با جایگذاری در رابطۀ  مقدار  را محاسبه می کنیم:

بنابراین ضابطۀ تابع به ازای  به صورت زیر می شود:

۱ −  <۲ ۱f ۱ −  ( ۲)x

ab

   

 f x =  x −  = ۱ − ۱ = ۰
x→۱+
lim ( )

x→۱+
lim (

x
۱

)

 f x =  x + ax + b = a + b + ۱
x→۱−
lim ( )

x→۱−
lim ۲

f ۱ = ۰( )
⎭⎪⎪
⎬
⎪⎪
⎫

 f x =  f x =f ۱
x→۱+
lim ( )

x→۱−
lim ( ) ( )

a + b + ۱ = ۰ ⇒ a + b = −۱ I( )

x = ۱

f x =′ ( )  {
۱ +  ; x > ۱

x۲
۱

۲x + a ; x < ۱

f  ۱ =′
+ ( ) f  ۱ ⇒′

− ( ) ۱ + ۱ = ۲ + a ⇒ a + ۲ = ۲ ⇒ a = ۰

Ib

a + b = −۱ ⇒ ۰ + b = −۱ ⇒ b = −۱

x < ۱

x < ۱ : f x =( ) x −۲ ۱

⇒ f ۱ −  =( ۲) ۱ −  −( ۲)
۲

۱ = ۱ − ۲  +۲ ۲ − ۱ = ۲ − ۲  ۲
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الف) آهنگ متوسط تغ�ر تابع از  تا  از رابطۀ زیر به دست می آید:

ب) آهنگ لحظه ای تغ�ر تابع در یک نقطه برابر مقدار مشتق تابع آن نقطه است.

x۱x۲

 =
Δx
Δf

 

x  − x  ۲ ۱

f(x  ) − f(x  )۲ ۱

داریم:

ابتدا آهنگ متوسط تغ�ر تابع از  تا  را به دست می آوریم:

طبق قسمت ب از گام اول،  و سپس مقدار  را محاسبه می کنیم:

اختلاف آهنگ متوسط تغ�ر و آهنگ لحظه ای تغ�ر برابر است با:

f x =( ) ۲x + ۱ =( )−  ۲
۱

 

 ۲x + ۱
۱

x = ۴x = ۱۲

 =
Δx
Δf

 =
۱۲ − ۴

f ۱۲ − f ۴( ) ( )
 =

۸

 −  

 ۲۴+۱
۱

 ۸+۱
۱

 =
۸

 −  

 ۲۵
۱

 ۹
۱

 =
۸

 −  ۵
۱

۳
۱

 =
۸

 ۱۵
۳−۵

 =
۸

−  ۱۵
۲

−  

۶۰
۱

f (x)′f (۴)′

f x =′ ( )  =
۲x + ۱

۰ −  ۲  ۲x+۱
۲

−  

۲x + ۱  ( ) ۲x + ۱
۱

x = ۴ آهنگ لحظه ای تغ�ر در  = f ۴ =′ ( ) −  =
۸ + ۱  ( ) ۸ + ۱

۱
−  =

۹ × ۳
۱

−  

۲۷
۱

 −
Δx
Δf

f x =′ ( ) −  −
۶۰
۱

−  =(
۲۷
۱

) −  +
۶۰
۱

 =
۲۷
۱

 =
۵۴۰

−۹ + ۲۰
 

۵۴۰
۱۱
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، مخالف صفر است بنابراین باید به ازای  مخرج کسر ، صورت کسر برابر صفر می شود؛ اما حاصل حد وقتی  وقتی 

هم برابر صفر شود؛ یعنی: 

اکنون حاصل حد  و مبهم است. با استفاده از قاعدۀ هوپیتال رفع ابهام کرده و مقادیر  و  را به دست می آوریم:

با استفاده از رابطۀ  مقدار  برابر است با:

x → ۲x → ۲x = ۲

ax + b = ۰  

x=۲ ۲a + b = ۰ I( )

 

۰
۰

ab

 =
x→۲
lim

ax + b
x −  ۳x − ۲

 

۰
۰

   =  =  =  =  ⇒ ۴a = ۲ ⇒ a =  

HOP

x→۲
lim

a

۱ −  ۲  ۳x−۲
۳

a

۱ −  ۲×۲
۳

a
۱ −  ۴

۳

۴a
۱

۲
۱

۲
۱

I( )b

۲  +(
۲
۱

) b = ۰ ⇒ b + ۱ = ۰ ⇒ b = −۱
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الف) برای این که تابع در  پیوسته باشد، باید رابطۀ زیر برقرار باشد:

ب) وقتی  حاصل حد  شده و مبهم است. با استفاده از قاعدۀ هوپیتال حاصل حد راست تابع را در نقطۀ  به دست

می آوریم.

x = ۳

f(x) =
x→۳+
lim  f(x) =

x→۳−
lim f(۳)

x → ۳+
 

۰
۰

x = ۳

مشاهده می شود فارغ از اینکه مقدار  چند باشد، حاصل حد راست، حد چپ و مقدار تابع در نقطۀ  برابر است. پس به ازای هر

، تابع  در نقطۀ  پیوسته است.  مقدار 

f(x) =  ax − ۳a −  = ۳a − ۳a −  = −  

x→۳−
lim

x→۳−
lim

۸
۳

۸
۳

۸
۳

f(۳) = ۳a − ۳a −  = −  

۸
۳

۸
۳

f(x) =   =  

x→۳+
lim

x→۳+
lim

x − ۳
۱ −  x −  x + ۱

۰
۰

  f(x) =   = −  

هوپیتال

x→۳+
lim

x→۳+
lim

۱

−  

۲  x −  x + ۱

۱ −  

۲  x + ۱
۱

۲  ۳ − ۲

۱ −  

۲  ۴
۱

= −  = −  = −  

۲

۱ −  

۴
۱

۲

 

۴
۳

۸
۳

ax = ۳
af(x)x = ۳
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باشد، یعنی:  باتوجه به معادله باید 

حال معادلۀ (*) را حل می کنیم. ابتدا به توان 2 می رسانیم:

حال فاصلۀ نقطۀ  را از نیمساز ناحیۀ اول یعنی  به دست می آوریم:

f (x) =′ ۱ +  =
۲  ۴x − x۲

۴ − ۲x
۰

⇒ −  =
 ۴x − x۲

۲ − x
۱ ⇒  =۴x − x۲ x − ۲ (∗)

x − ۲ ≥ ۰x ≥ ۲

۴x − x =۲ x −۲ ۴x + ۴ ⇒ ۲x −۲ ۸x + ۴ = ۰

⇒ x −۲ ۴x + ۲ = ۰ ⇒ Δ = ۱۶ − ۸ = ۸

⇒    

⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧x =  = ۲ + قابل قبول  

۲
۴ + ۲  ۲

۲

x =  = ۲ −  (x ≥ ۲ (غیرقابل قبول زیرا 
۲

۴ − ۲  ۲
۲

⇒ f(۲ +  ) =۲ ۲ +  +۲  ۴(۲ + ) − (۲ + )۲ ۲
۲

= ۲ +  +۲  =۲ ۲ + ۲  ۲

⇒ A(۲ +  , ۲ +۲ ۲  ) ۲ماکزیمم نسبی 

Ay = x

x − y = ۰

⇒ d =  =
 a + b۲ ۲

ax  + by  + c∣ ۰ ۰ ∣
 =

 ۱ + ۱
 ۲ +  − ۲ − ۲   ∣

∣ ۲ ۲∣
∣

 =
 ۲
 ۲

۱
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الف) مشتق تابع  از رابطۀ  به دست می آید.

ب) مشتق تابع کسری  از رابطۀ زیر به دست می آید:

y = uy =′
 ۲  u

u′

y =  g(x)
f (x)

y =′
 

g (x)۲
f (x)g(x) − f(x)g (x)′ ′

fبا استفاده از روابط گام اول، ابتدا  و سپس  را محاسبه می کنیم: (x)′f (۲)′

f x =( )  ⇒ 

۲x + ۱
۳x − ۱

f x =′ ( )  =
۲   ۲x+۱

۳x−۱

 ۲x+۱( )۲
۳ ۲x+۱ −۲ ۳x−۱( ) ( )

 ⇒
۲   ۲x+۱

۳x−۱

 ۲x+۱( )۲
۵

f ۲ =′ ( )  =
۲   ۴+۱

۶−۱

 ۴+۱( )۲
۵

 =
۲   ۵

۵

 ۵۲
۵

 =
۲

 ۵
۱

 

۱۰
۱
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گام اول:

، نقاطی از دامنۀ تعریف آن است که  برابر صفر باشد و یا در آن نقاط تعریف نشده باشد. نقاط بحرانی تابع 

گام دوم:

، ضابطۀ تابع را ساده تر می کنیم، داریم: ابتدا با تع�ن علامت عبارت قدر مطلقی 

 و  ریشه های عبارت درون قدر مطلق هستند پس می توان نوشت:

تابع در نقاط  و  پیوسته است پس ضابطۀ  برابر است با:

اکنون ریشه های معادلۀ  را به دست می آوریم:

باتوجه به اینکه  است پس  نیز نقطۀ بحرانی تابع  است. بررسی می کنیم  در چه نقاطی

تعریف نشده است. داریم:

،  و  است. مساحت مثلث  برابر است با: بنابراین تابع  دارای سه نقطۀ بحرانی 

f(x)f (x)′

∣x +۲ x − ۲∣

f(x) = (x − ۱)∣x +۲ x − ۲∣ = (x − ۱)∣(x + ۲)(x − ۱)∣

x = −۲x = ۱

f(x) =  {
(x − ۱) (x + ۲) ; x ≥ ۱ یا x ≤ −۲۲

−(x − ۱) (x + ۲) ; −۲ < x < ۱۲

x = −۲x = ۱f (x)′

f (x) =′
 {

(x − ۱)(۳x + ۳) ; x > ۱ یا x < −۲
−(x − ۱)(۳x + ۳) ; −۲ < x < ۱

f (x) =′ ۰

f (x) =′ ۰ ⇒   

⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧x > ۱ , x < −۲ : (x − ۱)(۳x + ۳) = ۰ ⇒ }غ ق ق 

x = ۱
x = −۱

−۲ < x < ۱ : −(x − ۱)(۳x + ۳) = ۰ ⇒  {
x = ۱

x = −۱

f  (۱) =′
− f  (۱) =′

+ ۰x = ۱f(x)f (x)′

 ⇒
f  (−۲) = −(−۲ − ۱)(−۳) = −۹′

+
f  (−۲) = (−۲ − ۱)(−۳) = ۹′

−
} f  (−۲)  =′

+ � f  (−۲) ⇒′
− f (−۲) ′وجود ندارد

f(x)A(۱, ۰)B(−۱, −۴)C(−۲, ۰)ABC
Δ

S  =
ABC

Δ  BH ×
۲
۱

AC =  ×
۲
۱

۴ × ۳ =  =
۲
۱۲

۶
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fآهنگ متوسط تغ�ر تابع  روی بازه ای از  تا  چنین تعریف می شود: x( )xx + Δx

آهنگ متوسط تغ�ر =  

Δx
f x + Δx − f x( ) ( )

باتوجه به تعریف آهنگ متوسط تغ�ر داریم:

x = ۹ تا x = ۵ آهنگ متوسط تغ�ر تابع از =  =  =  

Δx
Δf

۹ − ۵
f ۹ − f ۵( ) ( )

۴
 −  ۹ + ۱۴۴۲ ۵ + ۱۴۴۲

=  =  =  =  =  = ۰/۵
۴

 −  ۸۱ + ۱۴۴ ۲۵ + ۱۴۴
۴

 −  ۲۲۵ ۱۶۹
۴

۱۵ − ۱۳
۴
۲

۲
۱
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ابتدا ضابطۀ  را به دست می آوریم:

باتوجه به اطلاعات صورت سؤال داریم:

در محاسبۀ ضابطۀ تابع  با عبارت  رو به رو هستیم. چون  است پس عبارت  عامل

صفرشوندۀ تابع  در نقطۀ  می شود و داریم:

f x′ ( )

f x =( ) x + ۱ + g x ⇒( ( ))۵ f x =′ ( ) ۱ + ۵g x g x′ ( ) ( ( ))۴

⇒ f ۰ =′ ( ) ۱ + ۵g ۰ g ۰′ ( ) ( ( ))۴

f ۰ =g ۰ =۱′( ) ( )
۱ = ۱ + ۵g ۰ ۱ ⇒′ ( ) ( )۴ ۵g ۰ =′ ( ) ۰ ⇒ g ۰ =′ ( ) ۰

f x′′ ( )g x g x′ ( ) ( ( ))۴g ۰ =′ ( ) ۰g x′ ( )

f (x)′x = ۰

⇒ f ۰ =′′ ( ) ۰ + ۵g ۰ g ۰′′ ( ) ( ( ))۴

 f ۰ = ۵g ۰ ۱ = ۵g ۰x=۰

g(۰)=۱
′′ ( ) ′′ ( ) ( )۴ ′′ ( )
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الف) طبق تعریف مشتق داریم:

ب) می دانیم: 

f a =′ ( )   

Δx→۰
lim

Δx
f a + Δx − f a( ) ( )

(fg) (x) =′ f (x)g(x) +′ f(x)g (x)′

باتوجه به اینکه می دانیم  است، می توان نوشت:

باتوجه به قسمت ب از گام اول داریم:

(fg)(x) = f(x)g(x)

 =
Δx→∘
lim

Δx
f ۲ + Δx g ۲ + Δx − f ۲ g ۲( ) ( ) ( ) ( )

  =
Δx→۰
lim

Δx
(fg)(۲ + Δx) − (fg)(۲)

(fg) ۲′ ( )

fg x =( )′ ( ) f x g x +′ ( ) ( ) g x f x =′ ( ) ( ) ۲x − ۱  +( ) ۲x x − x  ( ۲ )
۲  ۲x

۲

⇒ fg ۲ =( )′ ( ) ۴ − ۱  +( ) ۴ ۲ − ۲  =( ۲ )
 ۴

۱
۳ × ۲ +( )  =

۲
۲

۶ + ۱ = ۷

گزینه 4 118

نقطۀ  را بر روی منحنی  در نظر می گیریم. فاصلۀ میان دو نقطۀ A و M برابر است با:

برای یافتن کمترین فاصله، ابتدا معادلۀ  را حل می کنیم:

بنابراین کمترین فاصلۀ نقطۀ A از منحنی  برابر است با:

M (α,  )۲α + ۹y =  ۲x + ۹

M A =  =(α − ۴) + (  − ۰)۲ ۲α + ۹
۲

 =α − ۸α + ۱۶ + ۲α + ۹۲
 α − ۶α + ۲۵۲

(M A)  =′
α ۰

(M A)  =′
α  

۲  α − ۶α + ۲۵۲

۲α − ۶

(M A)  =′
α ۰ ⇒ ۲α − ۶ = ۰ ⇒ α = ۳

y = ۲x + ۹

(M A)  =min  =۹ − ۶(۳) + ۲۵  =۱۶ ۴
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الف) با استفاده از تعریف مشتق داریم:

ب) اگر  باشد به طوری که  خود تابعی از  است، آنگاه داریم:

 =
x→۲
lim

x − ۲
f x − f ۲( ) ( )

f ۲′ ( )

y = f u( )ux

y =′ u f u′ ′ ( )

مشتق تابع  در همسایگی نقطۀ  محاسبه می شود بنابراین داریم:

باتوجه به قسمت ب از گام اول می توان چنین نوشت:

f  ( ∣x∣ + ۳)x = −۱

x=−۱
∣x∣ = −x ⇒ f  =( ∣x∣ + ۳) f  ( ۳ − x)

y = f  ⇒( ۳ − x) y =′
 f  

۲  ۳ − x
−۱ ′ ( ۳ − x)

⇒ y −۱ =′ ( )  f  =
۲  ۳ + ۱

−۱ ′ ( ۳ + ۱)  f ۲
۲ × ۲

−۱ ′ ( )

 

f ۲ =−  

′( ) ۳
۱

y −۱ =′ ( ) −  −  =(
۴
۱

) (
۳
۱

)  

۱۲
۱
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روش اول:

تابع  به ازای مقادیری که عبارت درون جزء صحیح برابر عدد صحیح شود، ناپیوسته و درنتیجه مشتق ناپذیر است؛ بنابراین

تابع روی بازه ای مشتق پذیر است که خروجی آن فقط یک مقدار باشد.

بررسی گزینۀ اول:

،  بی شمار مقدار صحیح می پذیرد پس تابع در این بازه ناپیوسته و درنتیجه  ریشۀ مخرج کسر است. به ازای 

مشتق ناپذیر است.

بررسی گزینۀ دوم:

در این بازه،  بی شمار مقدار صحیح می پذیرد پس تابع ناپیوسته و درنتیجه مشتق ناپذیر است.

بررسی گزینۀ سوم:

تابع  در نقطۀ  ناپیوسته است بنابراین روی بازۀ  مشتق ناپذیر می شود.

بررسی گزینۀ چهارم:

، یک تابع ثابت است پس روی این بازه پیوسته و مشتق پذیر می شود. تابع  روی بازۀ 

روش دوم:

، بازۀ مشتق پذیری آن را مشخص می کنیم:  با رسم نمودار تابع 

  

y = f x[ ( )]

x ∈ ۰, ۱ ⇒[ ] ۰ ≤ x ≤ ۱ ⇒  ∈
x
۱

۱, ∞[ )

x = ۰۰ < x ≤ ۱ 

x
۱

x ∈ −۱, ۰ ⇒( ) −۱ < x < ۰ ⇒  ∈
x
۱

−∞, −۱( )

 

x
۱

x ∈ [۱, +∞) ⇒ x ≥ ۱ ⇒ ۰ <  ≤
x
۱

۱ ⇒  =[
x
۱

]   

⎩
⎨
⎧۰ ; ۰ <  < ۱

x
۱

۱ ;  = ۱
x
۱

f(x) =  [
x
۱

]x = ۱[۱, +∞)

x ∈ −∞, −۱ ⇒( ) x < −۱ ⇒ −۱ <  <
x
۱

۰ ⇒  =[
x
۱

] −۱

f(x) =  [
x
۱

]−∞, −۱( )

f x =( )  [
x
۱

]
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همان طوری که مشاهده می کنید از میان گزینه ها، تابع تنها در بازۀ  برابر تابع ثابت  است، درنتیجه روی این

بازه پیوسته و مشتق پذیر می شود.

−∞, −۱( )f x =( ) −۱

گزینه 1 121

، تابع  را قبل و بعد از این نقطه تع�ن علامت برای تع�ن وضعیت یکنوایی (صعودی یا نزولی بودن) تابع در اطراف نقطۀ 

می کنیم.

باتوجه به اینکه  است پس تابع  در نقطۀ  دارای مماس افقی است. داریم:

نقطۀ  مینیمم نسبی تابع  است پس گزینۀ 1 صحیح می باشد.

x = ۰y′

f(x) =  ⇒
x + ۱۳
x + ۱۲

f (x) =′
 =

(x + ۱)۳ ۲
۲x(x + ۱) − ۳x (x + ۱)۳ ۲ ۲

 

(x + ۱)۳ ۲
−x − ۳x + ۲x۴ ۲

f (۰) =′ ۰f(x)x = ۰

x = ۰f(x)
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باتوجه به اینکه تابع  در نقطۀ  مشتق راست دارد پس حتماً در همسایگی راست این نقطه تعریف شده است. نقطۀ 

مینیمم نسبی تابع  است؛ بنابراین به ازای هر  عضو همسایگی راست این نقطه داریم:

طبق تعریف مشتق راست در نقطۀ  داریم:

بنابراین مشتق راست تابع  در نقطۀ  الزاماً نامنفی است.

fx = cx = c

fx

⇒{
x > c

f(x) ≥ f(c)
 (∗){

x − c > ۰
f(x) − f(c) ≥ ۰

x = c

f  (c) =′
+    

x→c+
lim

x − c
f(x) − f(c) (∗)

f  (c) ≥′
+ ۰

fx = c
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gofمی دانیم  و  است. x =( ) g(f(x))(gof) x =′ ( ) g (f(x))f (x)′ ′

yباتوجه به گام اول و فرض های صورت سؤال، مشتق تابع  را در نقطۀ  به دست می آوریم: = fogoh x( )x = ۰

y = fogoh x = f g h x( ) ( ( ( )))

⇒ y = g h x × f g h x = h x × g h x × f g h x′ ( ( ( )))′ ′ ( ( ( ))) ′ ( ) ′ ( ( )) ′ ( ( ( )))

 y ۰ = h ۰ × g h ۰ × f g h ۰
x=۰ ′ ( ) ′ ( ) ′ ( ( )) ′ ( ( ( )))

 y (۰) =  × g ۱ f g ۱
h(۰)=۱ , ۲h (۰)=۱′

′

۲
۱ ′ ( ) ′ ( ( ))

 y (۰) =  × −۱ f −۱
−g(۱)=۱ , −g (۱)=۱′

′

۲
۱

( ) ′ ( )

f (−۱)=۱′

y (۰) =′
 −۱ ۱ =

۲
۱

( ) ( ) −  

۲
۱
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نقطۀ  را روی منحنی در نظر می گیریم. فاصلۀ نقطۀ  را از نقطۀ B محاسبه می کنیم:

برای به دست آوردن کمترین فاصله، از AB مشتق می گیریم:

کمترین فاصلۀ نقطۀ A از منحنی، برابر است با فاصلۀ دو نقطۀ A و B. درنتیجه داریم:

B(x,  )۲x + ۷A(۵, ۰)

AB =  (x − ۵) + (  − ۰)۲ ۲x + ۷
۲

=  =x − ۱۰x + ۲۵ + ۲x + ۷۲
 x − ۸x + ۳۲۲

(AB) =′
 =

۲  x − ۸x + ۳۲۲

۲x − ۸
 

 x − ۸x + ۳۲۲

x − ۴

(AB) =′ ۰ ⇒ x = ۴ ⇒ B(۴,  )۱۵

A(۵, ۰), B(۴,  ) ⇒۱۵ AB =  =(۵ − ۴) + (۰ −  )۲ ۱۵
۲

۴
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گام اول:

برد تابع  همان محدودۀ تغ�رات مقادیر  بر روی بازۀ مشخص شده است. مقادیر  بر روی یک بازه بین ماکزیمم و مینیمم

مطلق تابع تغ�ر می کند.

گام دوم:

، ابتدا نقاط بحرانی تابع  را بر روی این بازه یافته و مقدار برای یافتن ماکزیمم و مینیمم مطلق تابع پیوستۀ  روی بازۀ 

، نقاطی است که  باشد تابع را در این نقاط و همچنین نقاط ابتدایی و انتهایی بازه می یابیم. می دانیم نقاط بحرانی تابع 

یا  موجود نباشد؛ بنابراین داریم:

بنابراین برد تابع  به صورت  است.

f(x)f(x)f(x)

f(x)[−۳, ۱]f(x)

f(x)f (x) =′ ۰
f (x)′

f(x) = x −۳ ۱۲x + ۸ ⇒ f (x) =′ ۳x −۲ ۱۲ = ۳(x −۲ ۴) = ۰

⇒ x = ۲ , x = −۲  

x∈[−۳,۱]
x = −۲

f(−۳) = (−۳) −۳ ۱۲(−۳) + ۸ = −۲۷ + ۳۶ + ۸ = ۱۷

f(−۲) = (−۲) −۳ ۱۲(−۲) + ۸ = −۸ + ۲۴ + ۸ = ۲۴ ⇒ مطلق max

f(۱) = ۱ −۳ ۱۲(۱) + ۸ = ۱ − ۱۲ + ۸ = −۳ ⇒ مطلق min

f(x)[−۳, ۲۴]
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ابتدا عبارت درون قدر مطلق را تع�ن علامت می کنیم:

برای یافتن نقاط اکسترمم نسبی تابع، نقاط بحرانی تابع را می یابیم؛ بنابراین مشتق تابع را محاسبه و معادلۀ  را حل می کنیم.

حال مشتق پذیری تابع را در دو نقطۀ  و  نیز بررسی می کنیم:

تابع  در دو نقطۀ  و  مشتق پذیر نیست. داریم:

بنابراین مجموعه نقاط ماکسیمم نسبی تابع  به صورت  است.

x −۲ ۳ = ۰ ⇒ x =۲ ۳ ⇒ x = ±  ۳

⇒  x − ۳  =∣
∣ ۲

∣
∣

 {
x − ۳ ; x ≥ یا  x ≤ −  

۲ ۳ ۳
−x + ۳ ; −  < x <  

۲ ۳ ۳

⇒ f(x) =  {
x − ۳x ; x ≥ یا  x ≤ −  

۳ ۳ ۳
−x + ۳x ; −  < x <  

۳ ۳ ۳

f (x) =′ ۰

f (x) =′
 {

۳x − ۳ ; x > یا  x < −  

۲ ۳ ۳
−۳x + ۳ ; −  < x <  

۲ ۳ ۳

f (x) =′ ۰ ⇒   {
x > یا  x < −  : ۳x − ۳ = ۰ ⇒ ۳x = ۳ ⇒ x = ۱ ⇒ x = ±۱ ۳غ ق ق ۳ ۲ ۲ ۲

−  < x < : −۳x + ۳ = ۰ ⇒ ۳x = ۳ ⇒ x = ۱ ⇒ x = ±۱۳ ۳ ۲ ۲ ۲

x = ۳x = −  ۳

f  (  ) =′
+ ۳ ۶ , f  (  ) =′

− ۳ −۶ ⇒ f  (  )  f  (  )′
+ ۳ = ′

− ۳

f  (−  ) =′
+ ۳ −۶ , f  (−  ) =′

− ۳ ۶ ⇒ f  (−  )  f  (−  )′
+ ۳ = ′

− ۳

f(x)x =  ۳x = −  ۳

f(x){−  , ۱}۳
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نمودار این تابع به  صورت زیر است:

این تابع در  مینیمم نسبی و در  ماکزیمم نسبی دارد. فاصلۀ آن  ها برابر است با:

f(x) = x∣x − ۴∣ =   {
x − ۴x ; x ≥ ۴۲

۴x − x ; x < ۴۲

(۴, ۰)(۲, ۴)

=(۲ − ۴) + (۴ − ۰)۲ ۲
 =۴ + ۱۶  =۲۰ ۲  ۵
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g(x) = f(۴ − x ) ⇒۲ g (x) =′ −۲xf (۴ −′ x )۲

⇒ g (x) =′′ −۲(f (۴ −′ x ) +۲ x(−۲x)f (۴ −′′ x ))۲

⇒ g (  ) =′′ ۳ −۲(f (۱) −′ ۶f (۱)) =′′ −۲(−۵ − ۶ × (−۱)) = −۲

گزینه 4 129

به ازای هر  داریم:

بنابراین کمترین مقدار تابع  بر روی  برابر صفر است.

x ∈ R

x ≥۲ ۰ ⇒ x −۲ x ≥۳ −x  

۳ ریشۀ سوم
 ≥۳ x − x۲ ۳

 

۳ −x۳

⇒  ≥۳ x − x۲ ۳ −x ⇒ x +  ≥۳ x − x۲ ۳ ۰

f(x)R
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آهنگ متوسط در بازۀ  برابر است با:

آهنگ لحظه ای نیز برابر است با:

با برابر قرار دادن این دو داریم:

y =  ۲۱ − x + ۴x۲

[۵ , ۶]

 =
۶ − ۵

f(۶) − f(۵)
 =

۱
 −  ۲۱ − ۳۶ + ۲۴ ۲۱ − ۲۵ + ۲۰

 =
۱

 −  ۹ ۱۶
−۱

y =′
 =

۲  ۲۱ − x + ۴x۲

−۲x + ۴
 =

  ۲ ۲۱ − x + ۴x۲

 (−x + ۲)۲
 

 ۲۱ − x + ۴x۲

−x + ۲

 = −۱ ⇒ x − ۲ =  (∗)
 ۲۱ − x + ۴x۲

−x + ۲
۲۱ − x + ۴x۲

 x − ۴x + ۴ = ۲۱ − x + ۴x ⇒ ۲x − ۸x − ۱۷ = ۰۲ به توان ۲ ۲ ۲

⇒ x =  = ۲ ±    x = ۲ +   

۴
۸ ±  ۲۰۰

۲
۵

۲ x≥۲

(∗) ۲
۵

۲
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الف) شیب خط مماس بر منحنی تابع در یک نقطه، برابر با مشتق تابع در آن نقطه است.

ب) معادلۀ خطی به شیب  که از نقطۀ  عبور می کند، به صورت زیر است:

ج) مختصات نقطۀ تلاقی در هر دو معادله، صدق می کند.

mx  , y  ( ۱ ۱)

y − y  =۱ m x − x  ( ۱)

باتوجه به قسمت "الف" و "ب" از گام اول، معادلۀ خط مماس را به دست می آوریم:

سپس با مساوی قرار دادن معادلۀ خط  و معادلۀ منحنی، مختصات نقطۀ تلاقی را محاسبه می کنیم:

بنابراین  است و داریم:

y = x − x ⇒ y = ۳x − ۲x ⇒ m  = y ۱ = ۳ − ۲ = ۱۳ ۲ ′ ۲
مماس

′ ( )

x = ۱ ⇒ y ۱ = ۱ − ۱ = ۱ − ۱ = ۰( ) ( )۳ ( )۲

y − y ۱ = y ۱ x − ۱ ⇒ y − ۰ = x − ۱ ⇒ y = x − ۱( ) ′ ( ) ( )

y = x − ۱

x − ۱ = x − x ⇒ x − ۱ = x x − ۱ ⇒ x − ۱ ۱ − x = ۰۳ ۲ ۲ ( ) ( ) ( ۲)

⇒ x − ۱ ۱ − x ۱ + x = ۰  ۱ + x = ۰ ⇒ x = −۱( ) ( ) ( )
x  ۱=

x  =A −۱

y  =A −۱ −( )۳ −۱ =( )۲ −۱ − ۱ = −۲
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یکی از اعداد را x و دیگری را y می نامیم. داریم: 

می خواهیم  مینیمم شود پس این حاصل ضرب را به صورت تابعی برحسب x نوشته و مشتق آن را برابر صفر قرار می دهیم.

مجموع دو عدد برابر است با:

y = ۲x − ۶
x.y

f(x) = x.y = x(۲x − ۶) = ۲x −۲ ۶x

⇒ f  =′
x ۴x − ۶ = ۰ ⇒ ۴x = ۶ ⇒ x =  

۲
۳

y=۲x−۶
y = ۲(  ) −

۲
۳

۶ = ۳ − ۶ = −۳

x + y =  −
۲
۳

۳ = −  

۲
۳
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الف) تابع در یک نقطه مشتق پذیر است؛ هرگاه مشتق چپ و راست تابع در آن نقطه موجود و باهم برابر باشد.

gof(x)ب) مشتق تابع  از رابطۀ زیر به دست می آید:

y = gof(x) = g(f(x)) ⇒ y =′ f (x)g (f(x))′ ′

دو تابع  و  در نقطۀ  پیوسته اند؛ بنابراین مشتق چپ و راست تابع  را در نقطۀ  به طور مستقیم تع�ن

می کنیم.

باتوجه به قسمت (الف) از گام اول، تابع  در  پیوسته است هرگاه داشته باشیم:

f(x)g(x)x = ۰gofx = ۰

x → ۰ ⇒+ x > ۰ ⇒ ∣x∣ = x ⇒    

⎩
⎨
⎧f(x) = ۴x ⇒ f (x) = ۴′

g(x) = (  + a)x ⇒ g (x) =  + a
۴
۳ ′

۴
۳

⇒ (gof)  (۰) =′
+ f  (۰)g  (f(۰)) =′

+
′
+ ۴(  +

۴
۳

a) = ۳ + ۴a

x → ۰ ⇒− x < ۰ ⇒ ∣x∣ = −x ⇒    

⎩
⎨
⎧f(x) = ۲x ⇒ f (x) = ۲′

g(x) = (  − a)x ⇒ g (x) =  − a
۴
۳ ′

۴
۳

⇒ (gof)  (۰) =′
− f  (۰)g  (f(۰)) =′

−
′
− ۲(  −

۴
۳

a) =  −
۲
۳

۲a

gofx = ۰

(gof)  (۰) =′
+ (gof)  (۰) ⇒′

− ۳ + ۴a =  −
۲
۳

۲a ⇒ ۶a = −  ⇒
۲
۳

a = −  

۴
۱
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الف) تابع  در یک نقطه مشتق پذیر است درصورتی که اولاً در آن نقطه پیوسته باشد، ثانیاً مشتق راست و چپ تابع در آن نقطه،

موجود و باهم برابر باشند.

ب) تابع دو ضابطه ای که روی اعداد گنگ و گویا تعریف شده، در نقاطی پیوسته است که ضابطه ها باهم برابر باشند و در نقاط پیوسته ای

که ضابطۀ مشتق باهم برابرند، مشتق پذیر است.

f x( )

برای یافتن نقاط مشتق پذیر تابع  ابتدا دو ضابطۀ آن را مساوی قرار می دهیم تا نقاط پیوسته را به دست آوریم:

تابع  فقط در نقطۀ  پیوسته است. بررسی می کنیم که آیا در این نقطه مشتق پذیر نیز هست یا نه!

بنابراین تابع  فقط در نقطۀ  مشتق دارد.

f x( )

f x =( )    ⇒{
x۲

۰
;
;

xگویا
xگنگ

x =۲ ۰ ⇒ x = ۰

f x( )x = ۰

f x =′ ( )    ⇒{
۲x
۰

;
;
xگویا
xگنگ

۲x = ۰ ⇒ x = ۰

f x( )x = ۰
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به ازای هر  داریم:

بنابراین ماکزیمم مطلق تابع  روی  برابر صفر است.

x ∈ R

x ≥۲ ۰ ⇒ −x ≤۲ ۰ ⇒ x −۳ x ≤۲ x  

۳ ریشۀ سوم
 ≤۳ x − x۳ ۲

 

۳
x۳

⇒  ≤۳ x − x۳ ۲ x ⇒ −x +  ≤۳ x − x۳ ۲ ۰

y = −x + ۳ x − x۳ ۲R
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fحاصل  را می خواهیم: (  )′

۴
۱

f x =  ⇒ f x =  ( )
 x

−x − ۱ ′ ( )
x

−۱(  ) −  −x − ۱x
۲  x

۱
( )

  =  = ۳
x=  ۴

۱

 

۴
۱

−  − ۱(−  )
۲
۱

۴
۵

 

۴
۱

−  +  

۲
۱

۴
۵
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اگر طول و عرض زمین را به  ترتیب y و x بنامیم آنگاه داریم:

مساحت مستطیل برابر با حاصل ضرب طول در عرض آن است پس تعریف می کنیم:

برای محاسبۀ بیشترین مساحت، معادلۀ  را حل می کنیم:

بنابراین:

y + ۲x = ۸۸ ⇒ y = ۸۸ − ۲x

S = xy = x(۸۸ − ۲x) = ۸۸x − ۲x۲

S  =′
x ۰

S  =′
x ۸۸ − ۴x ⇒ S  =′

x ۰ ⇒ ۴x = ۸۸ ⇒ x = ۲۲ , y = ۸۸ − ۴۴ = ۴۴

S  =max xy = ۲۲ × ۴۴ = ۹۶۸
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با آوردن مثال نقض، گزینه های نادرست را رد می کنیم.

گزینۀ اول: نقطۀ  در نمودار زیر، یک نقطۀ بحرانی است اما اکسترمم نسبی نیست.

گزینۀ سوم: نقطۀ  در تابع  یک نقطۀ بحرانی است اما مشتق تابع در این نقطه تعریف نشده است.

گزینۀ چهارم: نقطۀ  اکسترمم نسبی تابع  است اما مشتق تابع در این نقطه برابر با صفر نیست.

بنابراین هر نقطۀ اکسترمم نسبی، قطعاً یک نقطۀ بحرانی تابع است.

x = c

x = ۱y = x − ۱∣ ∣

x = ۱y = x − ۱∣ ∣
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,۴−]نقاط بحرانی تابع را در فاصلۀ  به دست می آوریم. ۳]

f(x) =  x −
۳
۱ ۳ x −۲ ۱۵x ⇒ f (x) =′ x −۲ ۲x − ۱۵

f (x)=۰′

x −۲ ۲x − ۱۵ = (x − ۵)(x + ۳) = ۰

[−۴, ۳] نقاط بحرانی تابع در بازۀ = −۳, −۴, ۳

   

f(−۴) = −  − ۱۶ + ۶۰ =  

۳
۶۴

۳
۶۸

f(−۳) =  − ۹ + ۴۵ = ۲۷
۳

(−۳)۳

f(۳) =  − ۹ − ۴۵ = −۴۵
۳
۳۳

⎭⎪⎪
⎪⎪
⎬
⎪⎪
⎪⎪
⎫

x∈[−۴,۳]
  {
y  = −۴۵min

y  = ۲۷max
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الف) آهنگ متوسط تغ�ر تابع  از  تا  چنین تعریف می شود:

ب) آهنگ لحظه ای تغ�ر تابع  در نقطۀ  برابر  است.

f x( )x  ۱x  ۲

 =
Δx
Δf

 

x  − x  ۲ ۱

f x  − f x  ( ۲) ( ۱)

f x( )x = af a′ ( )

f و  را محاسبه و باهم برابر قرار می دهیم، سپس مقدار  را تع�ن می کنیم. α′ ( ) 

Δx
Δf

α

x =۲ ۵ تا x  =۱ ۲ آهنگ متوسط تغ�ر تابع از =  

Δx
Δf

=  =
۵ − ۲

f ۵ − f ۲( ) ( )
 =

۳

 −  

۵ − ۱
۵

۲ − ۱
۲

 =
۳

− ۲
۴
۵

 =
۳

 

۴
۵ − ۸

 =
۳

−  

۴
۳

 

۴
−۱

f x =( )  ⇒
x − ۱

x
f x =′ ( )  =

x − ۱( )۲
x − ۱ − x

 

x − ۱( )۲
−۱

x = α آهنگ لحظه ای در = f α =′ ( )  

α − ۱( )۲
−۱

⇒ f α =′ ( )  ⇒
Δx
Δf

−  =
α − ۱( )۲

۱
−  ⇒

۴
۱

α − ۱ =( )۲ ۴ ⇒   {
α − ۱ = ۲ ⇒ α = ۳
α − ۱ = −۲ ⇒ α = −۱ غ ق ق

www.konkur.in

forum.konkur.in
@jozveh_nub



83/106لرنیتو 1399

گزینه 2 141

دو نقطۀ A و B و خط داده شده را در یک دستگاه مختصات رسم می کنیم.

همان طور که مشاهده می کنید دو نقطۀ A و B در یک طرف خط  قرار دارند؛ بنابراین نقطه ای از این خط که تفاضل

فاصله اش از A و B بیشترین مقدار را دارد، همان محل برخورد خط  و خط گذرنده از نقاط A و B است. ابتدا معادلۀ خط

گذرنده از نقاط A و B را تع�ن می کنیم:

با مساوی قرار دادن معادلۀ دو خط، نقطۀ برخورد آن ها را مشخص می کنیم:

بنابراین طول نقطۀ M برابر با صفر است.

y = x − ۱
y = x − ۱

y − y  =A  (x −
x  − x  B A

y  − y  B A x  )A

y − ۳ =  (x −
۴ − ۲
۷ − ۳

۲) ⇒ y − ۳ = ۲(x − ۲) ⇒ y − ۳ = ۲x − ۴ ⇒ y = ۲x − ۱

۲x − ۱ = x − ۱ ⇒ x = ۰ ⇒ y = −۱ ⇒ M (۰, −۱)
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با بررسی گزینه ها، جواب سؤال را مشخص می کنیم.

گزینۀ اول: اگر  نقطۀ اکسترمم نسبی  و  موجود باشد آنگاه تابع  در این نقطه پیوسته و خط مماس موجود است بنابراین قطعاً

خط مماس در این نقطه افقی است.

گزینۀ دوم: اگر  نقطۀ اکسترمم نسبی تابع  باشد، باتوجه به اینکه  روی  تعریف شده و  است، یکی از دو حالت

زیر اتفاق می افتد که در هر دو حالت  نقطۀ بحرانی  نیز می باشد.

گزینۀ سوم: فرض می کنیم  نقطۀ بحرانی تابع  باشد، باتوجه به نمودار زیر درستی این گزینه را رد می کنیم:

گزینۀ چهارم: باتوجه به اینکه  یک نقطه درون بازه است، پس اگر  نقطۀ اکسترمم مطلق تابع  باشد، قطعاً اکسترمم نسبی تابع نیز

می باشد؛ بنابراین بر اساس دلیل درستی گزینۀ دوم، این نقطه یک نقطۀ بحرانی تابع  است.

cff (c)′f

cff[a, b]a < c < b

cf

cf

ccf

f

www.konkur.in

forum.konkur.in
@jozveh_nub



85/106لرنیتو 1399

گزینه 4

گام اول

گام دوم

143

الف) شیب خط مماس بر منحنی در یک نقطه روی آن، برابر مشتق تابع در آن نقطه است.

mxب) معادلۀ خطی به شیب  که از نقطۀ  عبور می کند به صورت زیر است:  , y  ( ۱ ۱)

y − y  =۱ m x − x  ( ۱)

فرض می کنیم نقطۀ  بر روی منحنی قرار داشته باشد. با محاسبۀ مشتق تابع در این نقطه، معادلۀ خط مماس را

تشکیل می دهیم.

خط مماس از نقطۀ  می گذرد و بنابراین مختصات این نقطه در معادلۀ خط صدق می کند:

دقت کنید که نقطۀ  عضو دامنۀ تابع  نیست و تابع در این نقطه تعریف نشده است بنابراین  است

(زیرا نقطه  روی منحنی تابع قرار دارد) پس می توان عبارت  را در کسر فوق ساده کرد. داریم:

A α,  (
α + ۱
۲α − ۱

)

y =′
 

x + ۱( )۲
۲ x + ۱ − ۲x − ۱( ) ( )

A α,  ( α+۱
۲α−۱ )

y  =′
A  =

α + ۱( )۲
۲ α + ۱ − ۲α − ۱( ) ( )

 =
α + ۱( )۲

۲α + ۲ − ۲α + ۱
 

α + ۱( )۲
۳

y − y  = y  x − x ⇒ y −  = x − αA
′
A ( A)

α + ۱
۲α − ۱

α + ۱( )۲
۳

( )

−۱, ۰( )

x=−۱,y=۰
۰ −  =

α + ۱
۲α − ۱

 −۱ − α
α + ۱( )۲

۳
( )

⇒ −  =
α + ۱
۲α − ۱

−  ⇒
α + ۱( )۲

۳ α + ۱( )
 =

α + ۱
۲α − ۱

 

α + ۱
۳

x = −۱y =  

x + ۱
۲x − ۱

α  =� −۱

A α,  (
α + ۱
۲α − ۱

)α + ۱

۲α − ۱ = ۳ ⇒ ۲α = ۴ ⇒ α = ۲
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طبق تعریف مشتق داریم:

 =  ⇒  

h→۰
lim

h
f(−۲ + h) + ۳

۲
۱

{
f(−۲) = −۳
f (−۲) =  

′
۲
۱

(x f(x)) = ۲xf(x) + x f (x)۲ ′ ۲ ′

 −۴f(−۲) + ۴f (−۲) = −۴(−۳) + ۴(  ) = ۱۲ + ۲ = ۱۴x=−۲ ′

۲
۱
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yمی دانیم:  = f u ⇒( ) y =′ u f u′ ′ ( )

با تعریف  و باتوجه به گام اول، مشتق  را تع�ن و مقدار آن را در  محاسبه می کنیم.

اکنون ضابطۀ  را به دست می آوریم:

بنابراین داریم:

u = xf x( )f xf x( ( ))x = ۲

u = xf x ⇒( ) u =′ f(x) + xf (x)′

y = f xf x ⇒( ( )) y =′ f x + xf x f xf x( ( ) ′ ( )) ′ ( ( ))

f x′ ( )

f x =( )  −
۲
۳

 ⇒x + ۲ f x =′ ( ) −  

۲  x + ۲
۱

y =′
 −  −  −(

۲
۳

x + ۲
۲  x + ۲

x
)(

۲ xf(x) + ۲
۱

)

=  −  −   −   (
۲
۳

x + ۲
۲  x + ۲

x
)
⎝

⎛

۲   x − x  + ۲۲
۳ x + ۲

۱
⎠

⎞

⇒ y ۲ =′ ( )  − ۲ −  −  =(
۲
۳

۲
۱

) (
۲  ۳ − ۴ + ۲

۱
) −۱ −  =( ) (

۲
۱

)  

۲
۱
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مخروطی به شعاع r و ارتفاع h در نظر می گیریم. داریم:

حجم این مخروط برابر است با:

برای ماکسیمم کردن حجم مخروط، ابتدا معادلۀ  را حل می کنیم:

، بزرگ ترین حجم مخروط به دست می آید: بنابراین به ازای 

r + h = ۱ ⇒ r = ۱ − h

V =  πr h  

۳
۱ ۲ r=۱−h

V =  π(۱ − h) h =
۳
۱ ۲

 π(h −
۳
۱ ۳ ۲h +۲ h)

V  =′
h ۰

V  =′
h  π(۳h −

۳
۱ ۲ ۴h + ۱)

V  =′
h ۰ ⇒ ۳h −۲ ۴h + ۱ = ۰ ⇒    

⎩
⎨
⎧h  = ۱ غ ق ق (r + h = ۱ ۱(زیرا

h  =۲ ۳
۱

h =  ۳
۱

V  =max  π (  ) − ۲(  ) +  =
۳
۱

(
۳
۱ ۳

۳
۱ ۲

۳
۱

)  

۸۱
۴π
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می دانیم  و  است. توجه کنید که دامنۀ تعریف تابع  به صورت زیر

است:

gof x =( ) g(f(x))(gof) x =′ ( ) g (f(x)) ⋅′ f (x)′gof x( )

D  =gof x ∈ D  ∣ f(x) ∈ D  { f g }

باتوجه به گام اول، ابتدا ضابطۀ  را تع�ن کرده و مشتق آن را به دست می آوریم. برای تع�ن ضابطۀ  کافی است در

، ضابطۀ  را قرار دهیم. ضابطۀ  به جای متغیر 

gof x( )g f x( ( ))

g x( )xf x( )

D  = −۱, ۱ , D  = R ⇒ D  = −۱, ۱f ( ) g gof ( )

f x =  , g x =  ( )
 ۱ − x۲

x
( )

 ۱ + x۲

x

gof x =( ) g f x =( ( ))  =
 ۱ + f x( ( ))۲

f x( )
 =
 ۱ +  ۱−x۲

x۲

 

 ۱−x۲
x

 =
  +  ۱−x۲

۱−x۲

۱−x۲
x۲

 

 ۱−x۲
x

 =
 

 ۱−x۲
۱

 

 ۱−x۲
x

x ; −۱ < x < ۱

⇒ y = gof x = x ⇒ f x g f x = y = ۱ ; −۱ < x < ۱( ) ′ ( ) ′ ( ( )) ′
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نقطۀ  را بر روی منحنی  در نظر می گیریم. فاصلۀ میان دو نقطۀ A و M برابر است با:

برای مینیمم کردن فاصلۀ MA، ابتدا معادلۀ  را حل می کنیم. داریم:

 دامنۀ تابع  به صورت بازۀ  است.

بنابراین کوتاه ترین فاصلۀ نقطۀ A از منحنی  برابر است با:

M (α, α  )αy = x  x

M A =  =(α − ۸) + (α  − ۰)۲ α ۲
 =α − ۱۶α + ۶۴ + α۲ ۳

 α + α − ۱۶α + ۶۴۳ ۲

(M A)  =′
α ۰

(M A)  =′
α  

۲  α + α − ۱۶α + ۶۴۳ ۲

۳α + ۲α − ۱۶۲

(M A)  =′
α ۰ ⇒ ۳α +۲ ۲α − ۱۶ = ۰ ⇒    

⎩
⎨
⎧α = ۲

α = − غ ق ق(∗) 
۶
۱۶

∗y = x x[۰, +∞)

y = x x

(M A)  =min  =(۲ − ۸) + (۲  )۲ ۲
۲

 =۳۶ + ۸  =۴۴ ۲  ۱۱
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fآهنگ متوسط تغ�ر تابع  از  به  چنین تعریف می شود: x( )xx + Δx

آهنگ متوسط تغ�ر =  

Δx
f x + Δx − f x( ) ( )

طبق تعریف آهنگ متوسط تغ�ر داریم:  

بنابراین:

اگر  باشد، متغیر اصلاً تغ�ری نکرده و آهنگ متوسط تغ�ر آن برابر صفر می شود.

۲ + h به ۲ آهنگ متوسط تغ�ر از =  =
۲ + h − ۲

f ۲ + h − f ۲( ) ( )
 

h
f ۲ + h − f ۲( ) ( )

۲ + h به ۲ آهنگ متوسط تغ�ر از =  =
h

۲ + h +  − ۲ +  (
۲ + h

۱
) (

۲
۱

)
 =

h

h +  −  

۲ + h
۱

۲
۱

 

۹
۸

⇒ h +  −
۲ + h

۱
 =

۲
۱

 h  

۹
۸ ×۹

۹h +  −
۲ + h

۹
=

۲
۹

۸h

⇒ h +  =
۲ + h

۹
 ⇒

۲
۹

 =
۲ + h

h h + ۲ + ۹( )
 ⇒

۲
۹

 =
۲ + h

h + ۲h + ۹۲
 

۲
۹

⇒ ۲h +۲ ۴h + ۱۸ = ۹h + ۱۸ ⇒ ۲h −۲ ۵h = ۰ ⇒ h ۲h − ۵ =( ) ۰ ⇒    

⎩
⎨
⎧h = ۰ غ ق ق

h =  = ۲/۵
۲
۵

h = ۰
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الف) دو خط موازی اند اگر و تنها اگر شیب آن ها باهم برابر باشد.

ب) شیب خط مماس بر منحنی تابع در یک نقطه، برابر مقدار مشتق تابع در آن نقطه است.

برای یافتن شیب خط، ابتدا معادلۀ آن را به صورت استاندارد بازنویسی می کنیم:

شیب این خط برابر است. کافی است ضابطۀ  را تع�ن کنیم و مساوی شیب خط قرار دهیم:

می دانیم  همواره برقرار است بنابراین:

از اشتراک جواب های دو معادلۀ فوق داریم:    

m + ۲ y =( ) mx ⇒ y = x(
m + ۲

m
)

 (
m + ۲

m
)f x′ ( )

f x =( )  ⇒۱ + x۲ f x =′ ( )  =
۲  ۱ + x۲

۲x
 

 ۱ + x۲

x

f x  =′ ( ۰)  ⇒
m + ۲

m
 =
 ۱ + x  ۰

۲

x  ۰
 

m + ۲
m

−۱ <  <
 ۱ + x  ۰

۲

x  ۰ ۱

⎩⎪⎪
⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎪⎪
⎧

 > −۱ ⇒  + ۱ > ۰ ⇒  > ۰ ⇒ m < −۲ یا m > −۱
m + ۲

m
m + ۲

m
m + ۲

m + m + ۲

 < ۱ ⇒  − ۱ < ۰ ⇒  < ۰ ⇒ m > −۲
m + ۲

m
m + ۲

m
m + ۲

m − m − ۲

m > −۱
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به ازای  عبارت  برابر صفر می شود (عامل صفرشونده)، همچنین تابع  نیز در نقطۀ  پیوسته

است؛ بنابراین برای به دست آوردن مقدار  کافی است مشتق عبارت  را در تابع  ضرب و حاصل را به ازای 

محاسبه می کنیم:

x = ۱x − ۱( )g(x) =  

(۵x−۳)۴
 

۵ ۳x−۲x = ۱
f ۱′ ( )x − ۱( )g(x)x = ۱

f x =( )   

۵x − ۳( )۴
x − ۱  ( ) ۵ ۳x − ۲ عامل صفرشونده x−۱ )عبارت )

x=۱ در نقطۀ
f x =′ ( ) ۱ ×  

۵x − ۳( )۴
 

۵ ۳x − ۲

⇒ f ۱ =′ ( )  =
۵ − ۳( )۴

 

۵ ۳ − ۲
 =

۲۴

۱
 ⇒

۱۶
۱

f ۱ =′ ( )
۱۶
۱
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راه حل اول:

مساحت وقتی ماکزیمم است که  باشد. بنابراین: 

راه حل دوم:

sinα =  ⇒ x = ۶ sinα
۶
x

cos α =  ⇒ y = ۶ cos α
۶
y

مساحت مستطیل : S = x ۲y =( ) ۲ ۳۶ sinα cos α =( ) ۳۶ sin ۲α

sin ۲α = ۱S  =max ۳۶

x + y = ۳۶ ⇒ y =  

۲ ۲ ۳۶ − x۲

S = ۲xy = ۲x  ۳۶ − x۲

S = ۲  +  = ۰′ ۳۶ − x۲
۲  ۳۶ − x۲

−۴x۲

⇒ x = ۳۶ − x ⇒ x = ۱۸ ⇒ x = ۳  

۲ ۲ ۲ ۲

⇒ y =  = ۳  ۱۸ ۲

S  = ۲ × ۳  × ۳  = ۳۶max ۲ ۲
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x = ۳  آهنگ لحظه ای در  = f (۳)′

f(x) = x ⇒۳ f (x) =′ ۳x ⇒۲ f (۳) =′ ۲۷ (۱)

 آهنگ متوسط تغ�ر  =  =
Δx

f(۳ + Δx) − f(۳)
 =

۰/۱
f(۳/۱) − f(۳)

 =
۰/۱

(۳/۱) − ۳۳ ۳
۲۷/۹۱ (۲)

(۲) , (۱)
۲۷/۹۱ − ۲۷ = ۰/۹۱
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الف) باتوجه به خواص تابع جزء صحیح می دانیم: 

ب) هرگاه  تابعی اکیداً صعودی باشد، به ازای هر  داریم: 

۰ ≤ x − x <[ ] ۱
fx < yf(x) < f(y)

باتوجه به قسمت "الف" از گام اول می توان نوشت:

چون  تابعی اکیداً صعودی است، پس داریم:

بنابراین تابع  دارای ماکسیمم و فاقد مینیمم است.

۰ ≤ x − [x] < ۱  

×(−۱)
−۱ < [x] − x ≤ ۰ ⇒ −۱ < f(x) ≤ ۰

gof(x) = g(f(x)) = ۲[x]−x

g

−۱ < f(x) ≤ ۰  

اکیداً صعودی g
g(−۱) < g(f(x)) ≤ g(۰)

⇒ ۲ <−۱ ۲ ≤[x]−x ۲ ⇒۰
 <

۲
۱

۲ ≤[x]−x ۱ ⇒  <
۲
۱

gof ≤ ۱

gof
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الف) آهنگ متوسط تغ�ر تابع در بازه ای از  تا  از رابطۀ زیر به دست می آید:

ب) منظور از نمو متغیر همان  است، پس داریم: 

ج) آهنگ لحظه ای تغ�ر تابع در یک نقطه برابر مقدار مشتق تابع در آن نقطه است.

xx + Δx

 =
Δx
Δf

 

Δx
f x + Δx − f x( ) ( )

ΔxΔx = ۰/۲۱

باتوجه به گام اول، آهنگ متوسط و آهنگ لحظه ای تغ�ر تابع در نقطۀ  را به دست می آوریم:

، ابتدا باید ضابطۀ مشتق تابع را به دست آوریم: برای به دست آوردن آهنگ لحظه ای تغ�ر تابع در 

بنابراین:

درنهایت، اختلاف آهنگ لحظه ای و آهنگ متوسط برابر است با:

x = ۱

x =۲ ۱/۲۱ تا x  =۱ ۱ آهنگ متوسط تغ�ر تابع از =  =
Δx
Δf

 

۱/۲۱ − ۱
f ۱/۲۱ − f ۱( ) ( )

=  =
۰/۲۱

−  ۱/۲۱ ۱
 =

۰/۲۱
۱/۱ − ۱

 =
۰/۲۱
۰/۱

 =
 ۱۰۰

۲۱
 ۱۰

۱

 

۲۱
۱۰

x = ۱

f x =( )  ⇒x f x =′ ( )  

۲  x
۱

x = ۱ آهنگ لحظه ای تغ�ر تابع در = f ۱ =′ ( )  =
۲  ۱

۱
 

۲
۱

f (۱) −′
 =

Δx
Δf

 −
۲
۱

 =
۲۱
۱۰

 =
۴۲

۲۱ − ۲۰
 

۴۲
۱
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الف) تابع  به ازای مقادیری که تابع  برابر یک عدد صحیح می شود، ناپیوسته و درنتیجه مشتق ناپذیر است.

ب) هرکدام از دو تابع  و  روی بازۀ  مشتق ناپذیر شوند، کل تابع  مشتق ناپذیر

خواهد شد.

y = f x[ ( )]f x( )

x +  [
۳
۱

]x[ ]۰, ۳( )f x =( ) x +  +[
۳
۱

] x[ ]

روش اول: 

، عبارت درون جزء صحیح برابر یک عدد صحیح می شود: بررسی می کنیم در چه نقاطی از بازۀ 

بنابراین تابع  درمجموع در 5 نقطه ناپیوسته و درنتیجه مشتق ناپذیر است. 

روش دوم:

، نقاط ناپیوستگی تابع  را مشخص می کنیم: با رسم نمودار توابع  و 

نقاط ناپیوستگی:  

۰, ۳( )

۱) y = x :[ ] x ∈ Z , x ∈ ۰, ۳ ⇒( ) x = ۱ , x = ۲

۲) y = x +  :[
۳
۱

] x +  ∈
۳
۱ Z , x ∈ ۰, ۳ ⇒( ) x = , x =

۳
۲

 , x =
۳
۵

 

۳
۸

f x( )

y = x +  [
۳
۱

]y = x[ ]f x( )

x = ۱ , x = ۲
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نقاط ناپیوستگی:  

بنابراین تابع  در 5 نقطه ناپیوسته و درنتیجه مشتق ناپذیر است. 

x =  , x =
۳
۲

 , x =
۳
۵

 

۳
۸

f x( )
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الف) فرض کنیم  نقطۀ بحرانی تابع  باشد؛ همچنین فرض کنیم  بر بازۀ  شامل  پیوسته و بر این بازه به جز احتمالاً در  مشتق پذیر

باشد. در اینصورت  طول نقطۀ اکسترمم نسبی تابع  است، هرگاه  قبل و بعد از  تغ�ر علامت داده باشد.

، نقطۀ بحرانی تابع  است؛ هرگاه  یا  موجود نباشد. ب) نقطۀ 

cffIcc

cff (x)′c

c ∈ Dfff (c) =′ ۰f (c)′

، معادلۀ  دارای ریشۀ ساده است. بررسی می کنیم به ازای چه مقادیری از 

این معادلۀ درجه دو ریشۀ ساده خواهد داشت هرگاه  باشد، پس داریم:

، تابع  دارای اکسترمم نسبی است. بنابراین به ازای  یا 

f(x) =  ⇒
x + a

x − ۲x۲
D  =f R − {−a}

f (x) =′
 =

(x + a)۲
(۲x − ۲)(x + a) − (x − ۲x)۲

 

(x + a)۲
x + ۲ax − ۲a۲

af (x) =′ ۰

f (x) =′ ۰ ⇒  =
(x + a)۲

x + ۲ax − ۲a۲
۰ ⇒ x +۲ ۲ax − ۲a = ۰

Δ > ۰

(۲a) −۲ ۴(۱)(−۲a) > ۰ ⇒ ۴a +۲ ۸a = ۴a(a + ۲) > ۰

a < −۲a > ۰f
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برای یافتن مینیمم مطلق یک تابع پیوسته، مقدار تابع را در نقاط بحرانی آن یافته و کمترین آن ها را مشخص می کنیم. نقطۀ بحرانی

تابع، نقاطی از دامنۀ تعریف آن است که به ازای آن ها  یا  موجود نباشد.

چون دامنۀ تابع چندجمله ای  برابر  است، کافی است ریشه های معادلۀ  را به  دست آوریم:

هر سه مقدار فوق عضو بازۀ  هستند. کمترین مقدار تابع را به ازای چهار مقدار  به  دست می آوریم:

کمترین مقدار تابع روی بازۀ  برابر  است.

f (x) =′ ۰f (x)′

f(x)Rf (x) =′ ۰

f(x) =  −
۴
x۴

 −
۳
x۳

x ⇒۲ f (x) =′ x −۳ x −۲ ۲x = x(x − ۲)(x + ۱)

f (x) =′ ۰ ⇒ x(x − ۲)(x + ۱) = ۰ ⇒    

⎩⎪
⎨
⎪⎧x = ۰

x − ۲ = ۰ ⇒ x = ۲
x + ۱ = ۰ ⇒ x = −۱

[−۱, ۳]x = ۰, ۲, −۱, ۳

f(−۱) =  −
۴

(−۱)۴

 −
۳

(−۱)۳

(−۱) =۲ −  

۱۲
۵

f(۰) = ۰

f(۲) =  −
۴
۲۴

 −
۳
۲۳

۲ =۲ −  

۳
۸

f(۳) =  −
۴
۳۴

 −
۳
۳۳

۳ =۲
 

۴
۹

[−۱, ۳]y = −  

۳
۸
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y = fog(x) ⇒ y =′ g (x)f (g(x))′ ′

x=۲
y (۲) =′ g (۲)f (g(۲)) ⇒′ ′ ۶ = g (۲)f (  ) ⇒′ ′

۲ − ۱
۴ + ۱

۶ = g (۲)f (۵) (۱)′ ′

g(x) =  ⇒
x − ۱
۲x + ۱

g (x) =′
 =

(x − ۱)۲
۲(x − ۱) − (۲x + ۱)

 

(x − ۱)۲
−۳

⇒ g (۲) =′ −۳

(۱) : ۶ = −۳f (۵) ⇒′ f (۵) =′ −۲
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الف)  بیانگر مشتق راست تابع  در نقطۀ  و  بیانگر مشتق چپ تابع  در نقطۀ  است.

ب) می دانیم: 

f  ۰′
+ ( )f x( )x = ۰f  ۰′

− ( )f x( )x = ۰

∣x∣ =   {
x ; x ≥ ۰
− x ; x < ۰

ابتدا ضابطۀ تابع  را به ازای  و  تع�ن و مشتق چپ و راست آن را در نقطۀ  محاسبه می کنیم.

بنابراین:

f x( )x > ۰x < ۰x = ۰

x > ۰ : x = x , [x] = ۰ ⇒ f x = x × ۰ = ۰ ⇒ f  ۰ = ۰∣ ∣ ( ) ′
+ ( )

x < ۰ : x = −x , [x] = −۱ ⇒ f x = −x −۱ = x ⇒ f  ۰ = ۱∣ ∣ ( ) ( ) ( ) ′
− ( )

f  ۰ −′
− ( ) f  ۰ =′

+ ( ) ۱ − ۰ = ۱
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چون خط  در  بر  مماس است، پس  و  خواهد بود.

ازطرفی چون  است، پس:

y = ۳x − ۵x = ۲g x( )g ۲ =′ ( ) ۳A ۲, ۱ ∈( ) g

  =
x→۱
lim

۲ x − ۱( )
f x − f ۱( ) ( )

 

۳
۲

 f ۱ =  ⇒ f ۱ =  

۲
۱ ′ ( )

۳
۲ ′ ( )

۳
۴

y = fog x ⇒ y = g x f g x ⇒ y ۲ = g ۲ f g ۲( ) ′ ′ ( ) ′ ( ( )) ′ ( ) ′ ( ) ′ ( ( ))

⇒ y ۲ =′ ( ) ۳f ۱ =′ ( ) ۳ ×  =
۳
۴

۴
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باتوجه به  و  داریم:

 ۴a +
⎩
⎨
⎧f(۲) =  = ۴

۲ − ۱
۲ + ۲

g(۲) = ۴a + ۲b

f (۲)=g(۲) ۲b = ۴ (۱)

⎩⎪
⎨
⎪⎧f (x) =  =  ⇒ f (۲) = −۳′

(x − ۱)۲
x − ۱ − (x + ۲)

(x − ۱)۲
−۳ ′

g (x) = ۲ax + b ⇒ g (۲) = ۴a + b′ ′

f (۲)=g (۲)′ ′

۴a + b = −۳ (۲)

(۱)(۲)

⇒{
۴a + ۲b = ۴
۴a + b = −۳ b = ۷
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،  است. تابع  در ریشه های سادۀ داخل قدرمطلق یعنی  مشتق ندارد. همچنین در ریشۀ مخرج یعنی دامنۀ تابع 

 مشتق پذیر نیست.

 دقت کنید که تعداد نقاط مشتق ناپذیری روی دامنه دو نقطه و روی  سه  نقطه است. منظور سؤال بررسی مشتق ناپذیری روی 

است.

f x =( )  

x
x  x − ۲  ∣ ∣ ∣

∣ ۲
∣
∣

fR − ۰{ }f± ۲
x = ۰

RR
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yمی دانیم مشتق تابع  که  تابعی برحسب  است، از رابطۀ زیر به دست می آید: = unux

y =′ nu u′ n−۱

با استفاده از گام اول مشتق را محاسبه می کنیم:

y =  −  ⇒(
x
۱۶ ۳

x۲ )
۲

y =  − x(
x
۱۶

 ۳
۲
)

۲

⇒ y =′ ۲ × −  −  x  − x ⇒(
x۲

۱۶
۳
۲ −  ۳

۱
) (

x
۱۶

 ۳
۲
) y =′ ۲ −  −   − x(

x۲

۱۶
۳  

۳ x
۲

) (
x
۱۶

 ۳
۲
)

x=−۸
y =′ ۲ −  −   − ۴ =(

۶۴
۱۶

۳ × −۲( )
۲

) (
−۸
۱۶

) ۲ −  +  −۲ − ۴ =(
۴
۱

۳
۱

) ( ) ۲  −۶ =(
۱۲
۱

) ( ) −  =
۱۲
۱۲

−۱
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برای تع�ن ماکزیمم مطلق یک تابع پیوسته، مقدار تابع را در نقاط بحرانی می یابیم. بیشترین مقدار ماکزیمم مطلق تابع خواهد بود. نقاط

بحرانی، نقاطی از دامنۀ تعریف تابع هستند که به ازای آن ها  یا  موجود نباشد.

هیچ یک از سه مقدار به دست آمده مخرج تابع  را صفر نمی کنند، بنابراین هر سه طول نقطۀ بحرانی تابع  هستند. همچنین

ابتدا و انتهای بازه هم نقاط بحرانی محسوب می شوند، پس داریم:

بنابراین ماکزیمم مطلق تابع  برابر  است.

f (x) =′ ۰f (x)′

f(x) =  ⇒
x − ۴x + ۴x + ۵۴ ۳ ۲

۱
f (x) =′

 =
(x − ۴x + ۴x + ۵)۴ ۳ ۲ ۲
۰ − (۴x − ۱۲x + ۸x)۳ ۲

 

(x − ۴x + ۴x + ۵)۴ ۳ ۲ ۲
−۴x(x − ۲)(x − ۱)

f (x) =′ ۰ ⇒ −۴x(x − ۲)(x − ۱) = ۰ ⇒    

⎩⎪
⎨
⎪⎧x = ۰

x − ۲ = ۰ ⇒ x = ۲
x − ۱ = ۰ ⇒ x = ۱

f (x)′f(x)

f(۰) =  =
۰ + ۵

۱
 

۵
۱

f(۱) =  =
۱ − ۴ + ۴ + ۵

۱
 

۶
۱

f(۲) =  =
۱۶ − ۳۲ + ۱۶ + ۵

۱
 

۵
۱

f(x) 

۵
۱

گزینه 1 166

f (x) =′
 =

(x + ۱)۲ ۲
(۲x + ۲)(x + ۱) − ۲x(x + ۲x − ۳)۲ ۲

۰

⇒ ۲x + ۲ (x +( ) ۲ ۱) − ۲x(x +۲ ۲x − ۳) = ۰

⇒ +۲x۳ ۲x + ۲x +۲ ۲ − −۲x۳ ۴x +۲ ۶x = ۰

⇒ −۲x +۲ ۸x + ۲ = ۰ ⇒ x −۲ ۴x − ۱ = ۰

⇒ Δ = ۲۰ ⇒ x =  =
۲

۴ ± ۲  ۵
۲ ±  ۵

f(۲ +  ) =۵  

(۲ +  ) + ۱۵
۲

(۲ +  ) + ۴ + ۲  − ۳۵
۲

۵

=  =
۹ + ۴  + ۱۵

۹ + ۴  + ۲ + ۱۵ ۵
 =

۱۰ + ۴ ۵
۱۰ + ۶  ۵

 ×
۵ + ۲  ۵
۵ + ۳  ۵

 =
۵ − ۲  ۵
۵ − ۲  ۵

−۱ +  ۵
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برای آنکه نمودار تابع  بر نیمساز ناحیۀ اول مماس باشد، باید معادلۀ تقاطع تابع را با خط 

نوشته و  را برابر صفر قرار دهیم.

شیب نمودار در نقطۀ برخورد برابر 1 است. از معادلۀ کلی، مشتق می گیریم. داریم:

چون نمودار بر نیمساز ناحیۀ اول مماس می باشد، بنابراین  لذا  قابل قبول است.

y = ۲x +۲ (m + ۱)x + m + ۶y = x

Δ

{
y = x

y = ۲x + (m + ۱)x + m + ۶۲

⇒ x = ۲x +۲ (m + ۱)x + m + ۶ ⇒ ۲x +۲ mx + m + ۶ = ۰

Δ = ۰ ⇒ m −۲ ۸(m + ۶) = ۰ ⇒ m −۲ ۸m − ۴۸ = ۰

⇒ (m − ۱۲)(m + ۴) = ۰ ⇒   {
m = ۱۲
m = −۴

y =′ ۴x + m + ۱  

y =۱′

۱ = ۴x + m + ۱ ⇒ x = −  

۴
m

x > ۰m = −۴

گزینه 4 168

f(x) =  (
۳x + ۵
۲x − x۲

)
 ۳

۲

f (x) =′
   

۳
۲

(
۳x + ۵
۲x − x۲

)
 ۳

−۱

(
(۳x + ۵)۲

(۲ − ۲x)(۳x + ۵) − ۳(۲x − x )۲
)

⇒ f (−۲) =′
  

۳
۲

(
−۶ + ۵
−۴ − ۴

)
−  ۳

۱

(
(−۶ + ۵)۲

۶(−۱) − ۳(−۴ − ۴)
)

=  ۸ (−۶ +
۳
۲

( )  ۳
−۱

۲۴) =  =
۳  

۳ ۸
۲ × ۱۸

۶
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برای تع�ن اکسترمم های نسبی تابع  و نوع آن ها از آزمون مشتق اول استفاده می کنیم.

، نقاط بحرانی تابع را تع�ن می کنیم. ابتدا از تابع  مشتق گرفته و با حل معادلۀ 

، اکسترمم های نسبی تابع  را مشخص می کنیم. اکنون با تع�ن علامت 

باتوجه به جدول فوق، تابع  فقط دارای یک نقطۀ مینیمم نسبی در نقطۀ  می باشد زیرا علامت  قبل و بعد از این

نقطه عوض شده است. دقت کنید که  ریشۀ معادلۀ  است اما چون  قبل و بعد از این نقطه تغ�ر علامت نداده

پس این نقطه اکسترمم نسبی تابع محسوب نمی شود.

f(x)

f(x)f (x) =′ ۰

f(x) = x −۴ ۶x +۲ ۸x ⇒ f (x) =′ ۴x −۳ ۱۲x + ۸

f (x) =′ ۰ ⇒ ۴(x −۳ ۳x + ۲) = ۰ ⇒ ۴(x − ۱)(x +۲ x − ۲) = ۰

⇒ ۴(x − ۱)(x + ۲)(x − ۱) = ۰ ⇒ ۴(x − ۱) (x +۲ ۲) = ۰

⇒  {
x − ۱ = ۰ ⇒ x = ۱
x + ۲ = ۰ ⇒ x = −۲

f (x)′f(x)

f(x)x = −۲f (x)′

x = ۱f (x) =′ ۰f (x)′
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xتابع f در  مشتق پذیر است؛ بنابراین می توان نوشت: = ۴

 =
x→۴
lim

x − ۴
f(x) + ۷

−  ⇒
۲
۳

f (۴) =′ −  , f(۴) =
۲
۳

−۷

(  ) =
x

f(۲x) ′
 

x۲
۲f (۲x)x − f(۲x)′

x=۲
 =

۴
۲f (۴) × ۲ − f(۴)′

 

۴
۲(−  )(۲) − (−۷)۲

۳

=  =
۴

−۶ + ۷
 

۴
۱
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توابع شامل قدر مطلق در ریشه های سادۀ عبارت درون قدر مطلق مشتق ندارند؛ بنابراین تابع  در  مشتق

ندارد پس  است.

f x =( )  ۱ + ∣x∣x = ۰
α = ۰

به ازای  و  ضابطۀ مشتق تابع  و مقادیر  و  را تع�ن می کنیم سپس حاصل عبارت

 را به دست می آوریم:

بنابراین:

x > ۰x < ۰f x( )f  ۰′
+ ( )f  ۰′

− ( )

f ۰ −′
+ ( ) f  ۰′

− ( )

x > ۰ : ∣x∣ = x ⇒ f x =( )  ⇒۱ + x f x =′ ( )  

۲  ۱ + x
۱

⇒ f  ۰ =′
+ ( )  =

۲  ۱ + ۰
۱

 =
۲ × ۱

۱
 

۲
۱

x < ۰ : ∣x∣ = −x ⇒ f x =( )  ⇒۱ − x f x =′ ( )  

۲  ۱ − x
−۱

⇒ f  ۰ =′
− ( )  =

۲  ۱ − ۰
−۱

 =
۲ × ۱
−۱

−  

۲
۱

f  ۰ −′
+ ( ) f  ۰ =′

− ( )  −
۲
۱

−  =(
۲
۱

)  +
۲
۱

 =
۲
۱

۱
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الف) تابع  بر روی یک مجموعه مشتق پذیر است هرگاه در تمام نقاط این مجموعه مشتق پذیر باشد.

ب) تابع  در یک نقطه مشتق پذیر است درصورتی که اولاً در این نقطه پیوسته باشد، ثانیاً مشتق راست و چپ تابع در این نقطه،

موجود و باهم برابر باشند.

f x( )

f x( )

تابع  به ازای نقاط  و  پیوسته و مشتق پذیر است. کافی است پیوستگی و مشتق پذیری تابع را در نقطۀ 

بررسی کنیم.

بررسی شرط پیوستگی:

بررسی شرط مشتق پذیری:

تابع در نقطۀ  مشتق پذیر است در صورتی که  و  موجود و باهم برابر باشند، داریم:

دو معادلۀ  و  را در یک دستگاه حل کرده و مجهول های  و  را می یابیم:

f x( )x > ۱x < ۱x = ۱

   

 f x =  ۲  = ۲  = ۲
x→۱+
lim ( )

x→۱+
lim ۴x − ۳ ۴ − ۳

 f x =  ax + bx = a + b
x→۱−
lim ( )

x→۱−
lim ۳

f ۱ = ۲  = ۲( ) ۴ − ۳
⎭⎪
⎬
⎪⎫  f x =  f x =f ۱

x→۱+
lim ( )

x→۱−
lim ( ) ( )

a + b = ۲ I( )

f x =′ ( )  {
۳ax + b ; x < ۱۲

۲ ×  ; x > ۱۲  ۴x−۳
۴

x = ۱f  ۱′
− ( )f  ۱′

+ ( )

f  ۱ =′
− ( ) f  ۱ ⇒′

+ ( ) ۳a + b =  ⇒
 ۴ − ۳

۴
۳a + b = ۴ II( )

IIIab

 {
۳a + b = ۴
a + b = ۲

−( )
۲a = ۲ ⇒ a = ۱  

I( )
۱ + b = ۲ ⇒ b = ۱
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الف) نقطه ای از دامنۀ تعریف تابع  که به ازای آن تابع بیشترین (کمترین) مقدارش را می پذیرد، اکسترمم مطلق این تابع نامیده

می شود.

ب) وقتی تابع  در همسایگی یک نقطه از دامنه تعریف شود آنگاه آن نقطه، یک نقطۀ درونی دامنه است.

f

f

باتوجه به نمودار زیر، نقطۀ  اکسترمم مطلق تابع  است و تابع در همسایگی این نقطه تعریف شده است. همان طور که ملاحظه

می کنید تابع  در این نقطه ناپیوسته و مشتق ناپذیر است، همچنین مماس افقی ندارد.

بنابراین نقطۀ  تنها می تواند یک نقطۀ اکسترمم نسبی تابع  باشد.

x = cf

f

x = cf
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گام اول:

برد تابع  همان محدودۀ تغ�ر مقادیر  بر روی دامنۀ تعریف آن است. مقادیر  میان ماکسیمم و مینیمم مطلق این تابع

تغ�ر می کند.

گام دوم:

ابتدا دامنۀ تعریف تابع  را به دست می آوریم:

،  است پس ضابطۀ تابع  را می توان چنین ساده کرد: به ازای 

(*) چون  است پس می توان توان دوم آن را زیر رادیکال برد.

، ابتدا نقاط بحرانی تابع را یافته و مقدار تابع را در تابع  بر روی دامنه اش پیوسته است. برای یافتن ماکسیمم و مینیمم مطلق 

این نقاط و همچنین در نقطۀ  محاسبه می کنیم. ضابطۀ تابع  و ریشه های معادلۀ  را به دست می آوریم.

بنابراین برد تابع  بازۀ  است.

f(x)f(x)f(x)

f(x)

f(x) = (x + ∣x∣)  : 

x
۲ − x

 ≥
x

۲ − x
۰ ⇒ ۰ < x ≤ ۲ ⇒ D  =f (۰, ۲]

۰ < x ≤ ۲∣x∣ = xf(x)

f(x) = (x + ∣x∣)  = 

x
۲ − x

(x + x)  = 

x
۲ − x

۲x   

x
۲ − x

=
(∗)

۲  = 

x
x (۲ − x)۲

۲  ۲x − x۲

x > ۰
f(x)f(x)

x = ۲f (x)′f (x) =′ ۰

f(x) = ۲  ⇒۲x − x۲ f (x) =′
 

 ۲x − x۲

۲ − ۲x

f (x) =′ ۰ ⇒ ۲ − ۲x = ۰ ⇒ ۲x = ۲ ⇒ x = ۱

f(۱) = ۲  =۲ − ۱ ۲

f(۲) = ۲  =۴ − ۴ ۰

f(x)[۰, ۲]

گزینه 2 175

f x = x  ⇒ f x =  +  ×  ×  × x( ) ۳
 

x + ۲
۳x + ۱ ′ ( ) ۳

 

x + ۲
۳x + ۱

۳
۱

x + ۲( )۲
۳(x + ۲) − (۳x + ۱)

 

۳ (  )
x + ۲
۳x + ۱ ۲

۱

=  +   = ۲ −  =  

۳
 

x + ۲
۳x + ۱

۳ x + ۲  ( )۲ ۳ (  )
x + ۲
۳x + ۱ ۲

۵x x=−۳

۴
۵

۴
۳
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طول و عرض زمین را به  ترتیب y و x و طول طناب را l می نامیم، در این صورت داریم:

بیشترین مساحت این زمین مستطیلی شکل 648 متر مربع است پس:

l = ۲x + y ⇒ y = l − ۲x

S  =max xy = ۶۴۸  

y=l−۲x
S = x(l − ۲x) = xl − ۲x۲

⇒ S  =′
x l − ۴x ⇒ S  =′

x ۰ ⇒ l − ۴x = ۰ ⇒ x =  

۴
l

S  =max x(l − ۲x) =  (l −
۴
l

 ) =
۲
l

۶۴۸ ⇒  =
۸
l۲

۶۴۸ ⇒ l =۲ ۵۱۸۴ ⇒ l = ۷۲
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مبحثدرس

نام و نام خانوادگی

xدر شکل زیر، ارتفاع هر دو مثلث قائم الزاویه رسم شده است. اندازۀ  کدام است؟  1

(1

(2

(3

(4

۱/۹۶

۱/۵۶

۱/۶۴

۱/۴۴

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1389

در ذوزنقه ای اندازۀ قاعده ها 9 و 4 واحد و طول ساق ها 6 و 5 واحد است. محیط مثلثی که از امتداد ساق ها در بیرون ذوزنقه2

تشکیل شود، کدام است؟

11/6 (2 11/5 (1

12/8 (4 12/2 (3

قلمچی ریاضی و فیزیک دهم آزمون شماره 8 1397

قلمچی علوم تجربی دوازدهم آزمون شماره 1 تابستان 1398

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1394

، چندبرابر مساحت مثلث  است؟3 ABCDEABدر شکل زیر، مساحت ذوزنقۀ 

(1

(2

(3

(4

 

۴
۹

 

۹
۱۶

 

۱۶
۲۵

 

۲۵
۳۶

از کشور 1399 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

هندسهریاضی | کانال آقای کنکور
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، کدام4 ، به  ترتیب 5 و 9 واحد است. اندازۀ پاره خط  در شکل زیر،  و اندازۀ پاره خط های  و 

است؟

AB ∥ EF ∥ DCABDCEF

(1

(2

(3

(4

 

۷
۴۵

 

۶
۴۵

۳ ۵

۷

از کشور 1399 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

ABCDEFدر شکل زیر، چهار ضلعی  متوازی الاضلاع است. مقدار  کدام است؟5 × EG

(1

(2

(3

(4

EA۲

ED۲

EB × ED

F B × F C

از کشور 1399 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، کدام است؟6 ، پاره خط  موازی قاعده ها و  است. اندازۀ  در ذوزنقۀ 

 

 

ABCDM N =
M D
M A

 

۳
۲

M N

(1

(2

(3

(4

۸

۸/۷۵

۹

۹/۵

از کشور 1399 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 
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، کدام است؟7 ADACEدر شکل زیر،  نیمساز زاویۀ  و  است. نسبت مساحت های دو مثلث  و  = CDABDACE

(1

(2

(3

(4

 

۳
۱

 

۳
۲

 

۴
۳

 

۲
 ۳

از کشور 1399 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، طول اضلاع قائم  و  است. نسبت مساحت های دو مثلث قائم الزاویۀ 8 در مثلث قائم الزاویۀ 

، کدام است؟ و 

ABCAB =  ۳AC = ۲HCD

ABD

(1

(2

(3

(4

 

۷
۳

 

۷
۴

 

۲۱
۱۶

 

۹
۸

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1399

، کدام است؟9 ABCDMاندازۀ اضلاع ذوزنقۀ  مطابق شکل زیر داده شده است. محیط مثلث  AB

(1

(2

(3

(4

۱۳/۲

۱۳/۶

۱۴/۴

۱۴/۸

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1399
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در مثلث قائم الزاویه به اضلاع قائم 3 و 7 واحد، طول نیمساز داخلی زاویۀ قائمه کدام است؟10

  

(1

(2

(3

(4

۱/۴ ۲

۲/۱

۲/۸

۲/۱ ۲

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1395

در یک ذوزنقۀ قائم الزاویه، اگر از نقطۀ O محل تلاقی قطرها، خطی موازی قاعده ها رسم شود، ساق قائم را در A و ساق مایل را در11

 B قطع می کند. نسبت  چگونه است؟

OB
OA

مساوی 1 (2 کوچک تر از 1 (1

متغیر نسبت به اضلاع (4 بزرگ تر از 1 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1397

در خارج یک مربع به ضلع 2 واحد بر روی هر دو ضلع مجاور آن، مثلث متساوی الاضلاع ساخته شده است، مساحت مثلث 12

کدام است؟  

ABC

4 (1

(2

(3

(4

۲ ۳

۲ + ۳

۱ + ۳

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1389

هر ضلع مثلث متساوی الاضلاع به نسبت های 1 و 2 تقسیم شده است. مساحت مثلث رنگی، چندبرابر مساحت مثلث13

متساوی الاضلاع است؟

(1

(2

(3

(4

 

۴
۱

 

۲
۱

 

۹
۴

 

۳
۱

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1388
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14ABC چند درصد مساحت مثلث ODM و  و  است، مساحت مثلث BC وسط M در شکل زیر، نقطۀ

است؟

 =
DB
DA

 

۳
۲

DE BC∥

12 (1

15 (2

16 (3

18 (4

از کشور 1395 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، زاویه  چند درجه است؟  15 ،   و  Â=در شکل زیر ۵۸
∘

BM = BDCN = CDM ND̂

58 (1

59 (2

61 (3

62 (4

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1391

در یک ذوزنقۀ متساوی الساقین، قطر عمود بر ساق است. اگر اندازۀ قاعدۀ بزرگ تر و قطر آن به ترتیب 10 و 8 واحد باشند، اندازۀ16

قاعدۀ کوچک تر چند واحد است؟

3/2 (2 2/8 (1

4/2 (4 3/6 (3

از کشور 1391 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

ÂB̂xدر شکل زیر دو زاویۀ  و  قائمه اند، مقدار  چقدر است؟17

(1

(2

(3

(4

 

۲
۱

۳

 

۳
۲

۳

 

۳
۴

 

۲
۳

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1391

www.konkur.in

forum.konkur.in
@jozveh_nub



6/15لرنیتو 1399

در یک ذوزنقه، خطی که وسط ساق ها را به هم وصل کند، مساحت آن را به نسبت 3 به 5 تقسیم می کند. نسبت قاعده های18

ذوزنقه کدام است؟

(2 (1

(4 (3

 

۴
۱

 

۳
۱

 

۵
۲

 

۵
۳

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1398

درون مثلثی به اضلاع 9 و 7 و 5 واحد، مثلث دیگر طوری رسم می کنیم که اضلاع آن موازی اضلاع مثلث اصلی باشد، اگر19

بزرگ ترین ضلع این مثلث 6 واحد باشد، مساحت محدود به این دو مثلث، چند برابر مساحت مثلث کوچک تر است؟

1 (2 (1

(4 (3

۰/۷۵

۱/۲۵۱/۵

از کشور 1395 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

طول ضلع یک مربع برابر محیط مثلث قائم الزاویه و متساوی الساقین به ضلع قائم 2 واحد است. با حذف گوشه های این مربع،20

بزرگ ترین هشت ضلعی منتظم ممکن داخل آن ساخته شده است. مساحت این هشت  ضلعی، کدام است؟

(2 32 (1

(4 (3

۲۴ ۲

۲۴ + ۸ ۲۱۶ + ۱۶ ۲

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1393

= در شکل زیر  است. مساحت متوازی               الاضلاع  چند درصد مساحت مثلث  است؟21
M B
M A

 

۲
۳

M N P BABC
△

48 (1

52 (2

54 (3

56 (4

از کشور 1390 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

abaمثلثی به اضلاع 5 و 4 و  با مثلثی به طول اضلاع 9 و 7 و  متشابه است. بیش               ترین مقدار ممکن برای عدد  کدام است؟    22

  (2    (1

  (4     (3

 

۷
۳۶

 

۷
۴۵

 

۵
۳۶

 

۴
۳۵

از کشور 1390 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 
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مثلثی به اضلاع  و  و 3 با مثلثی به طول اضلاع 5 و 4 و 3 متشابه است و دو مثلث قابل انطباق نیستند. بیشترین محیط از23

مثلث اول کدام است؟

ba

9 (2 (1

(4 10 (3

۷/۲

۱۳/۵

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1390

در یک مثلث قائم  الزاویه، ارتفاع وارد بر وتر، مثلث مفروض را به دو جزء تقسیم می کند. اگر مساحت مثلث کوچک تر  مساحت24

مثلث اصلی باشد، نسبت فواصل پای ارتفاع از دو ضلع قائم مثلث مفروض کدام است؟

 

۵
۱

(2 (1

(4 (3

 

۲
۱

 

۳
۲

 

۴
۳

 

۵
۴

قلمچی ریاضی و فیزیک دوازدهم آزمون شماره 1 تابستان 1398

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1390

در شکل زیر  و چهار ضلعی  متوازی الاضلاع است. مساحت مثلث  چند درصد مساحت مثلث25

 است؟

 =
M B
M A

 

۷
۳

M N P BOM N

AM N

63 (1

60 (2

70 (3

84 (4

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1390

،  و  است. ضلع  را به اندازۀ خود تا نقطۀ  امتداد26 در مثلث متساوی               الساقین 

). اندازۀ  کدام است؟ می               دهیم (

ABC
△

AB = AC = ۴BC = ۲  ۷ACD

AD = ACBD

(2 (1

7 (4 6 (3

۲ ۱۰۴ ۲

از کشور 1391 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

ABدر شکل زیر، ضلع مربع برابر 2 واحد است. فاصلۀ وسط کمان  از نزدیک               ترین رأس مربع چقدر است؟27

(1

(2

(3

(4

۲ −  ۲

۴ − ۲  ۲

۲

۱ +  ۲

از کشور 1391 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 
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در یک مثلث قائم الزاویه، طول اضلاع قائم به نسبت 1 و 3 و مساحت آن 60 واحد مربع است. ارتفاع وارد بر وتر چقدر است؟28

(2 5 (1

8 (4 6 (3

۴ ۲

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1391

، ارتفاع  مثلث مفروض را به دو جزء تقسیم می کند. مساحت مثلث اصلی  برابر29 در مثلث 

مساحت مثلث کوچک تر است. نسبت فواصل  از دو ضلع قائم کدام است؟

= ۹۰ ABC(Â ∘)AH۶/۷۶

H

(2 (1

(4 (3

 

۸
۲

 

۱۲
۵

 

۱۲
۷

 

۸
۳

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1391

، پاره خط  موازی قطر  است. اگر  و  باشد، فاصلۀ  کدام است؟30 ABCDBEACADدر ذوزنقۀ  = ۷AE = ۳M D

12 (1

12/25 (2

12/5 (3

12/75 (4

از کشور 1393 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

قلمچی ریاضی و فیزیک دوازدهم آزمون شماره 1 تابستان 1398

در یک مثلث متساوی الاضلاع، بر روی دو ضلع آن دو مربع ساخته شده است. مساحت مثلث سایه زده، چند برابر مساحت مثلث31

اصلی می باشد؟

(1

(2

(3

(4

 

۲
 ۳

 

۳
۲  ۳

۱

۳

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1393

ABCDMدر شکل زیر، متوازی الاضلاع می باشد. حاصل  برابر کدام است؟32 N × M P

(1

(2

(3

(4

AB۲

AD۲

M D۳

M A۲

از کشور 1394 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 
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، ساق  را از نقطۀ B به اندازۀ قاعدۀ  تا نقطۀ D، امتداد می دهیم. اگر33 در مثلث متساوی الساقین 

 باشد، زاویۀ A چند درجه است؟

(AB = AC)ABCBABC

CD = CA

102 (1

105 (2

108 (3

112 (4

از کشور 1394 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

مساحت یک مثلث قائم               الزاویه برابر با مساحت مربعی است که بر روی ضلع کوچک               تر آن ساخته می               شود. اندازۀ میانۀ وارد بر ضلع34

متوسط چند برابر ضلع متوسط این مثلث است؟

(2 (1

(4 (3

 

۲
 ۲

 

۲
 ۳

۲۳

از کشور 1392 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، پاره خط  موازی میانۀ  است. نسبت  کدام است؟35 ABCABدر مثلث  که  =  AC
۳
۲

N DAM 

AE
AD

(1

(2

(3

(4

 

۹
۴

 

۹
۵

 

۳
۲

 

۵
۴

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1394

قلمچی ریاضی و فیزیک دوازدهم آزمون شماره 8 1398

در شکل زیر   ، یک ضلع مثلث متساوی               الاضلاع به نسبت               های 1، 2 و 2 تقسیم شده است. مساحت متوازی               الاضلاع سایه               زده، چند36

درصد مساحت مثلث اصلی است؟

16 (1

18 (2

20 (3

24 (4

از کشور 1392 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 
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، اندازۀ زاویۀ  چند درجه است؟37 M̂=در شکل زیر، دو مثلث کناری متساوی               الساقین اند و  ۴۳∘B CÂ

93 (1

94 (2

96 (3

97 (4

از کشور 1392 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، عمودمنصف های دو ساق مثلث، قاعدۀ  را در  و  قطع می کند.38 در مثلث  داریم  و 

کوچک ترین زاویۀ مثلث  چند درجه است؟

ABCAB = AC=Â ۸۰∘BCMN

AM N

20 (2 15 (1

30 (4 25 (3

قلمچی علوم تجربی یازدهم آزمون شماره 5 1397

قلمچی علوم تجربی دوازدهم آزمون شماره 2 تابستان 1398

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1392

، فاصلۀ وسط هریک از دو وجه غیرموازی از یکدیگر چقدر است؟39 ۴در یک مکعب به طول یال  ۲

(2 3 (1

(4 4 (3

۲ ۳

۳ ۲

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1392

در شکل زیر، پاره خط  مساحت مستطیل را به دو جزء با نسبت مساحت های  تقسیم کرده است. اگر قطر مستطیل 4025

واحد باشد، پاره خط  چند واحد است؟

AM 

۹
۵

AM

21 (1

23 (2

(3

(4

۹ ۷

۱۰ ۶

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1392

www.konkur.in

forum.konkur.in
@jozveh_nub



11/15لرنیتو 1399

در مثلث قائم               الزاویۀ زیر، طول اضلاع قائم 3 و 4 واحد است. نیم دایره ها به قطر اضلاع رسم شده               اند. مجموع مساحت دو ناحیۀ41

سایه زده، کدام است؟

(1

6 (2

7 (3

(4

۲π

۳π

از کشور 1393 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، قاعدۀ  را از دو طرف به اندازۀ ساق               ها تا نقاط  و  امتداد می               دهیم. در مثلث 42 در مثلث متساوی               الساقین 

کوچک               ترین زاویۀ خارجی، چند برابر کوچک               ترین زاویۀ داخلی آن است؟

ABC
△

BCDEADE
△

(2 1 (1

3 (4 2 (3

 

۲
۳

از کشور 1393 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

43
، بین زاویه ها برقرار است. زاویۀ حادۀ بین نیمسازهای داخلی دو در چهار ضلعی محدب ABCD، رابطۀ 

، چند درجه است؟ زاویۀ مجاور  و 

 =
۴
Â

 =
۳
B̂

 

۱۱
+Ĉ D̂

ÂB̂

60 (2 50 (1

75 (4 70 (3

از کشور 1396 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

در یک مستطیل با ابعاد 1 و 2 واحد، از انتهای یک قطر، خطی بر آن قطر عمود می               کنیم تا امتداد ضلع کوچک               تر مستطیل را در 44

قطع کند. فاصلۀ نقطۀ  از سر دیگر این قطر چند واحد است؟

M

M

(2 4 (1

6 (4 5 (3

۴/۵

از کشور 1390 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، اضلاع  و  و  است. از رأس  خطی موازی میانۀ  رسم شده و امتداد45 در مثلث 

، کدام است؟  را در نقطۀ  قطع کرده است. اندازۀ 

ABCAB = ۴AC = ۶BC = ۷CAM

BADBD

8 (2 7/5 (1

9 (4 8/5 (3

از کشور 1398 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 
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در مربعی به ضلع 2 واحد، دایره ای به مرکز یک رأس آن و شعاع  واحد، دو ضلع مربع را قطع می کند. فاصلۀ نزدیک ترین46

رأس مربع تا نقطۀ تقاطع، کدام است؟

۲/۵

(2 (1

(4 (3

 

۴
۱

 

۲
۱

 

۲
 ۲

 

۲
 ۳

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1395

در مستطیلی به طول اضلاع 3 و 4 واحد از هر دو رأس متقابل، عمودی بر قطر دیگر این مستطیل رسم شده است. مساحت47

متوازی الاضلاع حاصل کدام است؟

5/25 (1

5/75 (2

6 (3

7/5 (4

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1396

در مستطیلی به طول اضلاع  و 6 واحد، از هر دو رأس متقابل، عمودی بر قطر دیگر این مستطیل رسم شده است. فاصلۀ این48

دو خط عمود کدام است؟

۲ ۷

1/5 (2 1 (1

2 (4 1/75 (3

از کشور 1396 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

یک ساق ذوزنقه به سه قسمت مساوی تقسیم شده است. هر چهار پاره خط موازی یکدیگرند. نسبت مساحت دو ناحیۀ رنگی،49

کدام است؟

(1

(2

(3

(4

 

۶
۱

 

۵
۱

 

۹
۲

 

۴
۱

از کشور 1398 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 
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، کدام است؟50 ، اندازۀ  در شکل زیر، دو جفت پاره خط موازی اند.  و 

  

OA = ۳AB = ۵BE

(1

(2

(3

(4

۱۳  

۳
۱

۱۲  

۳
۲

۱۱  

۳
۱

۱۰  

۳
۲

از کشور 1394 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

 h۱h۲در شکل زیر،  و  ارتفاع های دو مثلث قائم الزاویه هستند. نسبت  کدام است؟51

h  ۱

h  ۲

(1

(2

(3

(4

 

۵
۳

 

۵
۴

 

۳
۲

 

۴
۳

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1398

در ذوزنقه ای با طول قاعده های 8 و 12 و ارتفاع 10 واحد، مساحت مثلث محدود به دو قطر و یک ساق آن، چند واحد مربع است؟52

20 (2 18 (1

28 (4 24 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1395

در ذوزنقه ای اندازۀ قاعده ها 9 و 4 واحد و طول ساق ها 6 و 5 واحد است. محیط مثلثی که از امتداد ساق ها در بیرون ذوزنقه53

تشکیل شود، کدام است؟

(2 (1

(4 (3

۱۱/۴۱۱/۶

۱۲/۲۱۲/۸

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1394

قلمچی علوم تجربی دوازدهم آزمون شماره 1 تابستان 1398
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 در شکل زیر، نسبت قاعده های ذوزنقه  است. مساحت مثلث سایه زده، چند برابر مساحت ذوزنقه است؟54

۵
۳

(1

(2

(3

(4

 

۴
۳

 

۸
۷

 

۱۵
۱۴

 

۱۶
۱۵

از کشور 1396 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

 در ذوزنقۀ ABCD، قاعدۀ بزرگ  قاعدۀ کوچک است و  و EF موازی قاعده است. نسبت  کدام است؟55

۲
۵

AF =  AD
۴
۱

 

CD
EF

(1

(2

(3

(4

 

۲۰
۱۱

 

۱۵
۷

 

۱۵
۸

 

۵
۳

از کشور 1397 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

در مثلث ABC، ضلع AB بزرگ تر از ضلع AC است. هریک از میانه های BM و CN را از وسط اضلاع به اندازۀ خود تا D و E امتداد56

می دهیم. نسبت مساحت مثلث DBC به مساحت مثلث EBC کدام است؟

بیشتر از 1 (2 کمتر از 1 (1

بستگی به ضلع سوم دارد. (4 مساوی 1 (3

از کشور 1397 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

در یک ذوزنقه، پاره خطی که وسط های دو ساق را به  هم وصل کند، مساحت آن را به نسبت های 1 و 2 تقسیم می کند. نسبت57

قاعده های آن ذوزنقه کدام است؟

(2 (1

(4 (3

 

۶
۱

 

۵
۱

 

۴
۱

 

۵
۲

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1398

، ارتفاع  و میانۀ  رسم شده است. مساحت58 ، اضلاع قائم  و  در مثلث قائم الزاویۀ 

، چندبرابر مساحت مثلث  است؟ مثلث 

ABCAB = ۳  ۵AC = ۶AHAM

ABCAM H

12 (2 10 (1

18 (4 15 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1398

www.konkur.in

forum.konkur.in
@jozveh_nub



15/15لرنیتو 1399

، از نقطۀ  عمود  بر قطر  رسم شده است. اگر  باشد، طول قطر59 در مستطیل  به طول 

مستطیل از عدد 19، چقدر بیشتر است؟

ABCDAB = ۱۷AAHBDBH = ۱۵

(2 (1

(4 (3

 

۱۵
۴

 

۳
۱

 

۱۵
۷

 

۵
۳

از کشور 1398 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

. اندازۀ  چندبرابر  است؟60 BDدر شکل زیر،  و  و  =  BC
۴
۱

AE =  AD
۴
۱

DN ∣∣CMABAM

4 (1

(2

5 (3

6 (4

۴/۵

از کشور 1397 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 
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مبحثدرس

گزینه 4 1

شکل را به صورت زیر نام گذاری می کنیم و داریم:

اندازۀ  را با استفاده از رابطۀ  به دست می آوریم. سپس اندازۀ  یا همان  را با

، به دست می آوریم. استفاده از رابطۀ  در مثلث 

AC = AH +′ CH =′ ۴ − x + x = ۴

AB +۲ AC =۲ BC ⇒۲ ۹ + ۱۶ = BC ⇒۲ BC =۲ ۲۵ ⇒ BC = ۵

AHAH × BC = AB × ACAH ′x

AH =۲ AH ×′ ACAHC
Δ

AH × BC = AB × AC ⇒ ۵AH = ۱۲ ⇒ AH =  

۵
۱۲

AH =۲ AH ×′ AC ⇒  =
۲۵
۱۴۴

x × ۴ ⇒ x =  =
۱۰۰
۱۴۴

۱/۴۴

گزینه 4 2

،  و  را امتداد می دهیم تا همدیگر را در S قطع  ، مطابق شکل، ساق های ذوزنقۀ ABCD به طول اضلاع 

کنند.

AB = ۴CD = ۹AD = ۵BC = ۶

AB∣∣CD  

تعمیم تالس
 =

SD
SA

 =
SC
SB

 ⇒
CD
AB

 =
b + ۵

b
 =

a + ۶
a

 

۹
۴

⇒    

⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧

 =  ⇒ ۹b = ۴b + ۲۰ ⇒ b = ۴
b + ۵

b
۹
۴

 =  ⇒ ۹a = ۴a + ۲۴ ⇒ a = ۴/۸
a + ۶

a
۹
۴

SAB محیط مثلث = ۴ + ۴/۸ + ۴ = ۱۲/۸

پاسخنامه هندسهریاضی | آقای کنکور
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گزینه 2 3

طبق فرض، داریم:

  

AB ∥ DC   =  ⇒  =  

تالس

AD
EA

BC
EB

x
۵

۴
۳x − ۴

⇒ ۳x − ۴x − ۲۰ = ۰  x =  (∗)۲ x>۰

۳
۱۰

AB ∥ DC ⇒ = ,  = ⇒ ∼Â۱ D̂ B̂۱ Ĉ EAB
Δ

EDC
Δ

⇒  = (  )  (  ) = (  ) = (  ) =  

S  

EDC
Δ

S  

EAB
Δ

ED
EA ۲

(∗)

 

↓
=

۵ +  

۳
۱۰

۵ ۲

۲۵
۱۵ ۲

۵
۳ ۲

۲۵
۹

⇒ S  = ۹S , S  = ۲۵S ⇒ S  = ۲۵S − ۹S = ۱۶S
EAB

Δ
EDC

Δ ABCD

⇒  =  =  

S  

EAB
Δ

S  ABCD

۹S
۱۶S

۹
۱۶

گزینه 1 4

. (طول  واسطۀ توافقی طول قاعده ها است) تذکر: در حالت کلی،  وسط  است و 

  

   

⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧ : EO ∥ DC   =  ⇒  =  ADC

Δ تعمیم تالس

DC
EO

AD
AE

۹
EO

AD
AE

: EO ∥ AB   =  ⇒  =  DAB
Δ تعمیم تالس

AB
EO

AD
DE

۵
EO

AD
DE

⇒  +  =  = ۱  ۵EO + ۹EO = ۴۵
۹

EO
۵

EO
AD

  AE + DE

AD

×۴۵

⇒ ۱۴EO = ۴۵ ⇒ EO =  

۱۴
۴۵

به روش مشابه ⇒ OF =  ⇒
۱۴
۴۵

EF =  +
۱۴
۴۵

 =
۱۴
۴۵

 

۷
۴۵

OEFEF =  

 +  

AB
۱

DC
۱

۲
EF

گزینه 1 5

ABچون  و  است، داریم: ∥ DGBC ∥ AD

  

   ⇒  =  

 =  ,  =  ⇒ ∼ ⇒  =  Â۱ Ĝ۱ B̂۱ D̂۱ EAB
Δ

EGD
Δ

EG
EA

ED
EB

 =  ,  =  ⇒ ∼ ⇒  =  B̂۲ D̂۲ F̂ ۱ Â۲ EBF
Δ

EAD
Δ

EA
EF

ED
EB

⎭⎪⎪
⎬
⎪⎪
⎫

EG
EA

EA
EF

⇒ EF .EG = EA۲
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گزینه 3 6

در ذوزنقۀ  از نقطۀ  خطی موازی با خط  رسم می کنیم و محل برخورد آن را با  و  به ترتیب  و  می نامیم.

با استفاده از تعمیم تالس در مثلث  داریم:

ABCDABCM NDCPP ′

ADP ′

 =
AD
AM

 

DP ′

M P

⇒  =
۲y + ۳y

۲y
 ⇒

۵
x − ۷

 =
۵
۲

 ⇒
۵

x − ۷
x = ۹ = M N

گزینه 2 7

طبق شکل داریم:

 

 {
 = نیمساز   ADÂ۱ Â۲

 = متقابل به رأس     =D̂۱ D̂۲
DC=CE

D̂۱ Ê

 

 ز ز
A D ∼B

Δ
A C (k =E

Δ
 =

AC
AB

 )
 ۶

۲

⇒  =
S  

A EC
Δ

S  

A DB
Δ

k =۲
 =(
 ۶

۲
)

۲

 =
۶
۴

 

۳
۲

www.konkur.in

forum.konkur.in
@jozveh_nub



4/36لرنیتو 1399

گزینه 3 8

طبق قضیۀ فیثاغورس در مثلث  داریم:

طبق روابط طولی در مثلث  نتیجه می گیریم:

بنابراین نسبت تشابه دو مثلث  و  برابر است با:

می دانیم که نسبت مساحت دو مثلث متشابه برابر است با مجذور نسبت تشابه، پس داریم:

A CB
Δ

AB +۲ AC =۲ BC۲

⇒ ۳ + ۴ = BC ⇒۲ BC =  ۷

 ⇒
AB ∥ DH , مورب  BC ⇒  =  D۲ B۱

 = = ۹۰D̂۱ H ∘ } A D ∼B
Δ

H DC
Δ

A CB
Δ

AC =۲ BC × CD

⇒ ۴ =  ×۷ CD ⇒ CD =  

 ۷
۴

ABDHCD

K =  =
 ۳

 

 ۷
۴

 

 ۲۱
۴

 =
S  

 

A DB
Δ

S  

H DC
Δ

K =۲
 =(
 ۲۱

۴
)

۲

 

۲۱
۱۶
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گزینه 2 9

، دو قاعدۀ  و  باهم موازی هستند، بنابراین طبق قضیۀ اساسی تشابه مثلث ها، دو مثلث  و می دانیم در ذوزنقۀ 

 متشابه هستند.

بنابراین داریم:

 

حال محیط را به دست می آوریم:

ABCDABDCAM B

M DC

A B ∼M
Δ

⇒M DC
△

 =
M D
M A

 =
M C
M B

 

DC
AB

⇒  =
x + ۷

x
 =

y + ۵
y

 

۹
۴

⇒    

⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧

 =  ⇒ ۹x = ۴x + ۲۸ ⇒ ۵x = ۲۸ ⇒ x =  

x + ۷
x

۹
۴

۵
۲۸

 =  ⇒ ۹y = ۴y + ۲۰ ⇒ ۵y = ۲۰ ⇒ y =  = ۴
y + ۵

y
۹
۴

۵
۲۰

محیط A B =M
Δ

x + y + ۴ =  +
۵
۲۸

۴ + ۴ = ۸ +  =
۵
۲۸

 =
۵

۴۰ + ۲۸
 =

۵
۶۸

۱۳/۶

گزینه 4 10

نقطۀ   روی نیمساز قرار دارد، بنابراین از دو ضلع زاویه به یک فاصله است. پس:  

، بنابراین چهار ضلعی  مربع است. پس:     و 

، داریم:  طبق تعمیم قضیه تالس در مثلث 

DDE = DF

=Â ۹۰
∘

DE = DFAEDFAE∣∣F D

ABC

 =  ⇒  =  ⇒ ۷x = ۲۱ − ۳x ⇒ ۱۰x = ۲۱ ⇒ x = ۲/۱
AB
F D

AC
F C

۳
x

۷
۷ − x

⇒ AD =  x = ۲/۱  ۲ ۲
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گزینه 2 11

، سپس با ترکیب نسبت در مخرج نتیجه می گیریم:   نکته: طبق قضیۀ تالس در ذوزنقه داریم 

باتوجه به تعمیم قضیۀ تالس در دو مثلث QMN و PMN داریم:

 =
AM
AQ

 

BN
BP

 =
QM
AQ

 

P N
BP

    

 =  

M N
OA

QM
AQ

 =  

M N
OB

P N
BP

⎭⎪⎪
⎬
⎪⎪
⎫

÷
 =

OB
OA

 ⇒

۱

  ×  

QM
AQ

BP
P N

 =
OB
OA

۱
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گزینه 3

گام اول

گام دوم

12

الف) زوایای داخلی هر مثلث متساوی الاضلاع  است.

ب) مثلث  یک مثلث متساوی الساقین است. اندازۀ زاویۀ  برابر است با:

 

،  و  را به دست آورده ، مساحت سه مثلث  ج) برای به دست آوردن مساحت مثلث 

و باهم جمع می کنیم.

د) مساحت مثلث متساوی الاضلاع به ضلع  از رابطۀ  به دست می آید.

۶۰
∘

ADC
Δ

 D̂۱

=D̂۱ ۳۶۰ − ۹۰ + ۶۰ + ۶۰ =( ) ۳۶۰ − ۲۱۰ = ۱۵۰
∘

ABC
Δ

ACD
Δ

ABD
Δ

BDC
Δ

aS =  a
۴

 ۳ ۲

با استفاده از مبحث کاربرد مثلثات مساحت دو مثلث  و  را تع�ن می کنیم:

مثلث  متساوی الاضلاع است و داریم:

بنابراین مساحت مثلث  برابر است با:

 ⇒ADC
Δ

ض) (ض ز 
≅ BDC

Δ
S  =

ADC
Δ S  

BDC
Δ

ADC
Δ

BDC
Δ

S  =
ADC

Δ S  =
BDC

Δ  ×
۲
۱

۲ × ۲ × sin ۱۵۰ =
∘

۲ ×  =
۲
۱

۱

ABD
Δ

S  =
ABD

Δ  ۲ =
۴

 ۳
( )۲

 ×
۴

 ۳
۴ =  ۳

ABC
Δ

S  =
ABC

Δ S  +
BDC

Δ S  +
ADC

Δ S  =
ABD

Δ ۱ + ۱ +  =۳ ۲ +  ۳
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گزینه 4

گام اول

گام دوم

13

الف) اندازۀ هر یک از سه قسمت مشخص شده بر روی هر ضلع مثلث متساوی الاضلاع را برابر  و هر ضلع مثلث متساوی الاضلاع را برابر  در

نظر می گیریم. هم چنین در مثلث های رنگ نشده ارتفاع وارد بر ضلع های با اندازۀ  را  فرض می کنیم.

ب) اگر ارتفاع مثلث اصلی را رسم کنیم طبق قضیۀ تالس اندازۀ آن برابر  به دست می آید (چون ارتفاع دو مثلث  و  موازی اند

). پس می توان اندازۀ مساحت مثلث رنگی و مثلث متساوی الاضلاع اولیه را برحسب  و  تع�ن و پس  درنتیجه 

درنهایت نسبت آن ها را محاسبه کنیم.

a۳a

۲ah

۳hABCN BP

 =
AH

h
 

۳a
a

AH = ۳hah

S  =
ABC

Δ  =
۲

۳h × ۳a
 

۲
۹ha

S  =
BNP

Δ  ×
۲
۱

h × ۲a = ha

S  =
MNP

Δ S  −
ABC

Δ ۳S  =
BNP

Δ  −
۲

۹ha
۳ha =  

۲
۳ha

 =
S  

ABC
Δ

S  

MNP
Δ

 =
 

۲
۹ha

 

۲
۳ha

 =
۹
۳

 

۳
۱

گزینه 1 14

چون AM میانۀ نظیر ضلع BC است، پس: 

در دو مثلث ABM و AMD، ارتفاع های رسم شده از رأس M یکسان هستند، پس نسبت مساحت ها برابر نسبت قاعده ها است؛ یعنی:

در دو مثلث ODM و ADM، ارتفاع های رسم شده از رأس D یکسان هستند؛ پس نسبت مساحت  ها برابر نسبت قاعده ها است؛ یعنی:

با ضرب کردن سه رابطۀ فوق داریم:

 =
DB
DA

 ⇒
۳
۲

 =
AB
DB

 ,  =
۵
۳

AB
DA

 

۵
۲

 =
S  ABC

S  ABM
 

۲
۱

 =
S  ABM

S  ADM
 =

AB
DA

 

۵
۲

 =
S  ADM

S  ODM
 =

AM
OM

 =
AB
DB

 

۵
۳

 ×
S  ABC

S  ABM
 ×

S  ABM

S  ADM
 =

S  ADM

S  ODM
 ×

۲
۱

 ×
۵
۲

 ⇒
۵
۳

 =
S  ABC

S  ODM
 =

۲۵
۳

 

۱۰۰
۱۲

www.konkur.in

forum.konkur.in
@jozveh_nub



9/36لرنیتو 1399

گزینه 3

گام اول

گام دوم

15

الف) شکل را با جزئیات بیشتر رسم می کنیم:

ب) است، بنابراین در مثلث  داریم:

BM = BD ⇒  =D̂۱  =M̂ ۱ α, CN = CD ⇒  =D̂۲  =N̂ ۱ β

=Â ۵۸
∘

ABC
Δ

 

: + + = ۱۸۰  ۵۸ + + = ۱۸۰ABC
Δ

Â B̂ Ĉ
∘ =۵۸Â

B̂ Ĉ
∘

⇒ + = ۱۸۰ − ۵۸ = ۱۲۲ ⇒ + = ۱۲۲ (I)B̂ Ĉ
∘

B̂ Ĉ
∘

دو مثلث  و  را در نظر گرفته و مجموع زوایای این دو مثلث را به دست می آوریم. مجموع زوایای این دو مثلث باید  باشد.

با تع�ن  اندازۀ  یا همان  را محاسبه می کنیم.

 

ازطرفی:

 

CN D
Δ

BM D
Δ

۳۶۰
∘

α + β D̂۳M ND̂

   

: + ۲β = ۱۸۰CN D
Δ

Ĉ
∘

: B + ۲α = ۱۸۰BM D
Δ ∘⎭

⎬
⎫

(+)
+B̂ +Ĉ ۲ α + β =( ) ۳۶۰

∘

 ۱۲۲ + ۲ α + β = ۳۶۰ ⇒ ۲ α + β = ۳۶۰ − ۱۲۲
(I) ∘

( )
∘

( )
∘ ∘

⇒ ۲ α + β = ۲۳۸ ⇒ α + β =  = ۱۱۹ (II)( )
∘

۲
۲۳۸

∘
∘

+  + = ۱۸۰ ⇒ α + β + M N = ۱۸۰D̂۱ D̂۲ D̂۳
∘

D̂
∘

 ۱۱۹ + M N = ۱۸۰ ⇒ M N = ۶۱
(II) ∘

D̂
∘

D̂
∘

گزینه 1 16

در هر مثلث قائم الزاویه هر ضلع زاویۀ قائمه واسطۀ هندسی بین وتر و تصویر آن ضلع روی وتر است.

۶ = ۱۰x ⇒ x = ۳/۶۲

طول قاعدۀ کوچک = ۱۰ − ۲x = ۱۰ − ۷/۲ = ۲/۸
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طبق قضیۀ فیثاغورس در مثلث  داریم:

. داریم: دو مثلث  و  به حالت تساوی دو زاویه، متشابه اند 

OBN

OB =  =ON − BN۲ ۲
 =۴ − ۱  ۳

OAMOBN(  =Ô۱  , =Ô۲ Â =B̂ ۹۰ )∘

 =
ON
OM

 ⇒
OB
OA

 =
۲
x

 ⇒
 ۳

۱
x =  =

 ۳
۲

 

۳
۲  ۳

گزینه 2 18

می دانیم در ذوزنقه طول خط واصل وسط های دو ساق، میانگین دو قاعده است.

باتوجه به شکل و فرض سؤال، داریم:

 =  ⇒  =  ⇒  =  

S  MNCD

S  ABNM

۵
۳

 (  + y) h
۲
۱

۲
x + y

( )

 (x +  ) h
۲
۱

۲
x + y

( )

۵
۳

 

۲
x + ۳y

 

۲
۳x + y

۵
۳

⇒  =  ⇒ ۱۵x + ۵y = ۳x + ۹y ⇒ ۱۲x = ۴y ⇒  =  

x + ۳y
۳x + y

۵
۳

y
x

۳
۱

www.konkur.in
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طبق توضیحات صورت سؤال، شکلی به صورت زیر رسم می کنیم:

چون اضلاع دو مثلث موازی یکدیگرند، پس دو مثلث متشابه هستند. می دانیم نسبت مساحت های دو مثلث متشابه برابر مجذور نسبت تشابه

آن ها است؛ بنابراین داریم:

نسبت مساحت محدود به این دو مثلث به مساحت مثلث کوچک تر برابر است با:

 =
مساحت مثلث کوچک تر
مساحت مثلث بزرگ تر

 =
S′

S
 =(

۶
۹

)
۲

 =(
۲
۳

)
۲

 

۴
۹

 =
S′

S − S′

 −
S′

S
 =

S′

S′

 −
S′

S
۱ =  −

۴
۹

۱ =  =
۴
۵

۱/۲۵
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ابتدا مثلث قائم الزاویه و متساوی الساقین  به ضلع قائم 2 واحد را رسم می کنیم.

محیط این مثلث برابر طول ضلع یک مربع است. با استفاده از قضیۀ فیثاغورس اندازۀ ضلع  و سپس محیط مثلث  را محاسبه

می کنیم.

پس طول ضلع مربع موردنظر برابر  است.

می خواهیم با حذف گوشه های این مربع، یک هشت  ضلعی منتظم را درون آن محاط کنیم. اگر اندازۀ اضلاع قائمه چهار مثلث گوشه ای را  در

نظر بگیریم، طول ضلع هشت  ضلعی منتظم با استفاده از قضیۀ فیثاغورس برابر  می شود.

باتوجه به اینکه طول ضلع مربع برابر  است، مقدار  را حساب می کنیم:

برای محاسبۀ مساحت هشت  ضلعی منتظم، کافی است مساحت چهار مثلث گوشه ای را از مساحت مربع کم کنیم:

پس مساحت هشت  ضلعی برابر است با:

ABC
△

ACABC
△

AC =۲ AB +۲ BC ⇒۲ AC =۲ ۴ + ۴ = ۸ ⇒ AC = ۲  ۲

محیط مثلث  =ABC
△

۲ + ۲ + ۲  =۲ ۴ + ۲  ۲

۴ + ۲ ۲
x

x ۲

۴ + ۲ ۲x

x + x + x  =۲ ۴ + ۲  ⇒۲ ۲x + x =۲ ۴ + ۲  ⇒۲ x = ۲

S مربع=  (۴ + ۲  )۲
۲

S مثلث=   ×
۲
۱

۲ × ۲ = ۲

S هشت ضلعی=  S مربع−  (۴ × S  ) مثلث= (۴ + ۲  ) −۲
۲

۸ = ۱۶ + ۱۶  +۲ ۸ − ۸ = ۱۶ + ۱۶  ۲
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الف) چهار ضلعی  متوازی               الاضلاع است پس داریم:

ب) در دو مثلث متشابه، نسبت مساحت ها برابر مجذور نسبت تشابه اضلاع است.

M N P B

M N ∣∣BP ⇒ M N ∣∣BC ⇒ ∼AMN
△

ABC
△

N P ∣∣M B ⇒ N P ∣∣AB ⇒ ∼NPC
△

ABC
△

، نسبت تشابه دو مثلث و سپس نسبت مساحت آن ها را محاسبه طبق گام اول،  است. با توجه به اینکه 

می کنیم:

چون  است، با استفاده از قضیه تالس داریم:

است پس نسبت تشابه آن ها برابر است با:

حال نسبت مساحت های این دو مثلث را به دست می آوریم:

با توجه به نسبت های بالا، مساحت متوازی               الاضلاع  را برحسب مساحت مثلث  می نویسیم. داریم:

پس مساحت متوازی               الاضلاع 48 درصد مساحت مثلث  است.

∼AMN
△

ABC
△

 =
M B
M A

 

۲
۳

 =
AB
M A

 =
M A + M B

M A
 =

 

M A
M A + M B

۱
 =

۱ +  

M B
M A
۱

 =
۱ +  

۳
۲

۱
 =

 

۳
۵
۱

 

۵
۳

⇒  =
S  

ABC
△

S  

AMN
△

(  ) =
۵
۳ ۲

 ⇒
۲۵
۹

S  =
AMN

△  S  

۲۵
۹

ABC
△

M N ∣∣BC

 =
M B
M A

 =
N C
AN

 ⇒
۲
۳

 =
AN
N C

۳
۲

∼NPC
△

ABC
△

 =
AC
N C

 =
AN + N C

N C
 =

 

N C
AN + N C

۱
 =

 + ۱
AN
N C

۱
 =

 + ۱
۲
۳

۱
 =

 

۲
۵
۱

 

۵
۲

 =
S  

ABC
△

S  

NPC
△

(  ) =
۵
۲ ۲

 ⇒
۲۵
۴

S  =
NPC

△  S  

۲۵
۴

ABC
△

M N P BABC
△

S  = S  + S  + S  

ABC
△

AMN
△

NPC
△ MNP B

⇒ S  =  S  +  S  + S  

ABC
△

۲۵
۹

ABC
△

۲۵
۴

ABC
△ MNP B

⇒ S  =  S  =  S  MNP B ۲۵
۱۲

ABC
△

۱۰۰
۴۸

ABC
△

ABC
△
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در دو مثلث متشابه، نسبت اضلاع متناظر برابر است.

با توجه به اینکه دو مثلث متشابه اند و  و  است، دو ضلع به طول های  و   از دو مثلث نمی توانند متناظر باشند؛ بنابراین ضلعِ

به طول  از مثلث اول یا با ضلعِ به طول 7 از مثلث دوم متناظر است یا با ضلعِ به طول 9. هریک از این دو حالت را بررسی و مقدار  را محاسبه

می کنیم.

حالت اول: ضلعِ به طول  از مثلث اول با ضلعِ به طول 9 از مثلث دوم متناظر باشد.

حالت دوم: ضلعِ به طول  از مثلث اول با ضلعِ به طول 7 از مثلث دوم متناظر باشد.

 از بین مقادیر به دست آمده، بیشتر    ین مقدار  است.

  =
۷
۴

�  

۹
۵

  =
۷
۵

�  

۹
۴

ab

aa

a

 =  =  ⇒  =  ⇒ a = یا   =  =  ⇒ =  ⇒ a =  

۹
a

b
۴

۷
۵

۹
a

۷
۵

۷
۴۵

۹
a

۷
۴

b
۵

۹
a

۷
۴

۷
۳۶

a

 =  =  ⇒  =  ⇒ a = یا   =  =  ⇒  =  ⇒ a =  

۷
a

۹
۴

b
۵

۷
a

۹
۴

۹
۲۸

۷
a

۹
۵

b
۴

۷
a

۹
۵

۹
۳۵

a =  

۷
۴۵
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الف) دو مثلث قابل انطباق نیستند یعنی دو مثلث باهم برابر یا همنهشت نیستند؛ بنابراین حق نداریم کوچک ترین ضلع مثلث با اضلاع  و  و 3 را

برابر 3 در نظر بگیریم (اگر کوچک ترین ضلع مثلث اول را 3 در نظر بگیریم، با توجه به اینکه دو مثلث متشابه اند، نسبت تشابه آن ها برابر 

می شود و باید مقدار  و  برابر 4 و 5 باشد که دراین  صورت دو مثلث برهم منطبق می شوند) پس کوچک ترین ضلع این مثلث  یا  است.

ب) می دانیم نسبت محیط های دو مثلث متشابه برابر نسبت تشابه است.

ba

 =
۳
۳

۱

abab

محیط مثلث دوم برابر است با:

نسبت تشابه دو مثلث می تواند  یا  باشد. اگر نسبت تشابه برابر  باشد، محیط مثلث اول برابر است با:

و اگر نسبت تشابه برابر  باشد، داریم:

بنابراین بیشترین محیط مثلث اول برابر 9 است.

۳ + ۴ + ۵ = ۱۲

 

۴
۳

 

۵
۳

 

۴
۳

محیط مثلث اول = ۱۲ × =
۴
۳

۳ × ۳ = ۹

 

۵
۳

محیط مثلث اول = ۱۲ × =
۵
۳

۷/۲
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، ارتفاع وارد بر وتر، مثلث را به دو مثلث متشابه تقسیم می کند؛ یعنی مثلث های  و  باهم متشابه اند. در مثلث قائم الزاویۀ 

بنابراین نسبت مساحت دو مثلث متشابه  و نسبت تشابه دو مثلث  است. در دو مثلث متشابه، نسبت ارتفاع ها همان نسبت تشابه است.

درنتیجه داریم: 

ABCABHACH

 =
S( )ABC

Δ

S( )ABH
Δ

 ⇒
۵
۱

 =
S( ) − S( )ABC

Δ
ABH

Δ

S( )ABH
Δ

 ⇒
۵ − ۱

۱
 =

S( )ACH
Δ

S( )ABH
Δ

 

۴
۱

 

۴
۱

 

۲
۱

 =
HH  ۲

HH  ۱
 

۲
۱
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چهار ضلعی  متوازی الاضلاع است؛ بنابراین  است. با استفاده از قضیۀ تالس می توان نوشت:

همچنین  است پس دو مثلث  و  نیز متشابه می شود. می دانیم نسبت مساحت های دو مثلث متشابه برابر مجذور

نسبت تشابه است؛ بنابراین:

مساحت دو مثلث  و  را می توان چنین نوشت:

بنابراین:

با استفاده از دو رابطۀ  و  داریم:

از طرفی چون  است پس دو مثلث  و  متشابه می شود و نسبت مساحت آن ها برابر مجذور نسبت تشابه است؛

بنابراین:

اکنون با استفاده از روابط  و  و  داریم:

، 70 درصد مساحت مثلث  است. پس مساحت مثلث 

M N P BM N ∣∣P B

M N ∣∣BP ⇒  =
AB
AM

 =
AC
AN

 ⇒
۱۰
۳

 =
AC
N C

 

۱۰
۷

N O∣∣AMNOC
△

AMC
△

 =
S  

AMC
△

S  

NOC
△

 ⇒
۱۰۰
۴۹

S  =
NOC

△  S  (I)
۱۰۰
۴۹

AMC
△

AMC
△

ABC
△

S  =
ABC

△  AB ⋅
۲
۱

AC ⋅ sin Â

S  =
AMC

△  AM ⋅
۲
۱

AC ⋅ sin Â

 =
S  

ABC
△

S  

AMC
△

 =
AB
AM

 ⇒
۱۰
۳

S  =
AMC

△  S  (II)
۱۰
۳

ABC
△

(I)(II)

S  =
NOC

△  ×
۱۰۰
۴۹

 S  =
۱۰
۳

ABC
△  S  (III)

۱۰۰۰
۱۴۷

ABC
△

M N ∣∣BPAMN
△

ABC
△

 =
S  

ABC
△

S  

AMN
△

(  ) =
AB
AM ۲

 ⇒
۱۰۰
۹

S  =
AMN

△  S  (IV )
۱۰۰
۹

ABC
△

(II)(III)(IV )

 =
S  

AMN
△

S  

OMN
△

 =
S  

AMN
△

S  − S  − S  

AMC
△

AMN
△

NOC
△

 =
 S  

۱۰۰
۹

ABC
△

(  −  −  )S  

۱۰
۳

۱۰۰
۹

۱۰۰۰
۱۴۷

ABC
△

 =
 

۱۰۰
۹

 

۱۰۰۰
۶۳

 =
۹۰
۶۳

 

۱۰
۷

OMN
△

AMN
△
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ابتدا بر اساس توضیحات صورت سؤال، یک شکل دقیق رسم می               کنیم:

مثلث  و  متساوی الساقین هستند پس:

زاویۀ  زاویۀ خارجی مثلث  است و اندازۀ آن برابر مجموع دو زاویۀ داخلی غیرمجاورش می شود؛ یعنی:

با توجه به اینکه مجموع زوایای داخلی هر مثلث برابر  است، داریم:

بنابراین مثلث  در رأس  قائمه است و می               توان اندازۀ ضلع  را با استفاده از قضیۀ فیثاغورس محاسبه کرد.

ABC
△

ABD
△

A C =B̂ A B =Ĉ x , A D =B̂ A B =D̂ y

Â۱ABC
△

=Â۱ x + x = ۲x

۱۸۰∘

+Â۱ y + y = ۱۸۰ ⇒∘ ۲x + ۲y = ۱۸۰ ⇒∘ ۲(x + y) = ۱۸۰ ⇒∘ x + y =  =
۲

۱۸۰∘

۹۰∘

DBC
△

BBD

CD = AD + AC = ۴ + ۴ = ۸ , BC = ۲ ۷

CD = BD + BC ⇒ ۸ = BD + (۲  ) ⇒ ۶۴ = BD + ۲۸۲ ۲ ۲ ۲ ۲ ۷
۲ ۲

⇒ BD = ۶۴ − ۲۸ = ۳۶ ⇒ BD =  = ۶۲ ۳۶

گزینه 2 27

هدف محاسبۀ اندازۀ  است. در مثلث قائم               الزاویۀ  داریم:

، ابتدا لازم است با استفاده از قضیۀ فیثاغورس شعاع دایره را به دست آوریم: برای محاسبۀ 

اکنون با استفاده از قضیۀ فیثاغورس اندازۀ  را محاسبه می کنیم:

M BM HB
△

HB = ۱ , M H = OM − OH

M H

OB =  =۱ + ۱۲ ۲
 ⇒۲ OM = OB =  ⇒۲ M H =  −۲ ۱

M B

M B = M H + HB ⇒ M B = (  − ۱) + ۱ = ۲ − ۲  + ۱ + ۱ = ۴ − ۲  

۲ ۲ ۲ ۲ ۲
۲ ۲ ۲ ۲

⇒ M B =  ۴ − ۲  ۲
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الف) طول اضلاع قائمۀ مثلث  را  و  در نظر می گیریم.

ب) می دانیم: "ارتفاع  قاعده  مساحت مثلث"

ABC
△

x۳x

×=  ×
۲
۱

با استفاده از قضیۀ فیثاغورس اندازۀ  را محاسبه می کنیم:

با توجه به اینکه مساحت مثلث  برابر 60 واحد مربع است، مقدار  را تع�ن می کنیم.

می توان مساحت مثلث  را با تعریف  و  به ترتیب به عنوان قاعده و ارتفاع آن چنین نوشت:

بنابراین:

BC

AB +۲ AC =۲ BC ⇒۲ x +۲ ۹x =۲ BC ⇒۲ BC =۲ ۱۰x ⇒۲ BC =  x۱۰

ABC
△

x

S  =
ABC

△  AB ×
۲
۱

AC =  x(۳x) =
۲
۱

۶۰ ⇒ x =۲ ۴۰ ⇒ x =  =۴۰ ۲  ۱۰

ABC
△

BCAH

S  =
ABC

△  AH ×
۲
۱

BC = ۶۰

 AH ×
۲
۱

 (۲  ) =۱۰ ۱۰ ۶۰ ⇒ ۱۰AH = ۶۰ ⇒ AH = ۶
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الف) مثلث  قائم الزاویه است.

ب) با فرض اینکه  باشد داریم: 

ج)  و 

ABC
△

HC < HBS  =
ABC

△ ۶/۷۶ S  

AHC
△

HH =′ ?HH =′′ ?

،  و  باهم متشابه اند. می دانیم در مثلث های متشابه نسبت تشابه برابر جذر نسبت مساحت ها است. سه مثلث قائم الزاویۀ 

همچنین می دانیم در مثلث های متشابه، نسبت تشابه با نسبت ارتفاع ها برابر است. چون دو مثلث  و  باهم متشابه اند، داریم:

AHC
△

AHB
△

ABC
△

 = ۶/۷۶ ⇒  = ۶/۷۶ ⇒  + ۱ = ۶/۷۶ ⇒  = ۵/۷۶
S  

AHC
△

S  

ABC
△

S  

AHC
△

S  + S  

ABH
△

AHC
△

S  

AHC
△

S  

ABH
△

S  

AHC
△

S  

ABH
△

ABH
△

ACH
△

 =
HH ′′

HH ′

 =۵/۷۶ ۲/۴ ⇒  =
HH ′′

HH ′

 =
۱۰
۲۴

 ⇒
۵
۱۲

 =
HH ′

HH ′′

 

۱۲
۵

گزینه 2 30

: M)طبق قضیۀ تالس می توان نوشت  E = x)

   ⇒
BE∣∣AC ⇒  =  

AE
M E

BC
M B

AB∣∣DC ⇒  =  

AD
M A

BC
M B

⎭⎪⎪
⎬
⎪⎪
⎫

 =
AE
M E

⇒
AD
M A

 =
۳
x

⇒
۷

x + ۳
x = ۲/۲۵

⇒ M D = M E + AE + AD = ۲/۲۵ + ۳ + ۷ = ۱۲/۲۵

گزینه 3 31

باتوجه به شکل واضح است که مثلث های  و  همنهشت هستند؛ بنابراین مساحت مثلث  دو برابر مساحت مثلث  و

مساوی با مساحت مثلث  است.

ACHCDFABCDCF

DCE
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 =  ,  =  ⇒ ∼   ⇒  =  D̂۱ B̂۱ M̂ ۱ M̂ ۲ AM D
Δ

MBN
Δ

M B
M D

M N
AM

 =  ,  =  ⇒ ∼   ⇒  =  Â۱ P̂ ۱ B̂۲ D̂۲ AMB
Δ

M DP
Δ

M B
M D

AM
M P

⎭⎪⎪
⎬
⎪⎪
⎫

⇒  =
M N
AM

 ⇒
AM
M P

M N × M P = AM ۲

گزینه 3 33

 {
BD = BC

AB = AC = DC

  

زاویه های خارجی  = ۲αÂ۱

AC = DC ⇒ =  = ۲α , BD = BC ⇒ = D B = ۲α ⇒  = αD̂ Â۱ D̂ Ĉ Ĉ ۱

:  +  + = ۱۸۰ ⇒ ۲α + α + ۲α = ۱۸۰ ⇒ α = ۳۶ADC
Δ

Â۱ Ĉ ۱ D̂ ∘ ∘ ∘

= ۱۸۰ −  = ۱۸۰ − ۲ = ۱۸۰ − ۷۲ = ۱۰۸x̂ ∘ Â۱
∘ α̂ ∘ ∘ ∘

گزینه 1 34

) باشد، رسم می کنیم.  ضلع متوسط این مثلث و  میانۀ مثلث قائم               الزاویه  را با فرض اینکه طول اضلاع قائمه اش  و  (

وارد بر آن است. هدف محاسبۀ نسبت  است.

مساحت مثلث  برابر مساحت مربعی به طول ضلع  است؛ بنابراین:

، اندازۀ  را به دست می               آوریم: اکنون با استفاده از قضیۀ فیثاغورس در مثلث 

پس نسبت  برابر است با:

ABC
△

xyx < yABCM

 

AB
CM

ABC
△

x

 =
۲

xy
x ⇒۲ xy = ۲x  

۲ x,y>∘
y = ۲x ⇒ AB = ۲x

AM =  AB =
۲
۱

 (۲x) =
۲
۱

x

AMC
△

CM

CM =۲ AM +۲ AC ⇒۲ CM =۲ x +۲ x =۲ ۲x ⇒۲ CM =  x۲

 

AB
CM

 =
AB
CM

 =
۲x

 x۲
 ⇒

۲
 ۲

CM =  AB
۲

 ۲
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: AM ∣∣DN ⇒  =  BDN
Δ

AB
AD

BM
M N

: EN ∣∣AM ⇒  =ACM
Δ

AC
AE

CM
M N

⎭⎪⎪
⎬
⎪⎪
⎫

BM=CM
 =

AB
AD

AC
AE

⇒  =
AE
AD

 =
AC
AB

 

۳
۲

گزینه 1 36

شکل را به صورت زیر نام               گذاری می               کنیم:

مثلث  متساوی               الاضلاع است؛ بنابراین:

چون  متوازی الاضلاع است، داریم:

هردو مثلث  و  متساوی الاضلاع هستند درنتیجه باهم متشابه اند. می دانیم نسبت مساحت های دو مثلث متشابه برابر مجذور

نسبت تشابه آن دو مثلث است؛ بنابراین:

       همچنین

به طریق مشابه ثابت می شود که  نیز متساوی الاضلاع و  است؛ بنابراین دو مثلث  و  و دو مثلث  و

 باهم متشابه اند و داریم:

با استفاده از نسبت های بالا، نسبت خواسته شده را محاسبه می کنیم:

بنابراین مساحت متوازی               الاضلاع هاشور زده 16 درصد مساحت مثلث  است.

ABC
△

=Â =B̂ =Ĉ ۶۰∘

N LEC

M N ∣∣AC ⇒  =M̂ ۱ =Â ۶۰ ,  =∘ N̂ ۱ =Ĉ ۶۰ ⇒∘ متساوی الاضلاع است ⇒MBN
△

BN = ۴k

MBN
△

ABC
△

∼MBN
△

⇒ABC
△

 =
S  

ABC
△

S  

MBN
△

(  ) =
۵k
۴k ۲

(  ) =
۵
۴ ۲

 ⇒
۲۵
۱۶

S  =
MBN

△  S  

۲۵
۱۶

ABC
△

DL∣∣BN ⇒ =D̂ =B̂ ۶۰ , =∘ L̂  =N̂ ۱ ۶۰ ⇒∘ متساوی الاضلاع است ⇒M DL
△

M L = ۲k

ADE
△

AE = ۳kM DL
△

MBN
△

M DL
△

ADE
△

∼M DL
△

⇒MBN
△

 =
S  

MBN
△

S  

MDL
△

(  ) =
۴k
۲k ۲

 ⇒
۴
۱

S  =
MDL

△  S  =
۴
۱

MBN
△  S  

۲۵
۴

ABC
△

∼M DL
△

⇒ADE
△

 =
S  

ADE
△

S  

MDL
△

(  ) =
۳k
۲k ۲

 ⇒
۹
۴

S  =
ADE

△  S  =
۴
۹

MDL
△  S  

۲۵
۹

ABC
△

S  =AMLE S  −
ADE

△ S  =
MDL

△  S  −
۲۵
۹

ABC
△  S  =

۲۵
۴

ABC
△  S  

۲۵
۵

ABC
△

S  =LECN S  −
ABC

△ (S  +
BMN

△ S  ) =AMLE S  −
ABC

△ (  S  +
۲۵
۱۶

ABC
△  S  ) =

۲۵
۵

ABC
△  S  =

۲۵
۴

ABC
△ %۱۶S  

ABC
△

ABC
△
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گزینه 2

گام اول

گام دوم

37

. الف) مثلث  متساوی الساقین است، پس 

. ب) مثلث  متساوی الساقین است، پس 

ج) مجموع زوایای داخلی هر مثلث  است.

MNC
△

N C =M̂ M CN̂

ABM
△

A B =M̂ B MÂ

۱۸۰∘

با توجه به گام اول، شکل را تکمیل می کنیم:

می دانیم  یک زاویۀ نیم صفحه است، داریم:

از طرفی:

همچنین در مثلث  داریم:

M̂

A B +M̂ A N +M̂ N C =M̂ x + ۴۳ +∘ y = ۱۸۰ ⇒∘ x + y = ۱۸۰ −∘ ۴۳ =∘ ۱۳۷ (I)∘

   

: + ۲x = ۱۸۰ABM
△

B̂ ∘

: + ۲y = ۱۸۰CNM
△

Ĉ ∘⎭
⎬
⎫

+
+B̂ ۲x + +Ĉ ۲y = +B̂ +Ĉ ۲(x + y) = ۳۶۰∘

(I)
+B̂ +Ĉ ۲۷۴ =∘ ۳۶۰ ⇒∘ +B̂ =Ĉ ۳۶۰ −∘ ۲۷۴ =∘ ۸۶∘

ABC
△

+B̂ +Ĉ B C =Â ۱۸۰ ⇒∘ ۸۶ +∘ B C =Â ۱۸۰ ⇒∘ B C =Â ۱۸۰ −∘ ۸۶ =∘ ۹۴∘

گزینه 2 38

هر نقطه واقع بر عمودمنصف یک پاره خط، از دو سر آن پاره خط به یک فاصله است، پس:

،  زاویۀ  است. بنابراین، کوچک ترین زاویۀ مثلث 

=Â ۸۰ , AB =∘ AC ⇒ =B̂ =Ĉ  =
۲

۱۸۰ −∘ Â
۵۰∘

 {
M ∈ δ ⇒ M A = M B ⇒ B M = = ۵۰ ⇒ A B = ۸۰Â B̂ ∘ M̂ ∘

N ∈ δ ⇒ N A = N C ⇒ C N = = ۵۰ ⇒ A C = ۸۰′ Â Ĉ ∘ N̂ ∘

⇒ M N = ۱۸۰ − (A B + A C) = ۲۰Â ∘ M̂ N̂ ∘

AM NM N =Â ۲۰∘
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مکعبی به طول یال  به صورت زیر رسم کرده و وسط دو وجه غیرموازی آن را  و  می نامیم. هدف محاسبۀ اندازۀ  است.

اندازۀ  و  نصف یال مکعب است؛ بنابراین:

با استفاده از رابطۀ فیثاغورس، اندازۀ  را تع�ن می کنیم:

۴ ۲ABAB

ACBC

AC = BC =  (۴  ) =
۲
۱

۲ ۲  ۲

AB

BC +۲ AC =۲ AB ⇒۲ ۲(۲  ) =۲
۲

AB ⇒۲ AB =۲ ۲ × ۸ = ۱۶ ⇒ AB =  =۱۶ ۴

گزینه 2

گام اول

گام دوم

40

الف) عرض مستطیل 14 واحد و قطر آن 25 واحد است.

ب) 

ج) 

 =
S  AMCD

S  ABM
 

۹
۵

AM =?

با استفاده از رابطۀ فیثاغورس، طول مستطیل را به دست می آوریم.

رابطۀ فیثاغورس را برای مثلث  نوشته و اندازۀ  را تع�ن می کنیم:

AC = AD + CD  ۲۵ = ۱۴ + CD۲ ۲ ۲ AC=۲۵

AD=۱۴
۲ ۲ ۲

⇒ ۶۲۵ = ۱۹۶ + CD ⇒ CD = ۶۲۵ − ۱۹۶ = ۴۲۹ ⇒ AB = ۴۲۹۲ ۲ ۲

 =
S  ABCD

S  

ABM
△

 =
S  + S  

ABM
△ AMCD

S  

ABM
△

 =
۵ + ۹

۵
 

۱۴
۵

 =
S  ABCD

S  

ABM
△

 =
AB × AD

 × AB × BM
۲
۱

 =
۲AD
BM

 ⇒
۱۴
۵

 =
۲۸

BM
 ⇒

۱۴
۵

BM = ۱۰

ABM
△

AM

AB + BM = AM ⇒ ۴۲۹ + ۱۰۰ = AM ⇒ AM = ۵۲۹ ⇒ AM =  = ۲۳۲ ۲ ۲ ۲ ۲ ۵۲۹
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مساحت قسمت               های مختلف شکل را به صورت زیر نام               گذاری می               کنیم. هدف ما محاسبۀ  است. با استفاده از قضیۀ فیثاغورس طول وتر

مثلث برابر است با:

داریم: 

بنابراین:

S  +۳ S  ۴

وتر مثلث =  =۳ + ۴۲ ۲
 =۲۵ ۵

S  +۱ S  =۲ ۵ مساحت نیم دایره به قطر  − مساحت مثلث قائم الزاویه 

S  +۳ S  =۴ مساحت نیم دایره به قطر۴) + (مساحت نیم دایره به قطر۳ − (S  +۱ S  )۲

S  +۱ S  =۲  ×
۲
۱

π × (  ) −
۲
۵ ۲

 ×
۲
۱

۳ × ۴ =  (  ) −
۲
π

۴
۲۵

۶ =  −
۸

۲۵π
۶

S  +۳ S  =۴  ×
۲
۱

π(  ) +
۲
۳ ۲

 ×
۲
۱

π(  ) −
۲
۴ ۲

(  −
۸

۲۵π
۶)

=  (  ) +
۲
π

۴
۹

 (۴) −
۲
π

+
۸

۲۵π
۶ =  −

۸
۲۵π

 +
۸

۲۵π
۶ = ۶
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الف) مثلث  را بر اساس توضیحات صورت سؤال رسم می               کنیم:

ب) 

ج) کوچک               ترین زاویۀ خارجی در هر مثلث، مکمل بزرگ               ترین زاویۀ داخلی است.

ADE
△

AB = AC = CE = BD

، درنتیجه مکمل آن ها نیز برابر است؛ یعنی  است. از طرفی طبق قسمت (ب) مثلث  متساوی               الساقین است؛ بنابراین 

از گام اول،  و  است؛ بنابراین دو مثلث  و  به حالت (ض ز ض) هم               نهشت هستند.

درنتیجه زوایای  و  باهم برابر و هردو زوایای کوچک داخلی مثلث  محسوب می               شوند.

 کوچک               ترین زاویۀ خارجی مثلث  است پس اندازۀ آن با مجموع دو زاویۀ داخلی غیرمجاورش برابر می شود:

بنابراین کوچک               ترین زاویۀ خارجی مثلث، 2 برابر کوچک               ترین زاویۀ داخلی آن است.

ABC
△

 =B̂۱  Ĉ ۱=B̂۲  Ĉ۲

CE = BDAB = ACABD
△

ACE
△

   

CE = BD
 =  B̂۲ Ĉ۲

AB = AC
⎭
⎬
⎫

ض ض ز 
≅ABD

△
ACE

△

D̂ÊADE
△

متساوی الساقین ⇒ABD
△

 =Â۲ =D̂ α  

=D̂ Ê
=D̂ =Ê α

Â۴ADE
△

=Â۴ +D̂ =Ê α + α = ۲α
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اگر  زاویۀ بین نیمسازهای دو زاویۀ A و B باشد، داریم:

=  , + =  , + + + = ۳۶۰Â
۳
۴

B̂ Ĉ D̂
۳
۱۱

B̂ Â B̂ Ĉ D̂
∘

⇒  + +  = ۳۶۰ ⇒ ۶ = ۳۶۰ ⇒ = ۶۰ ⇒ = ۸۰
۳
۴

B̂ B̂
۳
۱۱

B̂
∘

B̂
∘

B̂
∘

Â
∘

M

= ۱۸۰ −  −  ⇒ = ۱۸۰ − ۳۰ − ۴۰ = ۱۱۰M̂
۲
Â

۲
B̂

M̂

⇒ زاویۀ حاده  = ۱۸۰ − ۱۱۰ = ۷۰∘ ∘ ∘
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راه حل اول: باتوجه به توضیحات صورت سؤال، شکلی ساده و دقیق رسم می               کنیم:

هدف محاسبۀ  است.  قطر مستطیل است، با استفاده از قضیۀ فیثاغورس داریم:

با استفاده از رابطه طولی در مثلث  داریم:

راه حل دوم: 

هدف محاسبۀ  است.  قطر مستطیل است، با استفاده از قضیۀ فیثاغورس داریم:

دو مثلث قائم الزاویۀ  و  متشابه هستند، زیرا:

در دو مثلث متشابه، نسبت اضلاع متناظر برابر است بنابراین:

M BBD

BD =۲ AB +۲ AD =۲ ۲ +۲ ۱ =۲ ۴ + ۱ = ۵ ⇒ BD =  ۵

BDM

BD =۲ M B .BC ⇒۲ ۲ (  ) =۵ ۲ M B ×۲ ۱ ⇒ M B = ۵

M BBD

BD =۲ AB +۲ AD =۲ ۲ +۲ ۱ =۲ ۴ + ۱ = ۵ ⇒ BD =  ۵

BAD
△

BDM
△

  ⇒
= B M = ۹۰Â D̂ ∘

 ⇒  =  

AD∣∣BC
BDمورب

} D̂۱ B̂۱⎭
⎬
⎫

∼BAD
△

BDM
△

 =
BD
AD

 ⇒
M B
BD

 =
 ۵

۱
 ⇒

M B
 ۵

M B = (  ) =۵
۲

۵
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BDCAMدر مثلث  می دانیم  است. به کمک رابطۀ تعمیم قضیۀ تالس داریم: ∣∣CD

 =
BD
BA

 ⇒
BC
BM

 =
BD
۴

 ⇒
۲
۱

BD = ۸

گزینه 2 46

مربع  را در نظر بگیرید. دایره ای به مرکز  و شعاع  واحد رسم می کنیم. این دایره دو ضلع  و  را قطع می کند.

، فاصلۀ نقطۀ  را از دو رأس  و  محاسبه می کنیم: با استفاده از رابطۀ فیثاغورس در مثلث قائم الزاویۀ 

بنابراین فاصلۀ نزدیک ترین رأس مربع تا نقاط تقاطع برابر  است.

ABCDD۲/۵ABBC

D MA
Δ

MAB

AM +۲ ۲ =۲ ۲/۵ ⇒( )۲ AM +۲ ۴ = ۶/۲۵ ⇒ AM =۲ ۲/۲۵

⇒ AM =  =۲/۲۵ ۱/۵ , M B = ۲ − ۱/۵ = ۰/۵

۰/۵ =  

۲
۱
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در مثلث قائم الزاویۀ  داریم:

. همچنین  قائم الزاویه است، کاملا واضح است که مثلث های  و  همنهشت اند، لذا 

بنابراین:

همچنین در مثلث  داریم:

راه حل دوم:

در شکل زیر تمام زوایای مشخص شده با یکدیگر برابرند که آن ها را  می نامیم.

، درنتیجه: در مثلث قائم الزاویۀ ABC داریم  و همچنین در مثلث قائم الزاویۀ BCE داریم 

ABD

: BD = AB + ADABD
Δ

۲ ۲ ۲

⇒ BD = ۹ + ۱۶ = ۲۵ ⇒ BD = ۵۲

ABNCDMDF = EBABD

AB = BE × BD ⇒ ۹ = BE × ۵ ⇒ BE = DF =  

۲

۵
۹

⇒ EF = ۵ − ۲ ×  =  

۵
۹

۵
۷

BF C

EN ∥ CF  

قضیه تالس
 =

BF
BE

 ⇒
BC
BN

 =
 +  

۵
۹

۵
۷

 

۵
۹

 ⇒
۴

BN
BN =  =

۱۶
۳۶

 

۴
۹

⇒ N C = ۴ −  =
۴
۹

 

۴
۷

S  =ANCM AB × N C = ۳ ×  =
۴
۷

 =
۴
۲۱

۵/۲۵

θ

tanθ =  

۴
۳

tanθ =  

۳
x

⇒  =
۳
x

 ⇒
۴
۳

x =  =
۴
۹

۲/۲۵

  

متوازی الاضلاع S = قاعده × ارتفاع = (۴ − x) × ۳ = (۴ − ۲/۲۵) × ۳
= ۱/۷۵ × ۳ = ۵/۲۵
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گزینه 1 48

، دو عمود  و  را بر قطر  رسم می کنیم. از دو رأس  و 

طبق روابط طولی در مثلث قائم الزاویه داریم:

به طور مشابه  است و داریم:

ACAECFBD

:ABD
Δ

BD =۲ AB +۲ AD =۲ ۳۶ + ۲۸ = ۶۴ ⇒ BD = ۸

:ABD
Δ

AD =۲ DE.BD ⇒ ۲۸ = DE × ۸ ⇒ DE =  =
۸
۲۸

۳/۵

BF = ۳/۵

EF = BD − (DE + BF ) = ۸ − ۷ = ۱

گزینه 2 49

B فرض کنید  باشد. در این صورت داریم:   B  =۱ ۲ x

  

 :  =  ⇒  =  ⇒ C  C  = ۲xAC  C  ۱ ۲
Δ

AC  ۱

AB  ۱

C  C  ۱ ۲

x
۲
۱

C  C  ۱ ۲

x
۱ ۲

 :  =  ⇒  =  ⇒ D  D  = ۳xAD  D  ۱ ۲
Δ

AD  ۱

AB  ۱

D  D  ۱ ۲

x
۳
۱

D  D  ۱ ۲

x
۱ ۲

 =
S  C  C  D  D  ۱ ۲ ۲ ۱

S  AB  B  ۱ ۲
 =

 (۲x + ۳x)h
۲
۱

 × x × h
۲
۱

 

۵
۱
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گزینه 1 50

باتوجه به شکل و با کمک قضیۀ تالس داریم:

طرف راست تساوی ها باهم برابر است پس طرف چپ آن نیز باهم برابر است.

   

⎩⎪⎪
⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎪⎪
⎧AC∣∣BD ⇒  =  

AB
OA

CD
OC

BC∣∣DE ⇒  =  

BE
OB

CD
OC

⇒  =
AB
OA

 ⇒
BE
OB

 =
۵
۳

 ⇒
BE
۸

BE = =
۳
۴۰

۱۳  

۳
۱

گزینه 2 51

راه حل اول:

راه حل دوم:

BC =  =۳ + ۴۲ ۲ ۵

  ⇒{
Ĉمشترک

A C = = ۹۰Ĥ Â ∘ ∼AHC
Δ

⇒ABC
Δ

 =
h  ۱

h  ۲
 =

BC
AC

 

۵
۴

:ABC
Δ

   

⎩⎪
⎨
⎪⎧h  × BC = AB × AC ⇒ ۵h  = ۳ × ۴ ⇒ h  =  ۱ ۱ ۱ ۵

۱۲

AC = HC × BC ⇒ ۱۶ = ۵HC ⇒ HC =  

۲

۵
۱۶

:AHC
Δ

h  ×۲ AC = h  ×۱ HC ⇒  =
h  ۱

h  ۲
 =

AC
HC

 =
۴

 

۵
۱۶

 

۵
۴
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گزینه 3 52

دو مثلث  و  باهم متشابه اند.

مساحت دو مثلث  و  باهم برابرند زیرا:

OAB
Δ

OCD
Δ

 =  ⇒  =  =  ⇒ h =  h
h′′

h′

CD
AB

h′′

h′

۱۲
۸

۳
۲ ′′

۲
۳ ′

h + h = ۱۰ ⇒ h +  h = ۱۰ ⇒ h = ۴ ⇒ h = ۶′ ′′ ′

۲
۳ ′ ′ ′′

∼   ⇒  =  ⇒ OB × OC = OA × OD (∗)OAB
Δ

OCD
Δ

OC
OA

OD
OB

OBC
Δ

OAD
Δ

 

⎩⎪
⎨
⎪⎧S  =  OB × OC × sinθ

OBC
Δ ۲

۱

S  =  OA × OD × sinθ
OAD

Δ ۲
۱

(∗)
S  =

OBC
Δ S  

OAD
Δ

S  = S  + S  + S  + S  

ABCD
Δ

ODC
Δ

OBC
Δ

OAB
Δ

OAD
Δ

⇒  =  +  + ۲S  

۲
(۸ + ۱۲) × ۱۰

۲
۶ × ۱۲

۲
۴ × ۸

OBC
Δ

⇒ ۱۰۰ = ۳۶ + ۱۶ + ۲S  ⇒ S  =  = ۲۴
OBC

Δ
OBC

Δ ۲
۴۸
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گزینه 4 53

،  و  را امتداد می دهیم تا همدیگر را در   ،   مطابق شکل، ساق های ذوزنقه  به طول اضلاع 

قطع کنند.  

ABCDAB = ۴CD = ۹AD = ۵BC = ۶S

AB∣∣CD  

تعمیم قضیۀ تالس
 =

SD
SA

 =
SC
SB

 

CD
AB

⇒  =
b + ۵

b
 =

a + ۶
a

 

۹
۴

⇒    

⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧

 =  ⇒ ۹b = ۴b + ۲۰ ⇒ b = ۴
b + ۵

b
۹
۴

 =  ⇒ ۹a = ۴a + ۲۴ ⇒ a = ۴/۸
a + ۶

a
۹
۴

⇒ SAB محیط مثلث = ۴ + ۴/۸ + ۴ = ۱۲/۸

گزینه 4 54

  

 =  

BC
EF

۵
۳

 =  =  ⇒  = ۱ − =  

S  BCFE

S  

BEC
Δ

 × (۳ + ۵) × h۲
۱ ′′

 × ۵ × h۲
۱ ′′

۸
۵

S  BCFE

S  

EFC
Δ

۸
۵

۸
۳

نسبت تشابه :  = (  ) =  ⇒  =  

S  

ABC
Δ

S  

AEF
Δ

۵
۳ ۲

۲۵
۹

S  BCFE

S  

AEF
Δ

S  − S  

ABC
Δ

AEF
Δ

S  

AEF
Δ

=  =  =  =  

 S  − S  ۹
۲۵

AEF
Δ

AEF
Δ

S  

AEF
Δ

 − ۱۹
۲۵

۱
 ۹

۱۶
۱

۱۶
۹

⇒  =  +  =  +  =  

S  

BCFE
Δ

S  

AEC
Δ

S  

BCFE
Δ

S  

EFC
Δ

S  

BCFE
Δ

S  

AEF
Δ

۸
۳

۱۶
۹

۱۶
۱۵
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گزینه 1 55

رأس A را به C وصل می کنیم:

:ADC
Δ

 =
AD
AF

 ⇒
CD
OF

 =
۴
۱

 ⇒
۵a
OF

OF =  a
۴
۵

:ACD
Δ

 =
CB
CE

 ⇒
۲a
OE

 =
۴x
۳x

 ⇒
۲a
OE

OE =  a
۲
۳

EF = OF + OE = a +
۴
۵

 a =
۲
۳

 a
۴
۱۱

 =
CD
EF

 =
۵a

 a
۴
۱۱

 

۲۰
۱۱

گزینه 3 56

مثلث های DBC و EBC دارای قاعده های یکسان BC هستند.پس نسبت مساحت های آن ها برابر با نسبت ارتفاع ها است. پاره خط NM را از

طرفین امتداد می دهیم تا ضلع های DC و EB را قطع کند.

پس این دو مثلث ارتفاع های برابری دارند و مساحت آن ها باهم برابر است.

:  =  ⇒  =  ⇒ ۲h  = h + h ⇒ h  = hEBC
Δ

EC
EN

BC
N N ′

۲
۱

h + h  ۱

h  ۱
۱ ۱ ۱

:  =  ⇒  =  ⇒ ۲h  = h + h ⇒ h  = hDBC
Δ

DB
DM

BC
M M ′

۲
۱

h + h  ۲

h  ۲
۲ ۲ ۲

⇒ h  = h  ۱ ۲
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گزینه 2 57

پاره خطی که وسط های دو ساق یک ذوزنقه را به هم وصل می کند، برابر است با میانگین طول دو قاعده. بنابراین طول پاره خط وسط برابر 

است.

 

۲
a + b

S  =۲ ۲S  ⇒۱  h(a +
۲
۱

 ) =
۲

a + b
۲ ×  h(b +

۲
۱

 )
۲

a + b

⇒  =
۲

۳a + b
۳b + a ⇒ ۳a + b = ۶b + ۲a ⇒ a = ۵b ⇒  =

a
b

 

۵
۱

گزینه 4 58

BC =۲ AC +۲ AB ⇒۲ BC =  =۶ + (۳  )۲ ۵ ۲ ۹ ⇒ M C = M B = ۴/۵

:ABC
Δ

AB =۲ BH × BC ⇒ ۴۵ = BH × ۹

⇒ BH = ۵ ⇒ HM = BH − M B = ۵ − ۴/۵ = ۰/۵

 =
S  

AHM
Δ

S  

ABC
Δ

 =
 

۲
AH × HM

 

۲
AH × BC

 =

 

۲

AH ×  

۲
۱

 

۲
AH × ۹

۱۸
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گزینه 1 59

میزان اختلاف طول قطر از عدد 19 را می خواهیم:

AB = BH × BD۲

۱۷ = ۱۵ × BD ⇒ BD =  

۲

۱۵
۱۷۲

 −
۱۵
۱۷۲

۱۹ =  =
۱۵

۱۷ − ۱۵ × ۱۹۲

 =
۱۵

۲۸۹ − ۲۸۵
 

۱۵
۴

گزینه 3 60

. داریم: ،  و   ، AEفرض کنیم  = xED = ۳xBD = yDC = ۳y

:AN D
Δ

M E∣∣DN  

تالس
 =

M N
AM

 =
ED
AE

 

۳
۱

⇒ AM = z و M N = ۳z

:BCM
Δ

DN ∣∣CM  

تالس
 =

N M
BN

 =
DC
BD

 ⇒
۳
۱

 =
۳z
BN

 ⇒
۳
۱

BN = z

⇒  =
AM
AB

 =
z

z + ۳z + z
 =

z
۵z

۵

www.konkur.in

forum.konkur.in
@jozveh_nub



1/18لرنیتو 1399

مبحثدرس

نام و نام خانوادگی

ها و مماس بر آن است؟1 ، نمودار تابع با ضابطۀ  بالای محور  myبه ازای کدام مقدار  = (m − ۲)x −۲ ۳x + m + ۲x

(2 (1

(4 (3

−۳−  

۲
۵

 

۲
۵۳

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1382

، یک ریشه دو برابر ریشۀ دیگر است، مجموع دو ریشۀ مثبت کدام است؟2 ۲xدر معادلۀ درجۀ دوم  +۲ ax + ۹ = ۰

4 (2 3/5 (1

5 (4 4/5 (3

از کشور 1384 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

قلمچی علوم تجربی یازدهم آزمون شماره 5 1397

قلمچی ریاضی و فیزیک یازدهم آزمون شماره 2 1400

yفاصلۀ دو خط به معادلات  و  کدام است؟3 =  x +۳ ۲ y −۳ ۳x + ۶ = ۰

(2 (1

(4 (3

۲ − ۳ −۳ ۱

 +۳ ۱۲ + ۳

از کشور 1388 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

ها را با کدام طول، قطع می کند؟4 ، محور  A(۲کوچک ترین دایرۀ گذرا بر دو نقطۀ  و  , ۵)B(−۴ , ۱)x

(2 (1

(4 (3

۱ , −۳۰ , −۳

۲ , −۱۳ , −۲

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1399

، از معادلۀ  دو جواب متمایز برای  حاصل می شود؟5 mxبه ازای کدام مجموعه مقادیر  − ۲  +x m − ۱ = ۰x

(2 (1

هیچ مقدار  (4 (3

m ≥ ۱m < ۲

۱ ≤ m < ۲m

از کشور 1388 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

هندسه تحلیلی و مقاطع مخروطیریاضی | کانال آقای کنکور
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، کدام6 ، در دو نقطۀ  و  متقاطع هستند. اندازۀ پاره خط  نمودارهای دو تابع  و 

است؟

y = ∣x − ۲∣ + ∣x + ۱∣y = x + ۷ABAB

(2 (1

(4 (3

۸ ۲۱۲

۱۳۱۰ ۲

از کشور 1399 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

ها،7 ، جدا می کند. این دایره بر روی محور  ، وتری به  طول  دایره ای به  مرکز  بر روی خط راست 

وتری با کدام اندازه جدا می کند؟

(۱ , ۳)۵x + ۱۲y = ۱۵۲ ۲۱x

(2 (1

(4 (3

۲ ۶۶

۲ ۱۵۸

از کشور 1399 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، کدام است؟8 ۲xمعادلۀ درجۀ دوم  دارای دو ریشۀ مثبت است. بازۀ مقادیر  +۲ mx + m + ۶ = ۰m

(2 (1

(4 (3

(−۴, ۰)(−۴, −۲)

(−۶, ۰)(−۶, −۴)

از کشور 1399 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

،  و  هستند. اندازۀ میانۀ نظیر ضلع افقی این9 اضلاع مثلثی، منطبق بر سه خط به معادلات 

مثلث، در صفحۀ مختصات کدام است؟

y + ۲x = ۱۶۲y − x = ۲y = ۰

(2 (1

(4 (3

۲ ۵۵

۳ ۳۶

از کشور 1399 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، به  ترتیب با اندازه های 5 و  واحد، حول10 حجم جسم حاصل از دوران مثلث قائم الزاویۀ  با ضلع های قائم  و 

، کدام است؟ خط گذرا از رأس  و موازی ضلع 

ABCABAC۲ ۶
CAB

(2 (1

(4 (3

۶۰π۷۰π

۷۵π۸۰π

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1399

، کدام است؟11 yمساحت ناحیۀ محدود به نمودارهای دو تابع  و  = x − ۴x + ۴۲y =  x +
۲
۱

۲

9 (2 8 (1

12 (4 10 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1399
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، کدام است؟12 ، مفروض است. اندازۀ ارتفاع  در مثلث  ،  و  ,A(۱مثلثی با رأس های  ۵)B(۷, ۳)C(۲, −۲)AHABC

(2 4 (1

(4 5 (3

۳ ۲

۴ ۲

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1399

معادلۀ درجۀ دوم  دارای دو ریشۀ حقیقی است. اگر مجموع ریشه ها با معکوس13

حاصل ضرب آن دو ریشه برابر باشد، مقدار  کدام است؟

۳x +۲ (۲m − ۱)x + ۲ − m = ۰
m

(2 (1

(4 (3

 

۲
۷۳

−۱−  

۲
۵

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1399

ها مماس شده است، طول نقطۀ تماس کدام14 نمودار تابع درجۀ دوم  از طرف بالا بر محور 

است؟

f(x) = ax +۲ ۴x + a − ۳x

(2 (1

2 (4 (3

−۲−  

۲
۱

 

۲
۱

از کشور 1383 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

 mبه ازای کدام مقدار  عدد  واسطۀ عددی بین دو ریشۀ معادلۀ  است؟15

۸
۱

(m −۲ ۴)x −۲ ۳x + m = ۰

(2 3 (1

(4 4 (3

−۳

−۴

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1384

αβ۴xاگر  و  ریشه های معادلۀ  باشند، مقدار  چقدر است؟16 −۲ ۱۲x + ۱ = ۰ +
 α

۱
 

 β
۱

3 (2 2 (1

6 (4 4 (3

از کشور 1385 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

هاست؟17 ، نمودار تابع با ضابطۀ  همواره در زیر محور  myبه ازای کدام مقادیر  = (m − ۱)x +۲
 x +۳ mx

(2 (1

(4 (3

m < −  

۲
۱

−  <
۲
۱

m < ۱

۱ < m <  

۲
۳

m >  

۲
۳

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1385
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ها را در دو نقطه به18 ، محور  ، منحنی به معادلۀ  به ازای کدام مجموعه مقادیر 

طول های منفی، قطع می کند؟

my = (m − ۲)x −۲ ۲(m + ۱)x + ۱۲x

(2 (1

هیچ مقدار  (4 هر مقدار  (3

m > ۲−۱ < m < ۲

mm

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1395

، کدام است؟19 xفاصلۀ نزدیک ترین نقاط دایره به معادلۀ  از خط به معادلۀ  +۲ y −۲ ۲x + ۴y = ۴۳x + ۴y = ۱۵

1 (2 (1

2 (4 (3

 

۲
۱

 

۲
۳

از کشور 1390 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

در یک مکعب به طول یال a، صفحۀ قطری، آن را به دو قسمت مساوی تقسیم می کند. این دو قسمت را در وجه مربع به هم20

a۲می چسبانیم. سطح کل منشور حاصل، چند برابر  است؟

(2 (1

(4 (3

۵ + ۲۴ + ۲ ۲

۵ + ۲ ۲۳ + ۴ ۲

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1390

دو ضلع یک مستطیل منطبق بر دو خط به معادلات  و  و یک رأس آن نقطۀ  است.21

مساحت این مستطیل کدام می باشد؟

۲y + x = ۶۲x − y = ۷A(۸, ۵)

9/6 (2 7/2 (1

12/8 (4 11/4 (3

از کشور 1390 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

به ازای کدام مقدار  زاویۀ بین خط مماس بر دایرۀ  و خط به معادلۀ  در نقطۀ تلاقی22

آن ها 90 درجه است؟

ax +۲ y −۲ ۲x + y = ۱۳x + ۲y = a

3 (2 2 (1

5 (4 4 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1396

,a)نقطۀ  مرکز دایرۀ گذرنده بر دو نقطۀ  و  است. شعاع این دایره کدام می باشد؟23 ۲a)(۲, ۱)(−۱, ۴)

(2 (1

(4 (3

۳۴

۲ ۲۳ ۲

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1384
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xدر معادلۀ  یک ریشه از نصف ریشۀ دیگر 5 واحد بیشتر است.  کدام است؟24 −۲ ۸x + m = ۰m

12 (2 10 (1

15 (4 14 (3

از کشور 1391 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، منحنی به معادلۀ  یک دایره است؟25 a۲xبه ازای کدام مجموعه مقادیر  +۲ (a −۲ ۷)y +۲ ۴y + a = ۰

(2 (1

(4 (3

−۳{ }۳{ }

−۳, ۳{ }∅

از کشور 1385 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

در یک بیضی به اقطار  و 2 واحد، دایره ای هم مرکز با بیضی و شعاع 2 واحد، بیضی را در نقطۀ  قطع می کند. مجموع26

مربعات فواصل  از دو کانون بیضی کدام است؟

۲  ۵M

M

16 (2 12 (1

20 (4 18 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1398

بهروز یک مجلّه را به تنهایی 9 ساعت زودتر از فرهاد تایپ می کند. اگر هر دو باهم کار کنند، در 20 ساعت این کار انجام می شود.27

بهروز به تنهایی در چند ساعت این کار را انجام می دهد؟

33 (2 32 (1

36 (4 35 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1398

f(x)منحنی توابع با ضابطۀ  بر خط به معادلۀ  مماس اند، فاصلۀ دو نقطۀ تماس کدام است؟28 = −x +۲ bx + ۳y = ۷

4 (2 3 (1

6 (4 5 (3

از کشور 1385 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

axبه ازای کدام مقدار  دایرۀ به معادلۀ  بر خط به معادلۀ  مماس است؟29 +۲ y −۲ ۲x + ۴y + a = ۰x + ۳y = ۰

(2 (1

5 (4 3 (3

 

۲
۳

 

۲
۵

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1385
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۳aاگر  باشد، عدد  کدام است؟30 +  =۲a + ۴a۲ ۲
a

a + ۱

2/5 (2 1/5 (1

4/5 (4 3/5 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1398

سرعت یک قایق موتوری در آب راکد 100 متر در دقیقه است. این قایق فاصلۀ 1200 متری در رودخانه را رفته و برگشته است.31

اختلاف  زمان رفت  و برگشت 5 دقیقه است. سرعت آب رودخانه، چند متر در دقیقه است؟

15 (2 12 (1

25 (4 20 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1398

، اندازۀ قطر کوچک 6 واحد است. خروج از مرکز این بیضی کدام است؟32 ,۲در یک بیضی به کانون های  و  −۱( )۲, ۷( )

0/64 (2 0/6 (1

0/8 (4 0/75 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1398

، دو برابر معکوس هر ریشه از معادلۀ  باشد، 33 اگر هر یک از ریشه های معادلۀ 

کدام است؟

۳x +۲ ax + b = ۰۴x −۲ ۷x + ۳ = ۰a

(2 (1

(4 (3

−۱۴−۱۲

−۸−۶

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1386

,۲)دایرۀ به مرکز  و مماس بر نیمساز ربع اول، خط به معادلۀ  را با کدام طول ها قطع می کند؟34 ۰)y = ۱

2) و  1) و 

4) و  3) و 

۱۳۰۴

 

۲
۱

 

۲
۵۲ − ۲۲ +  ۲

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1386

,۰)شعاع دایره ای که از دو نقطۀ  و  گذشته و مرکز آن روی خط به معادلۀ  باشد، کدام است؟35 ۰)(۳, ۱)y = ۲x

(2 (1

(4 (3

۲ ۲۵

۱۰۱۳

از کشور 1386 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 
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xدو دایره به معادلات  و  نسبت به  هم کدام وضع را دارند؟36 +۲ y −۲ ۲x + ۶y = ۸x +۲ y +۲ ۸x − ۴y + ۱۲ = ۰

مماس داخل (2 مماس خارج (1

متخارج (4 متقاطع (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1387

ها را در دو نقطه به طول های منفی قطع37 ، نمودار تابع  محور  به ازای کدام مجموعه مقادیر 

می کند؟

af(x) = ax +۲ (a + ۳) x − ۱x

(2 (1

(4 (3

a < −۹a < −۳

a > −۱−۳ < a < ۰

از کشور 1392 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

,۲)دایره ای از دو نقطۀ  و  گذشته و بر خط به معادلۀ  مماس است. شعاع این دایره کدام می باشد؟38 ۰)(−۲, ۰)y = ۱

(2 (1

(4 (3

 

۲
۳۵

 

۲
۵۳

از کشور 1388 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

هر خط قائم بر یک دایره، از نقطۀ  می گذرد. این دایره بر خط به معادلۀ  مماس است. شعاع دایره کدام39

می باشد؟

(−۲, ۱)y = x − ۱

(2 (1

(4 (3

۲۲ ۲

۳۳ ۲

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1388

,۰)دایره ای از دو نقطۀ  و  گذشته و معادلۀ یک قطر آن به صورت  است. شعاع این دایره کدام است؟40 ۱)(۳, ۰)x − y = ۲

2 (2 (1

3 (4 (3

۲

۵

قلمچی علوم تجربی یازدهم آزمون شماره 1 1397

قلمچی ریاضی و فیزیک دوازدهم آزمون شماره 13 1398

قلمچی علوم تجربی دوازدهم آزمون شماره 1 تابستان 1398

از کشور 1390 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

نقطۀ  رأس یک متوازی الاضلاع است که دو ضلع آن منطبق بر دو خط به معادلات  و41

 می باشند. مختصات وسط قطر آن کدام است؟

A(۷, ۶)۲y − ۳x = ۱۱
۳y + ۴x = ۸

(2 (1

(4 (3

(۱, ۵)(۳, ۴)

(۳, ۵)(۴, ۳)

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1390
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,۱−)دایره ای از نقطۀ  گذشته و بر هر دو محور مختصات مماس است. قطر دایرۀ بزرگ تر کدام می باشد؟42 ۲)

10 (2 8 (1

15 (4 12 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1390

ظرفی است به شکل نیمکره، به ضخامت یکنواخت 3 واحد و قطر خارجی دهانۀ آن 16 واحد است. سطح کل این ظرف چند برابر43

π است؟

212 (2 208 (1

217 (4 215 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1390

، خط به معادلۀ  بر دایرۀ  مماس است؟44 myبه ازای کدام مقدار  = mx + ۲x +۲ y −۲ ۲x = ۳

2) و  1) و 

4) و  3) و 

−  

۳
۴

۰ 

۳
۴

۰

−  

۳
۴

۱ 

۳
۲

۱

از کشور 1391 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، از ناحیۀ اول محورهای مختصات نمی گذرد؟45 ، نمودار تابع  af(x)به ازای کدام مجموعه مقادیر  = (a − ۳) x +۲ ax − ۱

(2 (1

(4 (3

a ≤ ۲۰ < a ≤ ۲

۲ < a < ۳۰ < a < ۳

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1392

,۲)شعاع دایره ای که از سه نقطه با مختصات  و  و  می گذرد، کدام است؟46 ۱)(−۲, ۴)(۰, ۰)

2/5 (2 2 (1

3/5 (4 3 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1391

در یک دنبالۀ هندسی، جملۀ دوم و دو برابر جملۀ پنجم و جملۀ هشتم می توانند سه جملۀ متوالی از یک دنبالۀ حسابی باشند.47

بزرگ ترین این سه عدد چندبرابر کوچک ترین آن ها است؟

(2 (1

(4 (3

۲ + ۳۵ + ۲ ۳

۵ + ۴ ۳۷ + ۴ ۳

قلمچی علوم تجربی دوازدهم آزمون شماره 2 تابستان 1398

از کشور 1392 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 
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xاگر معادلۀ  دارای چهار ریشۀ حقیقی متمایز باشد، مجموعۀ مقادیر  به کدام صورت است؟48 −۴ (m + ۲)x +۲ m + ۵ = ۰m

(2 (1

(4 (3

m < −۴m > ۴

−۴ < m < ۴۴ < m < ۹

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1385

۲xدو ضلع یک مربع منطبق بر دو خط به معادلات  و  هستند، مساحت این مربع کدام است؟49 − ۲y = ۳y = x + ۱

(2 (1

(4 (3

 

۸
۹

 

۴
۹

 

۸
۲۵

 

۴
۲۵

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1392

نمودار تابع با ضابطۀ  را حداقل چند واحد به طرف  های مثبت انتقال دهیم تا طول نقاط تلاقی نمودار50

ها غیرمنفی باشد؟ حاصل با محور 

y = x −۲ ۳x − ۱۰x

x

(2 1 (1

3 (4 2 (3

۱/۵

قلمچی ریاضی و فیزیک یازدهم آزمون شماره 2 1397

از کشور 1393 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، محور xها را در هر دو طرف مبدأ51 به ازای کدام مجموعۀ مقادیر m، منحنی به معادلۀ 

مختصات، قطع می کند؟

y = (m + ۲)x +۲ ۳x + ۱ − m

(2 1) یا 

فقط  (4 فقط  (3

m > ۱m < −۲−۲ < m < ۱

m < −۲m > ۱

از کشور 1395 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، کدام است؟52 ,۲−)شعاع دایره به مرکز  و مماس خارج بر دایره  ۲)x +۲ y −۲ ۲x + ۴y + ۱ = ۰

3 (2 (1

4 (4 (3

۲ ۲

۲ ۳

از کشور 1393 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

از داخل یک استوانۀ قائم توپُر، به شعاع قاعدۀ 4 و ارتفاع 5 واحد، بزرگ ترین مخروط قائم ممکن را حذف می کنیم. جسم حاصل را53

با صفحه ای موازی قاعدۀ مخروط به فاصلۀ 3 واحد از آن قطع می دهیم. مساحت مقطع حاصل، کدام است؟

(2 (1

(4 (3

۱۰/۳۶π۱۱/۲۸π

۱۲/۵۶π۱۳/۴۴π

از کشور 1396 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 
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، برابر کدام است؟54 ،  و  ,۰)شعاع دایرۀ گذرا بر سه نقطۀ  ۰)(۲, ۱)(۱, −۲)

(2 (1

(4 (3

 

۲
 ۱۰۳

۵
 

۲
 ۱۳

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1393

معادلۀ سه ضلع یک مثلث  و  و  است. معادلۀ خطی که کوچک ترین ارتفاع این مثلث بر آن قرار55

دارد، کدام است؟

x + y = ۱y = ۲xx = ۱

(2 (1

(4 (3

y =  

۳
۲

x =  

۳
۲

y + x =  

۳
۲

y + x =  

۳
۱

قلمچی علوم تجربی دوازدهم آزمون شماره 2 تابستان 1398

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1384

نقطۀ  وسط قطر مربعی است که یک ضلع آن منطبق بر خط به معادلۀ  می باشد. مساحت این مربع56

کدام است؟

A(۳, −۱)۲y − x = ۵

45 (2 40 (1

80 (4 75 (3

از کشور 1393 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، کدام است؟57 ،  و  ,A(۲مساحت مثلثی با سه رأس به مختصات  ۵)B(۳, ۰)C(۰, ۲)

6/5 (2 6 (1

7/5 (4 7 (3

از کشور 1392 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

یک خط از دسته خطوط به معادلۀ  بر خط گذرنده از دو نقطۀ  و  عمود58

است، معادلۀ آن خط کدام است؟

(k + ۱)y + ۲kx − k + ۱ = ۰A(۲, −۱)B(۸, ۳)

(2 (1

(4 (3

۲y + ۳x = ۴۲y + ۳x = ۱

۲y − ۳x = −۵۳y − ۲x = −۵

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1380

πیک مثلث قائم الزاویه با زاویۀ 30 درجه و طول وتر 8 واحد، حول وتر خود دوران می کند، حجم جسم حاصل چندبرابر  است؟59

32 (2 24 (1

40 (4 36 (3

از کشور 1396 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 
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یک ذوزنقۀ قائم الزاویه به قاعده های 2 و 5 و ساق قائم 3 واحد را حول ساق قائم دوران می دهیم. حجم جسم حاصل، کدام است؟60

(2 (1

(4 (3

۳۶π۳۸π

۳۹π۴۰π

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1395

۲سطح محدود به مستطیل  و نیم دایره به قطر 3 واحد، حول خط  دوران می کند. حجم جسم حاصل چندبرابر  است؟61 × ۵Δπ

15 (1

15/5 (2

16/5 (3

17 (4

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1396

xحاصل ضرب ریشه های حقیقی معادلۀ  کدام است؟62 +۲ ۴x + ۳ = x + ۴x + ۵۲

1 (2 -2 (1

4 (4 2 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1394

، کدام است؟63 x)مجموع ریشه های حقیقی معادلۀ  + x) −۲ ۲ ۱۸(x +۲ x) + ۷۲ = ۰

(2 (1

4 (4 2 (3

−۴−۲

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1390

قلمچی علوم تجربی چهارم آزمون شماره 3 1394

قلمچی ریاضی و فیزیک یازدهم آزمون شماره 2 1398

ها را در دو نقطه به طول های 1 و 3 قطع کرده و مرکز آن، بر روی نیمساز ربع اول است. شعاع این دایره کدام64 دایره ای، محور 

است؟

x

2 (2 (1

3 (4 (3

۳

۵

از کشور 1395 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

۹مساحت مقطع یک مکعب با صفحه قطری آن برابر  است، اندازۀ قطر مکعب کدام است؟65 ۲

(2 (1

(4 (3

۲ ۳۳ ۲

۲ ۶۳ ۳

از کشور 1395 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 
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، مجموع جذر هر دو ریشۀ معادلۀ درجۀ دوم  برابر با 2 است؟66 m۲xبه ازای کدام مقدار  −۲ (m + ۱)x +  =
۸
۱

۰

4 (2 3 (1

6 (4 5 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1396

، دارای دو ریشۀ مثبت است؟67 axبه ازای کدام مقدار  معادلۀ درجۀ دوم  −۲ ۲(a − ۲)x + ۱۴ − a = ۰

(2 (1

(4 (3

−۲ < a < ۲۲ < a < ۵

۲ < a < ۱۴۵ < a < ۱۴

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1396

، محور xها را با کدام طول، قطع می کند؟68 ۲)دایره ای به مرکز  و مماس بر خط به معادلۀ  , −۱)x − y = ۱

4 و 1 (2 3 و 1 (1

4 و 1/5 (4 3 و 2 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1395

، بر هر دو محور مختصات مماس است. شعاع آن کدام است؟69 ,۱)دایرۀ گذرا بر نقطۀ  −۲)

5 و 1 (2 4 و 1 (1

5 و 2 (4 4 و 2 (3

از کشور 1397 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، دو برابر فاصلۀ آن از مبدأ مختصات است. بزرگ ترین وتر از مکان نقاط M کدام است؟70 Mفاصلۀ نقطۀ  از نقطۀ  (x, y)A(۳, ۶)

(2 (1

(4 (3

۲ ۳۲ ۵

۴ ۳۴ ۵

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1397

نقطۀ  مرکز یک دایره است که بر روی خط  وتری به طول  جدا می کند. این دایره خط71

 را با کدام طول، قطع می کند؟

A −۱, ۴( )۲x − ۳y + ۱ = ۰۲ ۷
y = ۲

 ، (2  ، (1

(4 (3

−۵۳−۴۲

−۱ ± ۲−۱ ± ۳

از کشور 1398 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، دارای دو ریشۀ حقیقی مثبت است؟72 xبه ازای کدام مجموعه مقادیر m، معادلۀ درجۀ دوم  +۲ (m − ۲)x + m + ۱ = ۰

(2 (1

(4 (3

−۱ < m < ۰m < ۰

۲ < m < ۸m > ۸

از کشور 1397 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 
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، چند ریشۀ حقیقی متمایز دارد؟73 x)معادلۀ  − ۲x) −۲ ۲ (x −۲ ۲x) = ۲

2 (2 1 (1

4 (4 3 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1397

اگر  و  ریشه های معادلۀ  باشند، مجموعه جواب های کدام معادله، به صورت 74

است؟

αβ۲x −۲ ۳x − ۴ = ۰{  +
α
۱

۱ ,  +
β
۱

۱}

(2 (1

(4 (3

۴x −۲ ۵x + ۱ = ۰۴x −۲ ۳x + ۱ = ۰

۴x −۲ ۵x − ۱ = ۰۴x −۲ ۳x − ۱ = ۰

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1392

اگر  و  ریشه های معادلۀ  باشند، به ازای کدام مقدار  مجموعه جواب های معادلۀ75

 به صورت  است؟

αβx(۵x + ۳) = ۲k

۴x −۲ kx + ۲۵ = ۰{  ,  }
α۲
۱

β۲
۱

28 (2 27 (1

31 (4 29 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1390

۲aاگر  باشد، عدد  کدام است؟76 +  =۳a + ۱۶ ۱۴a + ۹

6 (2 4 (1

21 (4 15 (3

از کشور 1398 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

پرنده ای فاصلۀ یک کیلومتر را در جهت موافق باد رفته و در جهت مخالف باد برگشته است. اگر سرعت باد 5 کیلومتر در ساعت و77

مدت رفت وبرگشت 9 دقیقه باشد، سرعت پرنده در هوای آرام، چند کیلومتر در ساعت است؟

12/5 (2 12 (1

15 (4 13/5 (3

از کشور 1398 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 

، معکوس یکدیگرند؟78 mmxبه ازای کدام مقدار  ریشه های حقیقی معادلۀ  +۲ ۳x + m =۲ ۲

(2 (1

2 (4 1 (3

−۲−۱

از کشور 1390 کنکور سراسری علوم تجربی خارج 
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نقطۀ  مرکز دایره ای است که بر دو خط به معادلات  و  مماس است. شعاع دایرۀ کوچک تر کدام79

است؟

M (۲  , b)۵y = ۲xx = ۲y

1/5 (2 1 (1

2/5 (4 2 (3

از کشور 1392 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

مرکز دایره  ای بر روی نیمساز ناحیۀ اوّل است. اگر این دایره از نقطۀ  گذشته و بر خط به معادلۀ  مماس شود،80

شعاع آن کدام است؟

A(۶, ۳)y = ۲x

(2 (1

(4 (3

۵۶

۲ ۲۱۰

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1392

، مماس است. مختصات مرکز این دایره کدام81 دایرۀ گذرا بر مبدأ مختصات، بر دو خط به معادلات  و 

است؟

y = ۲xy = ۲x + ۱۰

(2 (1

(4 (3

(−۳, ۲)(−۳, ۱)

(−۲, ۱)(−۱, ۲)

از کشور 1395 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

دو دایرۀ  و  در نقطۀ  مماس برونی هم هستند. اگر قائم های بر دایرۀ C همواره از نقطۀ  بگذرد، مرکز دایرۀ82

 با شعاع  کدام است؟

CC′(۰, ۱)(۲, −۳)

C′
 ۵

(2 (1

(4 (3

(−۱, ۳)(−۱, ۲)

(۱, −۲)(۱, −۱)

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1394

xبه ازای کدام مقدار a، دو دایره به معادلات  و  مماس خارج یکدیگرند؟83 +۲ y +۲ ۴x = ۰x +۲ y −۲ ۲x + ۸y + a = ۰

6 (2 5 (1

8 (4 7 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1390

دایرۀ C بر دایره به معادلۀ  مماس خارج است. هر خط قائم بر دایرۀ C از نقطۀ  می گذرد.84

شعاع دایرۀ C کدام است؟

x +۲ y −۲ ۴x + ۲y = ۴(۸, ۷)

7 (2 6 (1

9 (4 8 (3

از کشور 1396 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

www.konkur.in

forum.konkur.in
@jozveh_nub



15/18لرنیتو 1399

,۲)دو دایره گذرا بر نقطۀ  بر هر دو محورهای مختصات مماس است. شعاع دایرۀ بزرگ     تر، کدام است؟85 −۹)

15 (2 14 (1

19 (4 17 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک چهارم داخل 1395

در یک مکعب صفحۀ گذرا بر یک یال و وسط یال دیگر، آن را به دو قطعه نابرابر تقسیم می کند. نسبت حجم های این دو قطعه86

کدام است؟

(2 (1

(4 (3

 

۴
۱

 

۳
۱

 

 ۵
۱

 

 ۳
۱

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1398

، برابر  است. طول87 دو نقطه بر خط به معادلۀ  قرار دارند که فاصلۀ این نقاط از خط به معادلۀ 

این دو نقطه، کدام می باشد؟

y = x − ۱۲x − ۳y = ۵۱۳

11 و 15- (2 9 و 15- (1

9- و 11 (4 15 و 11- (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1389

قلمچی علوم تجربی یازدهم آزمون شماره 1 1397

دایره ای بر محور xها و خط به معادلۀ  مماس است. اگر مرکز این دایره در ناحیۀ اول و شعاع آن 3 واحد باشد،88

نقطۀ مشترک آن با محور xها با کدام طول است؟

۳x + ۴y = ۰

1/5 (2 1 (1

2/5 (4 2 (3

از کشور 1394 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

,A(−۱طول شعاع دایره ای که از سه نقطۀ  و  و  می گذرد، کدام است؟89 ۰)B(۳, ۰)C(۰, −۳)

(2 (1

(4 (3

۳۲

۵۳

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1382

xدو دایره به معادلات  و  نسبت به  هم کدام وضع را دارند؟90 +۲ y −۲ ۲x + ۴y = ۱۳x +۲ y +۲ ۲x = ۱

مماس خارج (2 مماس داخل (1

متداخل (4 متقاطع (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1383
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، نسبت به یکدیگر چگونه اند؟91 xدو دایره به معادله های  و  +۲ y −۲ ۴x + ۴y = ۱x +۲ y −۲ ۴x + ۸y + ۱۹ = ۰

مماس داخلی (2 مماس خارجی (1

یکی خارج دیگری (4 متقاطع در دو نقطه (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1380

، دارای دو ریشۀ حقیقی منفی است؟92 m)به ازای کدام مقادیر m، معادلۀ درجۀ دوم  − ۶)x −۲ ۲mx − ۳ = ۰

(2 (1

(4 (3

m < −۶m > ۳

۰ < m < ۳۳ < m < ۶

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1397

یازده کیلوگرم رنگ با غلظت 40 درصد با چهار کیلوگرم رنگ از همان نوع با غلظت 70 درصد مخلوط شده اند. با تبخیر چند93

کیلوگرم آن، غلظت محلول به 50 درصد می رسد؟

(2 (1

(4 (3

۰/۴۰/۵

۰/۶۰/۸

قلمچی علوم تجربی دوازدهم آزمون شماره 2 تابستان 1398

از کشور 1392 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، یک واحد کمتر است؟94 ۲xریشه های کدام معادله، از معکوس ریشه های معادلۀ درجه دوم  −۲ ۳x − ۱ = ۰

(2 (1

(4 (3

x −۲ ۳x + ۱ = ۰x +۲ ۳x + ۱ = ۰

x −۲ ۵x + ۲ = ۰x +۲ ۵x + ۲ = ۰

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1394

قلمچی علوم تجربی دوازدهم آزمون شماره 1 تابستان 1398

f(x)اگر بیشترین مقدار تابع با ضابطۀ  برابر صفر باشد، مقدار  کدام است؟95 = (K + ۳)x −۲ ۴x + KK

(2 (1

4 (4 1 (3

−۴−۱

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1383

۳xدر معادلۀ  یک ریشه از سه برابر ریشۀ دیگر 3 واحد بیشتر است.  کدام است؟96 −۲ ۱۷x + m = ۰m

10 (2 9 (1

15 (4 12 (3

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1387
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، عدد  واسطۀ هندسی بین ریشه های حقیقی معادلۀ  است؟97 m۲mxبه ازای کدام مقدار  −۲ ۵x + m −۲ ۳ = ۰

(2 1 (1

(4 3 (3

−۱

−۳

از کشور 1384 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، توان سوم ریشه های معادلۀ98 به ازای کدام مقدار m، هریک از ریشه های معادلۀ درجۀ دوم 

 است؟

۸x −۲ mx − ۸ = ۰
۲x −۲ x − ۲ = ۰

11 (2 9 (1

15 (4 13 (3

از کشور 1396 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

اگر  و  ریشه های معادلۀ  باشند، به ازای کدام مقدار k مجموعه جواب های معادلۀ 99

به صورت  است؟

αβ۲x −۲ ۳x = ۱۸x +۲ kx − ۱ = ۰
α β, αβ{ ۲ ۲}

6 (2 5 (1

9 (4 7 (3

از کشور 1390 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

mmxبه ازای کدام مقدار  ، مجموع مربعات ریشه های حقیقی معادلۀ  برابر 6 است؟100 −۲ (m + ۳)x + ۵ = ۰

1 (2 (1

4) و  1 و  (3

−  

۵
۹

−  

۵
۹

 

۵
۹

−۱

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1393

، از ریشه های معادلۀ  یک واحد بیشتر است،  کدام است؟101 ۳xریشه های معادلۀ  +۲ ax + b = ۰۳x −۲ ۴x − ۱ = ۰b

2 (2 (1

6 (4 4 (3

−۵

از کشور 1386 کنکور سراسری ریاضی و فیزیک خارج 

، یک واحد از ریشه های معادلۀ  بیشتر است،  کدام102 ریشه های معادلۀ درجۀ دوم 

است؟

x +۲ ax + b = ۰۳x +۲ ۷x + ۱ = ۰b

(2 (1

(4 (3

−۲−۱

 

۳
۲

 

۳
۴

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1387
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ها103 اگر یکی از منحنی های تابع درجۀ دوم  نسبت به خط  متقارن باشد، این منحنی محور 

را با کدام طول مثبت قطع می کند؟

y = (a − ۱)x +۲ x + ۳x = ۲x

3 (2 2 (1

6 (4 4 (3

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1383

ها را در دو نقطه به طول های مثبت قطع کند، آنگاه مجموعه مقادیر104 ، محور  اگر منحنی به معادلۀ 

 به کدام صورت است؟

y = ۲x −۲ ۴x + m − ۳x

m

(2 (1

(4 (3

m > ۳۳ < m < ۴

۳ < m < ۵۴ < m < ۵

کنکور سراسری ریاضی و فیزیک داخل 1387

، از معادلۀ  فقط یک جواب برای  حاصل می شود؟105 mmxبه ازای کدام مقادیر  − ۳  +x m − ۲ = ۰x

(2 (1

(4 (3

 <
۲

−۳
m < ۲۰ < m < ۲

 <
۲
۳

m <  

۲
۵۲ < m < ۳

کنکور سراسری علوم تجربی داخل 1388
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مبحثدرس

گزینه 3

گام اول

گام دوم

1

ها مماس می شود که ریشۀ مضاعف داشته باشد. در این صورت  خواهد بود. الف) نمودار تابع درجۀ دو در صورتی بر محور 

ها مماس شده است، پس ضریب مثبت در نظر گرفته می شود. ها قرار دارد و بر محور  ب) چون نمودار تابع بالای محور 

xΔ = ۰
xxx۲

اشتراک دو مجموعه جواب  و  مقدار  را به ما می دهد.

y = (m − ۲)x −۲ ۳x + m + ۲

۱) m − ۲ > ۰ ⇒ m > ۲ (I)

۲) Δ = ۰ ⇒ (−۳) − ۴(m − ۲)(m + ۲) = ۰ ⇒ ۹ − ۴(m − ۴) = ۰۲ ۲

⇒ m − ۴ =  ⇒ m = ۴ +  =  ⇒ m = ±  (II)۲

۴
۹ ۲

۴
۹

۴
۲۵

۲
۵

(I)(II)m =  

۲
۵

پاسخنامه هندسه تحلیلی و مقاطع مخروطیریاضی | آقای کنکور
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گزینه 3

گام اول

گام دوم

2

۲xاگر یکی از ریشه های معادلۀ  را برابر  در نظر بگیریم، ریشۀ دیگر برابر  می شود. +۲ ax + ۹ = ۰α۲α

روش اول: 

حاصل ضرب ریشه ها برابر  است. هریک از ریشه ها را تع�ن می کنیم:

بنابراین یکی از ریشه ها برابر  و دیگری برابر 3 است. پس مجموع ریشه ها برابر  می شود.

روش دوم:

یکی از ریشه ها  و دیگری  است، پس داریم:

 =
a
c

 

۲
۹

α(۲α) =  ⇒
۲
۹

۲α =۲
 ⇒

۲
۹

α =۲
  

۴
۹ ریشه ها مثبت

α =  ⇒
۲
۳

۲α = ۲(  ) =
۲
۳

۳

 

۲
۳

۴/۵

α۲α

۲x + ax + ۹ = (x − α)(x − ۲α) = x − ۳αx + ۲α۲ ۲ ۲

⇒ x +  x +  = x − ۳αx + ۲α۲

۲
a

۲
۹ ۲ ۲

⇒  = −۳α , ۲α =  ⇒ α =  

۲
a ۲

۲
۹ ۲

۴
۹

 α =  , ۲α = ۳ ⇒ α + ۲α =  + ۳ = ۴/۵α>۰

۲
۳

۲
۳
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گزینه 3

گام اول

گام دوم

3

axنکته: فاصلۀ دو خط موازی با معادلات  و  برابر است با: + by + c = ۰ax + by + c =′ ۰

d =  

 a + b۲ ۲

c − c∣ ′∣

ابتدا شیب دو خط را به  دست می آوریم:

شیب دو خط برابر با  است؛ بنابراین دو خط موازی اند. اکنون باتوجه به گام اول، معادلۀ دو خط را به فرم استاندارد می نویسیم.

دقت کنید که ضریب  و  در دو خط موازی باهم برابر باشند.

فاصلۀ این دو خط موازی برابر است با:

y = x + ۲ ⇒ m  =  ۳ ۱ ۳

y − ۳x + ۶ = ۰ ⇒ m  = −  =  ×  =  =  ۳ ۲
 ۳

−۳
 ۳

۳
 ۳
 ۳

۳
۳  ۳

۳

۳
xy

y = x + ۲ ⇒ y − x − ۲ = ۰۳ ۳

y − ۳x + ۶ = ۰  y −  x +  = ۰ ⇒ y −  x + ۲  = ۰۳ ÷  ۳

 ۳
۳

 ۳
۶

۳ ۳

d =  =
 (−  ) + ۱۳

۲ ۲

 −۲ − ۲   ∣
∣ ۳∣

∣
 =

 ۴
 −۲ (۱ +  )  ∣

∣ ۳ ∣
∣

 =
۲

۲ (۱ +  )۳
۱ +  ۳
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گزینه 1 4

، دایره ای است که  یک قطر آن باشد. کوچک ترین دایرۀ گذرنده از  و 

حال داریم:

ABAB

است. AB Oوسط ⇒ O =  =
۲

A + B
(−۱ , ۳)

R = ∣OA∣ =  =(۲ + ۱) + (۵ − ۳)۲ ۲
 =۹ + ۴  ۱۳

⇒ دایره : (x + ۱) + (y − ۳) = ۱۳۲ ۲

 (x + ۱) + (۰ − ۳) = ها۱۳ x برخورد با محور ۲ ۲

⇒ (x + ۱) = ۴ ⇒ x + ۱ = ±۲ ⇒ x = ۱ , x = −۳۲

گزینه 3

گام اول

گام دوم

5

الف) معادله را با تغ�ر متغیر  به معادلۀ درجۀ  دو تبدیل می کنیم.

، ب) برای این که معادلۀ اولیه دارای دو جواب متمایز باشد، باید معادلۀ جدید دو ریشۀ مثبت داشته باشد. پس سه شرط 

 و  را برای معادلۀ جدید بررسی می کنیم.

 =x t

Δ > ۰
t  +۱ t  >۲ ۰t  t  >۱ ۲ ۰

، معادلۀ  به معادلۀ  تبدیل می شود که دارای دو توجه داشته باشید که به ازای 

جواب  و  است. پس  نیز قابل قبول است:

x − ۲  +x m − ۱ = ۰ ⇒ (  ) −x
۲ ۲ +x m − ۱ = ۰  

 =tx
t −۲ ۲t + m − ۱ = ۰

۱) Δ > ۰ ⇒ ۴ − ۴(m − ۱) > ۰ ⇒ ۴ − ۴m + ۴ > ۰ ⇒ ۴m < ۸ ⇒ m < ۲ (I)

۲) t  t  >۱ ۲ ۰ ⇒  >
۱

m − ۱
۰ ⇒ m − ۱ > ۰ ⇒ m > ۱ (II)

۳) t  +۱ t  >۲ ۰ ⇒ −(−  ) >
۱
۲

۰ ⇒ ۲ > ۰ ⇒ همواره برقرار است

m = ۱x − ۲  +x m − ۱ = ۰x − ۲  =x ۰
x = ۰x = ۴m = ۱

(I) ∩ (II) ∪ m = ۱ ⇒ ۱ ≤ m < ۲
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گزینه 4 6

حال نمودار دو تابع  و  را رسم می کنیم:

y  = ∣x − ۲∣ + ∣x + ۱∣ , y  = x + ۷۱ ۲

y  = ⇒ y  =    ۱
⎩⎪
⎨
⎪⎧− x + ۲ − x − ۱ ; x ≤ −۱

− x + ۲ + x + ۱ ; −۱ < x ≤ ۲
x − ۲ + x + ۱ ; x > ۲

۱
⎩⎪
⎨
⎪⎧− ۲x + ۱ ; x ≤ −۱

۳ ; −۱ < x ≤ ۲
۲x − ۱ ; x > ۲

y۱y  ۲

x > ۲ : ۲x − ۱ = x + ۷ ⇒ x = ۸

x < −۱ : −۲x + ۱ = x + ۷ ⇒ x = −۲

AB =  =  (x  − x  ) + (y  − y  )B A
۲

B A
۲ (۸ − (−۲)) + (۱۵ − ۵)۲ ۲

=  = ۱۰  ۱۰۰ + ۱۰۰ ۲
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گزینه 4 7

از مرکز دایره بر خط  عمود می کنیم، پس  و داریم:

ها، مقدار  را در معادلۀ دایره برابر با صفر قرار می دهیم: حال برای یافتن محل برخورد دایره و محور 

L : ۵x + ۱۲y − ۱۵ = ۰AH = HB =  ۲۱

∣OH∣ =  =
 ۵ + ۱۲۲ ۲

∣۵(۱) + ۱۲(۳) − ۱۵∣
 =

۱۳
۲۶

۲

: فیثاغورس ⇒ R = ۲ + (  ) = ۲۵OHA
Δ

۲ ۲ ۲۱
۲

⇒ دایره : (x − ۱) + (y − ۳) = ۲۵۲ ۲

xy

(x − ۱) + (۰ − ۳) = ۲۵ ⇒ (x − ۱) + ۹ = ۲۵ ⇒ (x − ۱) = ۱۶۲ ۲ ۲ ۲

⇒ x − ۱ = ±۴ ⇒ x = −۳ , x = ۵
⇒ ها x نقاط برخورد با محور : (−۳ , ۰) , (۵ , ۰)

⇒ طول پاره خط حاصل = ۵ − (−۳) = ۸

گزینه 4 8

،  و  باشد، بنابراین داریم: برای اینکه معادلۀ درجۀ دوم دارای دو ریشۀ مثبت باشد باید 

حال از حدود m در (1)، (2) و (3) اشتراک می گیریم، درنتیجه داریم:

Δ > ۰p > ۰s > ۰

۱) Δ > ۰ ⇒ m −۲ ۴ × ۲ × (m + ۶) = m −۲ ۸m − ۴۸ > ۰

⇒  >
p

 m − ۱۲ (m + ۴)( ) ۰

⇒ m < −۴ یا  m > ۱۲

۲)p > ۰ ⇒ p = −  =
a
b

 >
۲

−m
۰ ⇒ m < ۰

۳)s > ۰ ⇒ s =  =
a
c

 >
۲

m + ۶
۰ ⇒ m > −۶

m ∈ (−۶, −۴)
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گزینه 2 9

مثلث را به شکل زیر در نظر می گیریم:

باید فاصلۀ نقطۀ A از نقطۀ M را به دست آوریم:

از تقاطع دو خط  و  مختصات نقطۀ A به دست می آید.

برای به دست آوردن مختصات نقطۀ M، ابتدا مختصات نقاط B و C را محاسبه می کنیم.

سپس مختصات نقطۀ M را حساب می کنیم:

اکنون فاصلۀ دو نقطۀ M و A را محاسبه می کنیم:

y + ۲x = ۱۶۲y − x = ۲

 ⇒
۲×

{
۲y − x = ۲
y + ۲x = ۱۶  ⇒{

۴y − ۲x = ۴
y + ۲x = ۱۶ y = ۴ , x = ۶ ⇒ A(۶, ۴)

۲y − x = ۲  

y=۰
x = −۲ ⇒ B(−۲ , ۰)

y + ۲x = ۱۶  

y=۰
x = ۸ ⇒ C (۸ , ۰)

M (  ,  ) ⇒
۲

x  + x  B C

۲
y  + y  B C M (۳, ۰)

AM =  =(۳ − ۶) + (۰ − ۴)۲ ۲
 =۹ + ۱۶ ۵
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گزینه 4 10

مطابق شکل، باید حجم بین استوانه و مخروط را بیابیم که برابر است با:

V  − V = π(۲ ) (۵) −  π(۲  ) (۵) =  π(۲  ) استوانه(۵) مخروط ۶ ۲
۳
۱

۶ ۲
۳
۲

۶ ۲

=  π(۲۴)(۵) = ۸۰π
۳
۲

گزینه 4 11

y  = =  = ∣x − ۲∣۱ x − ۴x + ۴۲ (x − ۲)۲

y  =  x + ۲۲ ۲
۱

∣x − ۲∣ =   {
x − ۲ ; x ≥ ۲
− x + ۲ ; x < ۲

⎩⎪⎪
⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎪⎪
⎧A = (۲ , ۰)

x − ۲ =  x + ۲ ⇒  x = ۴ ⇒ x = ۸ ⇒ C = (۸ , ۶)
۲
۱

۲
۱

۲ − x =  x + ۲ ⇒  x = ۰ ⇒ x = ۰ ⇒ B = (۰ , ۲)
۲
۱

۲
۳

AB =  =  = ۲  (x  − x  ) + (y  − y  )B A
۲

B A
۲ (۰ − ۲) + (۲ − ۰)۲ ۲ ۲

AC =  =  = ۶  (x  − x  ) + (y  − y  )C A
۲

C A
۲ (۸ − ۲) + (۶ − ۰)۲ ۲ ۲

S  =  =  = ۱۲
ABC

Δ ۲
AB × AC

۲
۲  × ۶  ۲ ۲
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گزینه 4 12

، کافی است که فاصلۀ رأس  از خط  را محاسبه کنیم. برای به دست آوردن ارتفاع  در مثلث 

ابتدا معادلۀ خط  را به دست می آوریم:

بنابراین فاصلۀ نقطۀ  از خط  برابر است با:

AHABCABC

BC

B(۷, ۳), C(۲, −۲) ⇒ m =  =  = ۱
۷ − ۲
۳ + ۲

۵
۵

y − y  = m(x − x  ) ⇒ y + ۲ = x − ۲ ⇒ x − y − ۴ = ۰۰ ۰

A(۱, ۵)BC

AH =  =
 a + b۲ ۲

ax  + by  + c∣ ۰ ۰ ∣
 =

 ۱ + ۱
۱ − ۵ − ۴∣ ∣

 =
 ۲

۸
۴  ۲
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گزینه 1 13

می دانیم اگر  و  ریشه های معادلۀ درجۀ دوم  باشد، آنگاه داریم:

مجموع ریشه ها با معکوس حاصل ضرب ریشه ها برابر است، پس داریم:

طبق صورت مسئله، معادلۀ داده شده دارای دو ریشۀ حقیقی است، پس باید  باشد. حال مقدار  را در معادله جایگذاری

می کنیم:

بنابراین  است.

αβax +۲ bx + c = ۰

s = α + β = −  , p =
a
b

αβ =  

a
c

s =  ⇒
p
۱

α + β =  

αβ
۱

⇒ −  =
۳

۲m − ۱
 ⇒

 

۳
۲ − m( )

۱
 =

۳
−۲m + ۱

 

۲ − m
۳

طرفین وسطین 
−۴m + ۲m +۲ ۲ − m = ۹ ⇒ ۲m −۲ ۵m − ۷ = ۰

a+c=b
   

⎩
⎨
⎧m = −۱

m = −  =  

a
c

۲
۷

Δ > ۰m

⎩
⎨
⎧m = −۱ ⇒ ۳x + (−۲ − ۱)x + ۲ + ۱ = ۰ ⇒ ۳x − ۳x + ۳ = ۰ ⇒ Δ < ۰ ۲غ ق ق ۲

m =  ⇒ ۳x + (۲ ×  − ۱)x + ۲ −  = ۰ ⇒ ۳x + ۶x −  = ۰ ⇒ Δ > ۰ ق ق
۲
۷ ۲

۲
۷

۲
۷ ۲

۲
۳

m =  

۲
۷
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گام اول

گام دوم
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ها مماس شده است، ضریب  مثبت است. الف) چون نمودار از طرف بالا بر محور 

ها مماس است. بنابراین معادلۀ  ریشۀ مضاعف داشته و  است. ب) نمودار منحنی درجه دو بر محور 

xx۲

xf(x) = ۰Δ = ۰

، معادلۀ  را حل کرده و طول نقطۀ تماس یا همان ریشۀ مضاعف تابع را مشخص می کنیم: با مشخص شدن مقدار 

، ضابطۀ  را بازنویسی کرده و معادلۀ  را حل می کنیم: با در نظر  گرفتن 

af(x) = ۰

f(x) = ax +۲ ۴x + a − ۳

۱) a > ۰ (I)

۲) Δ = ۰ ⇒ ۴ − ۴ (a)(a − ۳) = ۰ ⇒ ۱۶ − ۴ (a − ۳a) = ۰۲ ۲

⇒ ۴ (a − ۳a) = ۱۶ ⇒ a − ۳a = ۴۲ ۲

⇒ a − ۳a − ۴ = ۰ ⇒ (a − ۴)(a + ۱) = ۰ ⇒  (II)۲ {
a = ۴
a = −۱

(I) ∩ (II) : a = ۴

a = ۴f(x)f(x) = ۰

f(x) = ax + ۴x + a − ۳  f(x) = ۴x + ۴x + ۱ = ۰۲ a=۴ ۲

⇒ (۲x + ۱) = ۰ ⇒ ۲x + ۱ = ۰ ⇒ ۲x = −۱ ⇒ x = −  

۲

۲
۱

گزینه 4

گام اول

گام دوم

15

 αβریشه های معادلۀ درجه دو را  و  در نظر می گیریم. چون  واسطۀ عددی بین  و  است، داریم:

۸
۱

αβ

 =
۲

α + β
 

۸
۱

در معادلۀ درجۀ دو به فرم  اگر  و  ریشه های معادله باشند، در این صورت  است.

بنابراین می توان نوشت:

به ازای  مقدار  برای معادله منفی شده و درنتیجه معادله فاقد ریشه می شود، پس فقط  قابل قبول است.

ax +۲ bx + c = ۰αβα + β = −  

a
b

(m − ۴)x − ۳x + m = ۰  α + β = −(−  )۲ ۲ ریشه های β و α

معادله m − ۴۲
۳

⇒ α + β = و   =  ⇒ α + β =  

m − ۴۲
۳

۲
α + β

۸
۱

۴
۱

 =
m − ۴۲

۳
 ⇒

۴
۱

m −۲ ۴ = ۱۲ ⇒ m =۲ ۱۶ ⇒ m = ±۴

m = ۴Δm = −۴
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گزینه 3 16

اول عبارت  را ساده می کنیم تا مشخص شود برای حل تست به چه اطلاعاتی نیاز داریم:

حاصل ضرب ریشه های معادله است و به راحتی محاسبه می شود. برای به دست آوردن  به صورت زیر عمل می کنیم:

 

پس حاصل  برابر است با:

 +
 α

۱
 

 β
۱

 +
 α

۱
 =
 β

۱
 

 αβ
 +  β α

αβ +α  β

A =  +α  ⇒β A =۲ α + β + ۲  ⇒αβ A =  α + β + ۲  αβ

۴x −۲ ۱۲x + ۱ = ۰  

ریشه های β و α

معادله
   

⎩⎪
⎨
⎪⎧α + β = −(−  ) = ۳

۴
۱۲

αβ =  

۴
۱

+α  =β  =α + β + ۲  αβ  =۳ + ۱  =۴ ۲

 +
 α

۱
 

 β
۱

 +
 α

۱
 =
 β

۱
 =

  

۴
۱

۲
 =

 

۲
۱
۲

۴

www.konkur.in

forum.konkur.in
@jozveh_nub



13/69لرنیتو 1399

گزینه 1 17

برای اینکه نمودار تابع درجه دوم به  فرم  همواره پا�ن محور xها باشد، باید دو شرط زیر برقرار باشد:

مجموعه جواب های این دو نامعادله را به دست آورده و بین آن ها اشتراک می گیریم.

جدول تع�ن علامت عبارت  را تشکیل می دهیم:

پس مجموعه جواب نامعادلۀ دوم به صورت زیر درمی آید:

بنابراین مجموعه جواب قابل قبول برای  برابر است با:

y = ax +۲ bx + c

۱) a < ۰ , ۲) Δ < ۰

y = (m − ۱)x +۲
 x +۳ m

۱) a < ۰ ⇒ m − ۱ < ۰ ⇒ m < ۱ (I)

۲) Δ < ۰ ⇒ (  ) −۳
۲

۴(m − ۱)m < ۰ ⇒ ۳ − ۴m +۲ ۴m < ۰ ⇒ ۴m −۲ ۴m − ۳ > ۰

۴m −۲ ۴m − ۳

۴m −۲ ۴m − ۳ = ۰ ⇒    

⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧m  =  =  =  ۱ ۸

۴ +  ۶۴
۸
۱۲

۲
۳

m  =  = −  = −  ۲ ۸
۴ −  ۶۴

۸
۴

۲
۱

m ∈ (−∞ , −  ) ∪
۲
۱

(  , +∞) (II)
۲
۳

m

(I) ∩ (II) : m < −  

۲
۱
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گام اول
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ها را در دو نقطه قطع می کند بنابراین مقدار  بزرگ تر از صفر است. الف) منحنی محور 

) مثبت ) منفی و حاصل ضرب ریشه ها ( ها را قطع می کند بنابراین حاصل جمع ریشه ها ( ب) منحنی در دو نقطۀ منفی محور 

است.

ج) در هر معادلۀ درجه دو به فرم  داریم:

xΔ

xSP

ax +۲ bx + c = ۰

Δ = b −۲ ۴ac , S = −  , P =
a
b

 

a
c

در معادلۀ درجه دو داده شده داریم:

حال هر سه شرط گفته شده را بررسی می کنیم:

ها را در دو نقطه به ، محور  اشتراک بین دو مجموعۀ جواب  و  برابر تهی است؛ بنابراین منحنی مورد نظر به ازای هیچ مقدار 

طول های منفی قطع نمی کند.

a = (m − ۲) , b = −۲(m + ۱) , c = ۱۲

I)Δ > ۰ ⇒ ۴ m + ۱ −( )۲ ۴ m − ۲ ۱۲ >( ) ( ) ۰ ⇒ ۴m +۲ ۸m + ۴ − ۴۸m + ۹۶ > ۰

⇒ ۴m −۲ ۴۰m + ۱۰۰ > ۰  

÷۴
m −۲ ۱۰m + ۲۵ > ۰ ⇒ m − ۵ >( )۲ ۰ ⇒ m ۵=

II)S < ۰ ⇒  <
m − ۲

۲ m + ۱( )
۰ ⇒ −۱ < m < ۲

III)P > ۰ ⇒  >
m − ۲

۱۲
۰ ⇒ m − ۲ > ۰ ⇒ m > ۲

IIIIImx
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گزینه 2 19

در آغاز معادلۀ دایره را به صورت استاندارد می نویسیم، برای این منظور باید بنویسیم:

، پس فاصلۀ ، برابر است با  فاصلۀ هر نقطه مانند  از خط  که 

مرکز دایره  تا خط  برابر است با:

فاصلۀ یک نقطه تا یک خط برابر با اندازۀ عمودی است که از آن نقطه بر آن خط رسم می شود و هر خط گذرنده از مرکز یک دایره،

قطری از آن است، پس فاصلۀ مرکز تا خط موردنظر، برابر با طول پاره خط عمودی از قطر است که بین مرکز و آن خط محصور است.

ازآنجاکه هر قطر دایره، در نقطۀ تماس بر آن عمود است، پس کوتاه ترین فاصلۀ نقاط دایره تا خط موردنظر (شکل زیر) برابر می شود با

.

x + y − ۲x + ۴y = ۴ ⇒ (x − ۲x + ۱ − ۱) + (y + ۴y + ۴ − ۴) = ۴۲ ۲ ۲ ۲

 (x − ۱) + (y + ۲) = ۱ + ۴ + ۴ = دسته بندی جمله ها ۹ ۲ ۲

⇒ R  =  = ۳, O  = (۱, شعاع(۲− ۹ مرکز

(x  , y  )۰ ۰ax + by + c = ۰a +۲ b  ۰۲=d =  

 a + b۲ ۲

∣ax  + by  + c∣۰ ۰

O = (۱, −۲)۳x + ۴y − ۱۵ = ۰

d =  =
 ۳ + ۴۲ ۲

∣۳(۱) + ۴(−۲) − ۱۵∣
 =

۵
۲۰

۴

d  =min ۴ − ۳ = ۱

گزینه 2 20

مساحت کل منشور حاصل برابر است با:

S = ۲(a × a  +۲ a × a + ۲ ×  ) =
۲
a۲

۲(a  +۲ ۲ ۲a ) =۲ a (۴ +۲ ۲  )۲
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A(xفاصلۀ نقطۀ  از خطی با معادلۀ استاندارد  برابر است با:  , y  )۰ ۰ax + by + c = ۰

d =  

 a + b۲ ۲

ax  + by  + c∣ ۰ ۰ ∣

مختصات نقطۀ  در ضابطۀ هیچ یک از دو خط صدق نمی کند.

بنابراین نقطۀ  روی دو خط قرار ندارد و نقطۀ برخورد دو خط، رأس روبه رو به رأس  خواهد بود. اکنون با محاسبۀ فاصلۀ نقطۀ 

از هریک از خطوط، می توان طول و عرض مستطیل را به  دست آورد.

بنابراین  طول مستطیل و  عرض مستطیل است و مساحت آن برابر خواهد بود با:

A(۸ , ۵)

۲(۵) + ۸  ۶ , ۲(۸) −= ۵  ۷=

AAA

۲y + x = ۶ ⇒ ۲y + x − ۶ = ۰

d =  =  ۱
 ۴ + ۱

۲(۵) + ۸ − ۶∣ ∣

 ۵
۱۲

۲x − y = ۷ ⇒ ۲x − y − ۷ = ۰

d =  =  ۲
 ۴ + ۱

۲(۸) − ۵ − ۷∣ ∣

 ۵
۴

d  =۱  

 ۵
۱۲

d =۲  

 ۵
۴

S مستطیل=  d  ×۱ d  =۲  ×
 ۵

۱۲
=

۵
۴

 =
۵
۴۸

۹/۶
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باتوجه به آنکه خط به معادلۀ  بر خط مماس بر دایره عمود است، پس این خط قائم بر دایره بوده و درنتیجه از مرکز

دایره عبور می کند.

پس مختصات مرکز دایره در معادلۀ خط صدق می کند:

۳x + ۲y = a

x +۲ y −۲ ۲x + y = ۱  

مرکز
O(۱, −  )

۲
۱

۳(۱) + ۲(−  ) =
۲
۱

a ⇒ a = ۲

گزینه 1 23

طبق تعریف دایره، فاصلۀ هر نقطه روی دایره از مرکز دایره برابر با شعاع دایره است. شعاع دایره را  می نامیم. با محاسبۀ فاصلۀ

، ابتدا مقدار  و سپس مقدار  را به  دست می آوریم. نقطۀ  از هریک از نقاط  و 

پس دایره ای به مرکز  و شعاع 3 داریم.

R

(a , ۲a)(۲ , ۱)(−۱ , ۴)aR

  ⇒  =  

R =  (a − ۲) + (۲a − ۱)۲ ۲

R =  (a + ۱) + (۲a − ۴)۲ ۲⎭⎪
⎬
⎪⎫

(a − ۲) + (۲a − ۱)۲ ۲ (a + ۱) + (۲a − ۴)۲ ۲

 (a − ۲) + (۲a − ۱) = (a + ۱) + (۲a − ۴)
۲ به توان ۲ ۲ ۲ ۲

⇒ a − ۴a + ۴ + ۴a − ۴a + ۱ = a + ۲a + ۱ + ۴a − ۱۶a + ۱۶۲ ۲ ۲ ۲

⇒ −۸a + ۵ = −۱۴a + ۱۷ ⇒ ۶a = ۱۲ ⇒ a = ۲

⇒ R =  =  = ۳(۲ − ۲) + (۴ − ۱)۲ ۲ ۳۲

(۲ , ۴)

گزینه 2 24

یک ریشه را  و ریشۀ دیگر را  در نظر می گیریم. با استفاده از رابطۀ مجموع ریشه ها مقدار  و با استفاده از رابطۀ

حاصل ضرب ریشه ها  را تع�ن می کنیم.

مقدار  را محاسبه می کنیم:

α +
۲
α

۵α

m

x − ۸x + m = ۰  α +  + ۵ = −(−  ) = ۸ ⇒  + ۵ = ۸۲ ریشه های (  +۵) و α۲
α

معادله ۲
α

۱
۸

۲
۳α

⇒  = ۳ ⇒ α = ۲
۲

۳α

m

α(  +
۲
α

۵) =  =
۱

m
m ⇒ ۲(۱ + ۵) = m ⇒ m = ۲ × ۶ = ۱۲
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الف) معادلۀ استاندارد یک دایره به مرکز  و شعاع  به صورت  است.

ب) معادلۀ گستردۀ یک دایره به صورت  است.

(α , β)R(x − α) +۲ (y − β) =۲ R۲

x +۲ y +۲ ax + by + c = ۰

باتوجه به معادلۀ گستردۀ نوشته شده در گام اول، ضریب  و  باید باهم برابر و برابر با یک باشد، بنابراین مقادیر  را به گونه ای

می یابیم که ضریب  و  باهم برابر شوند؛ درنتیجه:

ازطرفی معادلۀ این دایره را باید بتوان به صورت استاندارد نوشت، بنابراین دو مقدار  و  را در معادلۀ دایره

جایگذاری می کنیم تا مقدار صحیح را تشخیص دهیم.

رابطۀ به دست آمده همواره نادرست است؛ زیرا عبارت سمت چپ تساوی همواره نامنفی می باشد ولی مساوی با یک عدد منفی شده

است.

، معادلۀ دایره ای به مرکز  و شعاع  داریم. به ازای 

x۲y۲a

x۲y۲

a −۲ ۷ = ۲ ⇒ a =۲ ۹ ⇒ a = ±۳

a = +۳a = −۳

a = ۳ : ۲x + (۹ − ۷)y + ۴y + ۳ = ۰ ⇒ ۲x + ۲y + ۴y + ۳ = ۰۲ ۲ ۲ ۲

⇒ ۲(x − ۰) + ۲(y + ۲y + ۱) + ۱ = ۰ ⇒ ۲(x − ۰) + ۲(y + ۱) + ۱ = ۰۲ ۲ ۲ ۲

÷۲
(x − ۰) +۲ (y + ۱) +۲

 =
۲
۱

۰ ⇒ (x − ۰) +۲ (y + ۱) =۲ − غ ق ق 
۲
۱

a = −۳ : ۲x + (۹ − ۷)y + ۴y − ۳ = ۰ ⇒ ۲x + ۲y + ۴y − ۳ = ۰۲ ۲ ۲ ۲

⇒ ۲(x − ۰) + ۲(y + ۲y + ۱) − ۵ = ۰ ⇒ ۲(x − ۰) + ۲(y + ۱) − ۵ = ۰۲ ۲ ۲ ۲

÷۲
(x − ۰) +۲ (y + ۱) −۲

 =
۲
۵

۰ ⇒ (x − ۰) +۲ (y + ۱) =۲
 

۲
۵

a = −۳(۰ , −۱)R =   

۲
۵
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باتوجه به معلومات سؤال، داریم:

پس  و چون طول شعاع دایره هم 2 واحد است، نقاط  و  روی دایره اند. پس  قطر دایره است و چون

زاویۀ  محاطی و روبه رو به قطر می باشد، قائمه است و داریم:

   

طول قطر بزرگ = ۲a = ۲  ⇒ a =  ۵ ۵
طول قطر کوچک = ۲b = ۲ ⇒ b = ۱

}
a =b +c۲ ۲ ۲

c = ۲

OF = OF =′ ۲FF ′F F ′

F M F ′

:MF F ′
Δ

فیثاغورس ⇒ M F +۲ M F =′۲ F F =′۲ ۴ =۲ ۱۶

گزینه 4 27

اگر زمانی  که بهروز برای تایپ مجله صرف می کند  ساعت فرض شود، آنگاه زمانی  که فرهاد برای تایپ مجله صرف می کند 

ساعت خواهد بود.

بهروز در یک ساعت  کل کار را انجام می دهد و فرهاد در یک ساعت  کل کار و هر دو باهم در یک ساعت  کل کار را

انجام می دهند.

xx + ۹

 

x
۱

 

x + ۹
۱

 

۲۰
۱

 +  =   ۲۰ x + ۹ + ۲۰x = x x + ۹
x
۱

x + ۹
۱

۲۰
۱ ×۲۰x x+۹( )

( ) ( )

⇒ ۲۰x + ۱۸۰ + ۲۰x = x + ۹x ⇒ x − ۳۱x − ۱۸۰ = ۰۲ ۲

⇒ x − ۳۶ x + ۵ = ۰  x = ۳۶( ) ( )
x>۰
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روش اول:

وقتی منحنی یک تابع درجه دو بر یک خط مماس باشد، معادلۀ تلاقی خط و منحنی ریشۀ مضاعف دارد. پس معادلۀ خط و منحنی را

Δتلاقی داده، آن را به یک معادلۀ درجه دو استاندارد تبدیل می کنیم و سپس  را برابر صفر قرار می دهیم.

، نقطۀ تماس خط و منحنی را تع�ن می کنیم: به ازای هر کدام از مقادیر 

بنابراین فاصله دو نقطۀ  و  برابر است با:

روش دوم:

بر اساس صورت مسئله، تابع  در نقطه  یک ماکزیمم دارد و چون بر خط  مماس است

. پس 

فاصلۀ دو نقطۀ تماس همان فاصله بین ماکزیمم توابع به معادله  است (دو مقدار برای  داریم).

، به ترتیب نقاط  و  است که ماکزیمم دو تابع به معادلۀ  و 

فاصله بین آن ها برابر است با:

− x + bx + ۳ = ۷ ⇒ −x + bx − ۴ = ۰ ⇒ x − bx + ۴ = ۰۲ ۲ ۲

 Δ = ۰ ⇒ b − ۱۶ = ۰ ⇒ b = ۱۶ ⇒ b = ±۴
ریشۀ مضاعف ۲ ۲

b

b = ۴ ⇒ x − ۴x + ۴ = ۰ ⇒ (x − ۲) = ۰ ⇒ x = ۲  A(۲ , ۷)۲ ۲ y=۷

b = −۴ ⇒ x + ۴x + ۴ = ۰ ⇒ (x + ۲) = ۰ ⇒ x = −۲  A(−۲ , ۷)۲ ۲ y=۷

AB

AB = ∣۲ − (−۲)∣ = ۴

f(x) = −x +۲ bx + ۳x =  

۲
b

y = ۷

f(  ) =
۲
b

۷

y = −x +۲ bx + ۳b

f(  ) =
۲
b

۷ ⇒ −  +
۴
b۲

 +
۲
b۲

۳ = ۷ ⇒  =
۴
b۲

۴ ⇒ b =۲ ۱۶ ⇒ b = ±۴

y = −x +۲ ۴x + ۳y = −x −۲ ۴x + ۳(+۲ , ۷)(−۲ , ۷)

∣ + ۲ − (−۲)∣ = +۴
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الف) هرگاه خطی بر یک دایره مماس باشد، فاصلۀ مرکز دایره از این خط برابر با شعاع دایره خواهد بود.

ب) اگر معادلۀ گستردۀ دایره ای را به صورت  در نظر بگیریم آنگاه مختصات مرکز این دایره برابر با

 و شعاع آن برابر با  است.

ج) هرگاه دو منحنی بر هم مماس باشند، معادلۀ تلاقی آن ها ریشۀ مضاعف خواهد داشت.

x +۲ y +۲ ax + by + c = ۰

(−  , −  )
۲
a

۲
b

R =  (  ) + (  ) − c
۲
a ۲

۲
b ۲

روش اول:

باتوجه به گام اول، مرکز این دایره نقطۀ  و شعاع آن برابر است با:

ازطرفی فاصلۀ نقطۀ  از خط  برابر است با:

بنابراین داریم:

روش دوم:

باتوجه به قسمت (ج) از گام اول، باید معادلۀ تلاقی خط و دایره، ریشۀ مضاعف داشته باشد. داریم:

با جایگذاری رابطۀ  در معادلۀ دایره، به یک معادلۀ درجه دو برحسب  می رسیم که ریشۀ مضاعف دارد.

(۱ , −۲)

R =  =(  ) + (  ) − a
۲

−۲ ۲

۲
۴ ۲

=۱ + ۴ − a  ۵ − a

(۱ , −۲)x + ۳y = ۰

R =  =
 ۱ + ۳۲ ۲

۱ + ۳(−۲)∣ ∣
 =

 ۱۰
−۵∣ ∣

 

 ۱۰
۵

=   ۵ − a =  ⇒ ۵۰ − ۱۰a = ۲۵۵ − a
 ۱۰

۵ ۲ به توان

۱۰
۲۵

⇒ ۱۰ a = ۲۵ ⇒ a =  =  

۱۰
۲۵

۲
۵

x + ۳y = ۰ ⇒ x = −۳y (I)

Iy

x + y − ۲x + ۴y + a = ۰  (−۳y) + y − ۲(−۳y) + ۴y + a = ۰۲ ۲ I ۲ ۲

⇒ ۹y + y + ۶y + ۴y + a = ۰ ⇒ ۱۰y + ۱۰y + a = ۰۲ ۲ ۲

Δ = ۰ ⇒ ۱۰۰ − ۴(۱۰)a = ۰ ⇒ ۱۰۰ − ۴۰ a = ۰ ⇒ ۴۰ a = ۱۰۰ ⇒ a =  

۲
۵
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 بنابراین  قابل قبول است.

۳a +  =۲a + ۴a۲ ۲ ⇒  =۲a + ۴a۲ ۲ − ۳a

 

⎩
⎨
⎧۲ − ۳a ≥ ۰ ⇒ a ≤  

۳
۲

۲a + ۴a ≥ ۰ ⇒ ۲a(a + ۲) ≥ ۰ ⇒ a ∈ [۰, +∞) ∪ (−∞, −۲]۲

∩
(−∞, −۲] ∪ [۰,  ]

۳
۲

= ۲ − ۳a  ۲a + ۴a = ۴ − ۱۲a + ۹a ⇒ ۷a − ۱۶a + ۴ = ۰۲a + ۴a۲ ۲ توان ۲ ۲ ۲

Δ = ۱۶ − ۴ × ۷ × ۴ = ۱۶(۱۶ − ۷) = ۱۶ × ۹۲

a =  ⇒    

۱۴
۱۶ ± ۱۲

⎩⎪
⎨
⎪⎧a  =  = ۲۱ ۱۴

۱۶ + ۱۲

a  =  =  ۲ ۱۴
۱۶ − ۱۲

۷
۲

a =  

۷
۲

 =
a

a + ۱
 =

 

۷
۲

 + ۱
۷
۲

 =
۲
۹

۴/۵

گزینه 3 31

در مسیر رفت  و برگشت،  به خاطر حرکت آب رودخانه به  اندازۀ سرعت آب  از سرعت قایق کم و به آن اضافه می شود، پس زمان

رفت  و زمان برگشت  است و اختلاف آن ها باید 5 باشد.

(v)

 

۱۰۰ + v
۱۲۰۰

 

۱۰۰ − v
۱۲۰۰

 −
۱۰۰ − v

۱۲۰۰
 =

۱۰۰ + v
۱۲۰۰

۵  

÷۵ ۲۴۰(  −
۱۰۰ − v

۱
 ) =

۱۰۰ + v
۱

۱

⇒  =
(۱۰۰ − v)(۱۰۰ + v)

۲۴۰ × ۲v
۱ ⇒ ۱۰۰ −۲ v =۲ ۴۸۰v

⇒ v +۲ ۴۸۰v − ۱۰۰۰۰ = ۰ ⇒ (v − ۲۰)(v + ۵۰۰) = ۰  

v>۰
v = ۲۰
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فاصلۀ کانون های  و  برابر  است.

قطر کوچک برابر ۶ است، پس:

در بیضی رابطۀ  برقرار است.

F (۲, −۱)′F (۲, ۷)۲c

۲c = ∣F F ∣ =′ ۷ − (−۱) =∣ ∣ ۸ ⇒ c = ۴

۲b = ۶ ⇒ b = ۳

a =۲ b +۲ c۲

a =۲ ۹ + ۱۶ = ۲۵ ⇒ a = ۵

خروج از مرکز =  =
a
c

 =
۵
۴

۰/۸

گزینه 1
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الف) اگر ریشه های معادلۀ  را  و  فرض کنیم، آنگاه ریشه های معادلۀ  ، برابر با  و

 است.

ب)  و  را از معادلۀ  تع�ن کرده و با استفاده از آن مقدار  را در معادلۀ دوم مشخص می کنیم.

۴x −۲ ۷x + ۳ = ۰αβ۳x +۲ ax + b = ۰ 

α
۲

 

β
۲

α + βαβ۴x −۲ ۷x + ۳ = ۰a

فرض کردیم   و   ریشه های معادلۀ  باشند. داریم:

برای تع�ن مقدار  باید حاصل جمع ریشه های معادلۀ دوم را به دست آوریم:

αβ۴x −۲ ۷x + ۳ = ۰

۴x −۲ ۷x + ۳ = ۰ ⇒   (I)
⎩⎪
⎨
⎪⎧α + β =  

۴
۷

αβ =  

۴
۳

a

۳x + ax + b = ۰   +  = −  ⇒  = −  

۲
ریشه ها و   β

۲
α
۲

α
۲

β
۲

۳
a

αβ
۲α + ۲β

۳
a

⇒  = −    = −  ⇒  = −  ⇒ a = −۱۴
αβ

۲(α + β)
۳
a (I)

 

۴
۳

۲(  )
۴
۷

۳
a

۳
۱۴

۳
a
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الف) هرگاه خطی بر دایره مماس باشد، فاصلۀ مرکز دایره از این خط برابر با شعاع دایره خواهد بود.

α)ب) معادلۀ دایره ای به مرکز  و شعاع  به صورت زیر است: , β)R

(x − α) +۲ (y − β) =۲ R۲

، پس داریم: طبق قسمت (الف) از گام اول، شعاع دایره برابر است با فاصلۀ نقطۀ  از خط 

معادلۀ این دایره به صورت زیر است:

اکنون نقطۀ تلاقی دایره با خط  را به  دست می آوریم:

پس این دایره، خط  را در نقاطی با طول های 1 و 3 قطع می کند.

(۲ , ۰)y = x

y = x ⇒ −x + y = ۰

R =  =  =  

 (−۱) + ۱۲ ۲

−۲ + ۰∣ ∣

 ۲
۲

۲

(x − ۲) +۲ (y − ۰) =۲ (  ) ⇒۲
۲

(x − ۲) +۲ y =۲ ۲

y = ۱

(x − ۲) + y = ۲  (x − ۲) + ۱ = ۲ ⇒ (x − ۲) = ۱۲ ۲ y=۱ ۲ ۲

⇒   {
x − ۲ = ۱ ⇒ x = ۳
x − ۲ = −۱ ⇒ x = ۱

y = ۱

گزینه 2 35

مرکز دایره روی خطی به معادلۀ  قرار دارد. فرض می کنیم مختصات مرکز دایره  باشد. طبق تعریف دایره، می دانیم

فاصلۀ هر نقطه روی دایره از مرکز دایره برابر با شعاع است. شعاع دایره را  می نامیم. با محاسبۀ فاصلۀ مرکز دایره از هریک از نقاط

 و  ابتدا مقدار  و سپس مقدار  را به  دست می آوریم.

بنابراین دایره ای به مرکز  و شعاع  داریم.

y = ۲x(α , ۲α)

R

(۰ , ۰)(۳ , ۱)αR

  ⇒  =  

R =  (α − ۰) + (۲α − ۰)۲ ۲

R =  (α − ۳) + (۲α − ۱)۲ ۲⎭⎪
⎬
⎪⎫

α + ۴α۲ ۲ (α − ۳) + (۲α − ۱)۲ ۲

 ۵α = (α − ۳) + (۲α − ۱) ⇒ ۵α = α − ۶α + ۹ + ۴α − ۴α + ۱۲ به توان ۲ ۲ ۲ ۲ ۲ ۲

⇒ ۵α = ۵α − ۱۰α + ۱۰ ⇒ ۱۰α = ۱۰ ⇒ α = ۱۲ ۲

⇒ R =  =  =  (۱ − ۰) + (۲ − ۰)۲ ۲ ۱ + ۴ ۵

(۱ , ۲) ۵
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، نقطۀ  مرکز دایره می باشد و شعاع این دایره برابر است با: xدر یک دایره به معادلۀ  +۲ y +۲ ax + by + c = ۰(−  , −  )
۲
a

۲
b

R =  (  ) + (  ) − c
۲
a ۲

۲
b ۲

برای مشخص کردن وضعیت دو دایره نسبت به  هم، مختصات مرکز دو دایره و شعاع آن ها را به  دست می آوریم، سپس فاصلۀ میان

مرکز دو دایره (طول خط المرکزین) را با دو مقدار  و  مقایسه می کنیم.

بنابراین داریم:

چون  است پس دو دایره مماس خارج هستند.

R  +۱ R۲R  − R  ∣ ۱ ۲∣

x +۲ y −۲ ۲x + ۶y = ۸ ⇒ x +۲ y −۲ ۲x + ۶y − ۸ = ۰

مرکز دایره : O  (−  , −  ) ⇒۱ ۲
−۲

۲
۶

O  (۱ , −۳)۱

شعاع دایره : R  =۱ =(−  ) + (  ) + ۸
۲
۲ ۲

۲
۶ ۲

 =۱ + ۹ + ۸  =۱۸ ۳  ۲

x +۲ y +۲ ۸x − ۴y + ۱۲ = ۰

مرکز دایره : O  (−  , −  ) ⇒۲ ۲
۸

۲
−۴

O  (−۴ , ۲)۲

شعاع دایره : R  =۲ =(  ) + (  ) − ۱۲
۲
۸ ۲

۲
−۴ ۲

 =۱۶ + ۴ − ۱۲  =۸ ۲  ۲

O  O  =  =  = ۵  ۱ ۲ (−۴ − ۱) + (۲ + ۳)۲ ۲ ۲۵ + ۲۵ ۲

R  + R  = ۳  + ۲  = ۵  ۱ ۲ ۲ ۲ ۲

O  O  =۱ ۲ R  +۱ R۲
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ها را در دو نقطه قطع می کند. معادلۀ  دارای دو ریشه بوده و  است. الف) نمودار تابع محور 

ب) هر دو ریشۀ معادله منفی است، بنابراین حاصل جمع ریشه ها منفی و حاصل ضرب ریشه ها مثبت در نظر گرفته می شود.

، اشتراک بین سه مجموعه جواب به دست آمده است. ج) مجموعه مقادیر قابل قبول برای 

xf(x) = ۰Δ > ۰

a

 

مجموعه مقادیر قابل قبول برای  عبارت است از:

 

f(x) = ax +۲ (a + ۳)x − ۱

۱) Δ > ۰ ⇒ (a + ۳) −۲ ۴(a)(−۱) > ۰ ⇒ (a + ۳) +۲ ۴a > ۰

⇒ a +۲ ۶a + ۹ + ۴a > ۰ ⇒ a +۲ ۱۰a + ۹ > ۰

⇒ (a + ۹)(a + ۱) > ۰ ⇒ a < −۹ یا a > −۱ (I)

۲) S = x  +۱ x  =۲ −  <
a

a + ۳
۰

⇒  >
a

a + ۳
۰ ⇒ a < −۳ یا a > ۰ (II)

۳) P = x  .x  =۱ ۲ −  >
a
۱

۰ ⇒  <
a
۱

۰ ⇒ a < ۰ (III)

a

(I) ∩ (II) ∩ (III) : a < −۹
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الف) هرگاه خطی بر دایره مماس باشد، فاصلۀ مرکز دایره از این خط برابر با شعاع دایره خواهد بود.

ب) عمودمنصف هر وتر از دایره، از مرکز دایره عبور می کند.

دو نقطۀ  و  روی دایره قرار دارد بنابراین پاره خط  وتری از دایره است که طبق گام اول، عمودمنصف آن از

، مرکز دایره است. فاصلۀ مرکز دایره عبور می کند. خط  عمودمنصف پاره خط  است؛ پس فرض می کنیم نقطۀ 

مرکز دایره از نقاط  و  و خط  برابر با شعاع دایره است، پس داریم:

بنابراین شعاع دایره برابر است با:

A(۲ , ۰)B(−۲ , ۰)AB

x = ۰ABO(۰ , α)

ABy = ۱

R = OA =  =  (۲ − ۰) + (۰ − α)۲ ۲ ۴ + α۲

y = ۱ ⇒ y − ۱ = ۰ ⇒ R =  = α − ۱
 ۱۲

α − ۱∣ ∣
∣ ∣

⇒  = α − ۱  ۴ + α = (α − ۱)۴ + α۲ ∣ ∣
۲ به توان ۲ ۲

⇒ ۴ + α = α − ۲α + ۱ ⇒ −۲α = ۳ ⇒ α = −  

۲ ۲

۲
۳

R = α − ۱ =∣ ∣  −  − ۱  =
∣
∣
∣
∣

۲
۳

∣
∣
∣
∣

 −   =
∣
∣
∣
∣

۲
۵

∣
∣
∣
∣

 

۲
۵
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الف) هر خط قائم بر دایره، از مرکز دایره عبور می کند.

ب) هرگاه خطی بر دایره مماس باشد، فاصلۀ مرکز دایره از این خط برابر با شعاع دایره است.

باتوجه به اینکه هر خط قائم بر دایره از نقطۀ  عبور می کند و باتوجه به قسمت (الف) از گام اول، نقطۀ  همان مرکز

دایره است. طبق قسمت (ب) از گام اول، فاصلۀ نقطۀ  از خط  برابر با شعاع دایره است؛ پس داریم:

(−۲ , ۱)(−۲ , ۱)
(−۲ , ۱)y = x − ۱

y = x − ۱ ⇒ x − y − ۱ = ۰

R =  =  =  = ۲  

 ۱ + (−۱)۲ ۲

−۲ − ۱ − ۱∣ ∣

 ۲
−۴∣ ∣

 ۲
۴

۲
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، قرار دارد، بنابراین می توانیم توجه کنید که قطر هر دایره از مرکز آن می گذرد، پس مرکز این دایره روی خط به معادلۀ 

مختصات مرکز آن را به صورت  در نظر بگیریم. فاصلۀ مرکز دایره از هر نقطۀ دلخواه واقع بر آن، برابر با شعاع دایره

است، چون دو نقطۀ  و  بر این دایره واقع اند، پس:

x − y = ۲
ω(β + ۲, β)

A(۰, ۱)B(۳, ۰)

R = ωA = ωB

⇒ R =  =  (β + ۲ − ۰) + (β − ۱)۲ ۲ (β + ۲ − ۳) + (β − ۰)۲ ۲

⇒ (β + ۲) +۲ (β − ۱) =۲ (β − ۱) +۲ β ⇒۲ (β + ۲) =۲ β۲

⇒ β +۲ ۴β + ۴ = β ⇒۲ ۴β + ۴ = ۰ ⇒ β = −۱

⇒ R =  =(−۱ + ۲) + (−۱ − ۱)۲ ۲
 ۵
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، نقطۀ وسط دو نقطۀ  و  باشد آنگاه داریم: MA(xاگر   , y  )۱ ۱B(x , y  )۲ ۲

⎩
⎨
⎧x  =  M ۲

x  + x  ۱ ۲

y  =  M ۲
y  + y  ۱ ۲

مختصات نقطۀ  در ضابطۀ هیچ یک از دو خط صدق نمی کند:

بنابراین نقطۀ برخورد دو خط قطعاً رأس روبه رو به رأس  در متوازی الاضلاع است.

مختصات نقطۀ برخورد دو خط را به  دست می آوریم:

اکنون باتوجه به گام اول، مختصات وسط قطر  برابر است با:

A(۷ , ۶)

۲(۶) − ۳(۷)  =� ۱۱ , ۳(۶) + ۴(۷)  =� ۸

A

 ⇒   ۱۷y = ۶۸ ⇒ y = ۴{
۲y − ۳x = ۱۱
۳y + ۴x = ۸ {

۸y − ۱۲x = ۴۴
۹y + ۱۲x = ۲۴

+

۲y − ۳x = ۱۱  ۸ − ۳x = ۱۱ ⇒ −۳x = ۳ ⇒ x = −۱ ⇒ B(−۱ , ۴)
y=۴

AB

⇒
x  =  =  = ۳M ۲

۷ + (−۱)
۲
۶

y  =  =  = ۵M ۲
۶ + ۴

۲
۱۰ M (۳ , ۵)
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باتوجه به اینکه دایره بر هر دو محور مختصات مماس است پس باید به طور کامل در یکی از چهار ناحیۀ مختصاتی قرار بگیرد. چون

دایره از نقطۀ  نیز عبور می کند و این نقطه در ناحیۀ دوم قرار دارد، پس دایرۀ موردنظر به صورت زیر خواهد بود:

بنابراین دایره ای به شعاع  و به مرکز  داریم. معادلۀ این دایره برابر است با:

چون دایره از نقطۀ  عبور می کند پس مختصات این نقطه در معادلۀ دایره صدق می کند:

قطر بزرگ تر به ازای شعاع بزرگ تر به  دست می آید که برابر است با:

(−۱ , ۲)

R(−R , R)

(x + R) +۲ (y − R) =۲ R۲

(−۱ , ۲)

 (−۱ + R) + (۲ − R) = R ⇒ ۱ − ۲R + R + ۴ − ۴R + R = R
x=−۱ , y=۲ ۲ ۲ ۲ ۲ ۲ ۲

⇒ R − ۶R + ۵ = ۰ ⇒ (R − ۵)(R − ۱) = ۰ ⇒   

۲ {
R − ۵ = ۰ ⇒ R = ۵
R − ۱ = ۰ ⇒ R = ۱

۲R = ۲(۵) = ۱۰

گزینه 4 43

طبق توضیحات صورت سؤال، شکل زیر را رسم می کنیم:

برای محاسبۀ سطح کل این ظرف کافی است مساحت نیمکرۀ درونی، نیمکرۀ بیرونی و مساحت سطح مقطع ظرف را به دست آوریم؛

دقت کنید که سطح مقطع ظرف به صورت دایره ای به شعاع 8 است که دایرۀ دیگری به شعاع 5 از آن کسر شده است.

S نیمکرۀ بیرونی=   (۴π ×
۲
۱

۶۴) = ۲π × ۶۴ = ۱۲۸π

S نیمکرۀ درونی=   (۴π ×
۲
۱

۲۵) = ۲π × ۲۵ = ۵۰π

S سطح مقطع=  π(۶۴ − ۲۵) = ۳۹π

S کل=  S نیمکرۀ بیرونی+  S نیمکرۀ درونی+  S سطح مقطع=  ۱۲۸π + ۵۰π + ۳۹π = ۲۱۷π
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دو منحنی در یک نقطه بر هم مماس هستند، هرگاه معادلۀ تلاقی آن ها در آن نقطه ریشۀ مضاعف داشته باشد.

داریم:

این معادله باید ریشۀ مضاعف داشته باشد پس:

x + y − ۲x = ۳  x + (mx + ۲) − ۲x = ۳ ⇒ x + m x + ۴mx + ۴ − ۲x = ۳۲ ۲ y=mx+۲ ۲ ۲ ۲ ۲ ۲

⇒ (m + ۱)x + (۴m − ۲)x + ۱ = ۰۲ ۲

Δ = ۰ ⇒ (۴m − ۲) − ۴(m + ۱)(۱) = ۰ ⇒ ۱۶m − ۱۶m + ۴ − ۴m − ۴ = ۰۲ ۲ ۲ ۲

⇒ ۱۲m − ۱۶m = ۰ ⇒ m(۱۲m − ۱۶) = ۰ ⇒    

۲
⎩
⎨
⎧m = ۰

۱۲m − ۱۶ = ۰ ⇒ m =  =  

۱۲
۱۶

۳
۴
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اولین شرط برای اینکه نمودار تابع  از ناحیۀ اول عبور نکند این است که ضریب  یا همان  منفی باشد.

که در اینجا باید داشته باشیم:

روش اول:

تابع صورت سؤال را می توان در دو حالت زیر فرض کرد:

در حالت (الف) باید شرایط زیر برقرار باشد:

و در حالت (ب) تنها کافی است که باشد.

برای حالت (الف) داریم:

y = ax +۲ bx + cx۲a

a − ۳ < ۰ ⇒ a < ۳

f(x) = (a − ۳)x +۲ ax − ۱ ⇒ عرض از مبدأ  = −۱

P > ۰ , S < ۰ , Δ > ۰

Δ ≤ ۰

Δ > ۰ ⇒ a +۲ ۴(a − ۳) > ۰ ⇒ a +۲ ۴a − ۱۲ > ۰ ⇒ a > ۲ یا a < −۶ (I)

S < ۰ ⇒ −  <
a − ۳

a
۰  

a−۳ < ۰
−a > ۰ ⇒ a < ۰ (II)
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، همواره برقرار است.) (با توجه به اینکه 

برای حالت (ب):

چون به ازای هر دو حالت (الف) و (ب) سهمی از ناحیه اول نمی گذرد داریم:

روش دوم:

با توجه به اینکه  است حالتی را در نظر می گیریم که نمودار حتماً از ناحیه اول بگذرد سپس مجموعه جواب به دست آمده را از

 کم می کنیم.

؛ پس تابع ماکزیمم دارد. چون عرض از مبدأ  است و 

و باتوجه به نمودار شروط زیر باید برقرار باشد:

 

به ازای بازۀ به دست آمده برای  تابع حتماً از ناحیه اول عبور می کند. پس با کم کردن این بازه از  خواسته سؤال محقق می

شود.

P > ۰ ⇒  >
a − ۳

−۱
۰ (III)

a − ۳ < ۰

(I) ∩ (II) ∩ (III) ⇒ a < −۶

Δ ≤ ۰ ⇒ a +۲ ۴(a − ۳) ≤ ۰ ⇒ a +۲ ۴a − ۱۲ ≤ ۰ ⇒ −۶ ≤ a ≤ ۲

(−∞ , −۶) ∪ [−۶ , ۲] = (−∞ , ۲] ⇒ a ≤ ۲

a < ۳
a < ۳

−۱a < ۳

۱) باید دو ریشه داشته باشد ⇒ Δ > ۰

۲) جمع ریشه ها > ۰

۳) ضرب ریشه ها > ۰

Δ > ۰ ⇒ a −۲ ۴(a − ۳)(−۱) > ۰ ⇒ a −۲ ۴a − ۱۲ > ۰ ⇒ (a − ۲)(a + ۶) > ۰ ⇒ a > ۲ یا a < −۶ (I)

جمع ریشه ها > ۰ ⇒  >
a − ۳

−a
۰ ⇒ ۰ < a < ۳ (II)

ضرب ریشه ها > ۰ ⇒  >
a − ۳

−۱
۰ ⇒ a < ۳ (III)

(I) ∩ (II) ∩ (III) ⇒ ۲ < a < ۳

aa < ۳

(−∞ , −۳) − (۲ , ۳) = (−∞ , ۲] ⇒ a ≤ ۲
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aدرنتیجه به ازای بازۀ فوق برای  نمودار تابع از ناحیۀ اول محورهای مختصات نمی گذرد.

گزینه 2
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گام دوم
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xمعادلۀ گستردۀ یک دایره به صورت  است. در این  صورت شعاع دایره برابر است با: +۲ y +۲ ax + by + c = ۰

R =  (  ) + (  ) − c
۲
a ۲

۲
b ۲

،  و  روی دایره قرار دارد، پس مختصات این نقطه در معادلۀ دایره صدق می کند. سه نقطۀ 

، به یک دستگاه دومعادله و دومجهول می رسیم و آن را حل می کنیم. با جایگذاری  در دو معادلۀ  و 

اکنون باتوجه به گام اول، شعاع دایره را به  دست می آوریم.

(۲ , ۱)(−۲ , ۴)(۰ , ۰)

x + y + ax + by + c = ۰۲ ۲

 ۲ + ۱ + a(۲) + b(۱) + c = ۰ ⇒ ۴ + ۱ + ۲a + b + c = ۰ ⇒ ۲a + b + c = −۵ (I)
(۲ , ۱) ۲ ۲

 (−۲) + ۴ + a(−۲) + b(۴) + c = ۰ ⇒ ۴ + ۱۶ − ۲a + ۴b + c = ۰ ⇒ −۲a + ۴b + c = −۲۰ (II)
(−۲ , ۴) ۲ ۲

 ۰ + ۰ + a(۰) + b(۰) + c = ۰ ⇒ c = ۰ (III)
(۰ , ۰) ۲ ۲

c = ۰III

   ۵b = −۲۵ ⇒ b = −۵{
۲a + b = −۵
− ۲a + ۴b = −۲۰

+

۲a + b = −۵  ۲a − ۵ = −۵ ⇒ ۲a = ۰ ⇒ a = ۰b=−۵

R =  =(  ) + (  ) − ۰
۲
۰ ۲

۲
−۵ ۲

= 

۴
۲۵

 =
۲
۵

۲/۵
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 سه جملۀ متوالی از یک دنبالۀ حسابی اند، پس:

، پس: با فرض افزایشی بودن دنباله، جملۀ هشتم بزرگ ترین جمله است و درنتیجه 

a  , ۲a  , a  ۲ ۵ ۸

۲a =  ۵ ۲
a  + a  ۲ ۸

⇒ ۲a  q =  ⇒ ۴q = ۱ + q۱
۴

۲
a  q + a  q۱ ۱

۷
۳ ۶

⇒ q − ۴q + ۱ = ۰  t − ۴t + ۱ = ۰۶ ۳ q =t۳
۲

⇒ t =  = ۲ ±  ⇒ q = ۲ ±  

۲
۴ ± ۲  ۳

۳ ۳ ۳

⇒ q =  , q =  

۳
۲ +  ۳

۳
۲ −  ۳

q = ۳ ۲ +  ۳

 =
a  ۲

a  ۸
 =

a  q۱

a  q۱ ۷
q =۶ ۲ +  =( ۳)

۲
۷ + ۴  ۳

گزینه 2
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الف) معادلۀ درجه چهار را با تغ�ر متغیر  به معادلۀ درجۀ  دو تبدیل می کنیم.

ب) اگر قرار باشد معادلۀ درجۀ چهار داده شده دارای چهار ریشۀ حقیقی متمایز باشد، باید برای معادلۀ درجۀ  دو تشکیل شده داشته

. باشیم 

ج) نکتۀ دیگر این است که هر دو ریشه باید مثبت باشند. در این صورت هم حاصل ضرب و هم حاصل جمع ریشه ها مثبت است.

x =۲ y

Δ > ۰

 حاصل جمع ریشه ها مثبت است، پس:

حاصل ضرب ریشه ها نیز مثبت است، پس: 

برای اینکه هر سه شرط فوق برقرار باشد، بین مجموعۀ جواب های به دست آمده اشتراک می گیریم: 

x − (m + ۲)x + m + ۵ = ۰  y − (m + ۲)y + m + ۵ = ۰۴ ۲ x =y۲
۲

Δ > ۰ ⇒ (m + ۲) − ۴(m + ۵) > ۰ ⇒ m + ۴m + ۴ − ۴m − ۲۰ > ۰۲ ۲

⇒ m −۲ ۱۶ > ۰ ⇒ m >۲ ۱۶ ⇒ m >∣ ∣ ۴ ⇒ m < −۴ یا m > ۴ (I)

−(−  ) >
۱

(m + ۲)
۰ ⇒ m + ۲ > ۰ ⇒ m > −۲ (II)

 >
۱

m + ۵
۰ ⇒ m + ۵ > ۰ ⇒ m > −۵ (III)

(I) ∩ (II) ∩ (III) : m > ۴
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axفاصلۀ دو خط موازی با معادلات  و  برابر است با: + by + c = ۰ax + by + c =′′ ۰

d =  

 a + b۲ ۲

c − c∣ ′′∣

ابتدا شیب دو خط را به  دست می آوریم:

دو خط داده شده باهم موازی اند؛ بنابراین فاصلۀ این دو خط از هم برابر با طول ضلع مربع خواهد بود.

برای محاسبۀ فاصلۀ میان دو خط موازی، لازم است معادلات دو خط را به فرم استاندارد بنویسیم. دقت کنید که ضریب  و  در دو

خط موازی باهم برابر باشند.

بنابراین مساحت مربع برابر است با:

۲x − ۲y = ۳ ⇒ m  = −  = +۱۱ −۲
۲

y = x + ۱ ⇒ m  = +۱۲

xy

۲x − ۲y = ۳ ⇒ ۲x − ۲y − ۳ = ۰  −x + y +  = ۰
÷ (−۲)

۲
۳

y = x + ۱ ⇒ y − x − ۱ = ۰

d =  =
 (−۱) + ۱۲ ۲

  − (−۱)  

∣
∣
∣
∣

۲
۳

∣
∣
∣
∣

 =
 ۲

  + ۱  

∣
∣
∣
∣

۲
۳

∣
∣
∣
∣

 =
 ۲

 

۲
۵

 

۲  ۲
۵

S مربع=   ×
۲  ۲

۵
 =

۲  ۲
۵

 =
۴ × ۲
۲۵

 

۸
۲۵
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گزینه 3 50

ها را در نقطۀ ها را در نقاط  و  قطع می کند. همچنین محور  باتوجه به صفرهای تابع، نمودار تابع محور 

 قطع می کند.

، دهانۀ این سهمی روبه بالا باز می شود؛ بنابراین نمودار آن به شکل زیر است: همچنین به علت مثبت بودن ضریب 

ها نامنفی باشند، باید نمودار را حداقل دو واحد همان طور که ملاحظه می شود برای آنکه طول نقطه های تلاقی نمودار سهمی با محور 

های مثبت انتقال دهیم. به سمت 

y = x − ۳x − ۱۰ ⇒ y = (x − ۵)(x + ۲)۲

 x = −۲ , x = ۵
y=۰

xA(−۲, ۰)B(۵, ۰)y

C(۰, −۱۰)

x۲

x

x

گزینه 1 51

این منحنی باید دو ریشۀ مختلف العلامت داشته باشد؛ درنتیجه کافی است حاصل ضرب دو ریشه منفی باشد.

دقت کنید که اگر  باشد،  می شود.

P =  =
a
c

 <
m + ۲
۱ − m

۰

⇒ m > ۱ یا m < −۲

 <
a
c

۰Δ > ۰

گزینه 2 52

ابتدا معادلۀ دایره را به صورت استاندارد می نویسیم.

چون دو دایره مماس خارج هستند، بنابراین فاصلۀ مراکز آن ها از یکدیگر برابر مجموع اندازه های شعاع های آن ها است.

x − ۲x + ۱ + y + ۴y + ۴ − ۱ − ۴ + ۱ = ۰۲ ۲

⇒ (x − ۱) + (y + ۲) = ۴ ⇒ O  : (۱, −۲), R  = ۲۲ ۲
۱ ۱

O  O  =۱ ۲ R  +۱ R  ⇒۲  =(۱ − (−۲)) + (−۲ − ۲)۲ ۲ ۲ + R  ⇒۲ ۵ = ۲ + R  ⇒۲ R  =۲ ۳
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نسبت تشابه :  =  ⇒ x =  

۴
x

۵
۲

۵
۸

S = π(۴) − π(  ) = ۱۶π −  π =  π = ۱۳/۴۴π۲

۵
۸ ۲

۲۵
۶۴

۲۵
۳۳۶

گزینه 1 54

،  و  شعاع دایره برابر است با: اکنون با معلوم بودن مقادیر 

x +۲ y +۲ ax + by + c = ۰

 c = ۰
را صدق می دهیم (۰,۰)

 ۴ + ۱ + ۲a + b = ۰
را صدق می دهیم (۲,۱)

 ۱ + ۴ + a − ۲b = را صدق می دهیم۰ (۱,−۲)

abc

⇒ ۴a + ۲b = −۱۰
×۲

a − ۲b = −۵
۵a = −۱۵ ⇒ a = −۳, b = ۱

R =   =
۲
۱

a + b − ۴c۲ ۲
  =

۲
۱

(−۳) + (۱) − ۴(۰)۲ ۲
  

۲
۱

۱۰
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گزینه 1 55

با رسم خطوط در یک دستگاه،  مطابق شکل کوچک ترین ارتفاع مثلث  پاره خط  است.

مختصات نقطۀ  را به دست می آوریم:

بنابراین کوچک ترین ارتفاع مثلث یعنی  روی خط  قرار دارد.

ABCAH

A

 {
y = ۲x

x + y = ۱
از حل دستگاه

  

⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧x =  

۳
۱

y =  

۳
۲

AHy =  

۳
۲

گزینه 4 56

فاصلۀ نقطۀ A را از خط راست به دست می آوریم. فاصلۀ به دست آمده نصف اندازۀ ضلع مربع است.

d =  ⇒ d =  =  

 a + b۲ ۲

∣ax  + by  + c∣۰ ۰

 ۵
۲ + ۳ + ۵

 ۵
۱۰

d =  ⇒ a = ۲d =  ⇒ s = a = ( ) = ۸۰
۲
a

 ۵
۲۰ ۲

۵
۲۰ ۲

گزینه 2 57

سه رأس داده شده مربوط به مثلث قائم الزاویه است، زیرا:

⎩⎪
⎨
⎪⎧m =  AC ۲

۳

m = −  BC ۳
۲

S =   

۲
(AC) × (BC) AC=  =  ,BC=  =  ۴+۹ ۱۳ ۴+۹ ۱۳

S =  =
۲

 ×  ۱۳ ۱۳
۶/۵
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الف) دو خط با شیب های  و  بر هم عمودند، هرگاه داشته باشیم:

ب) شیب خط گذرنده از دو نقطۀ  و  برابر است با:

ج) شیب خطی با معادلۀ استاندارد  برابر است با:

m۱m۲

m ⋅۱ m  =۲ −۱

A(x  , y  )۱ ۱B(x  , y  )۲ ۲

m =AB  

x  − x  ۲ ۱

y  − y  ۲ ۱

ax + by + c = ۰

m = −  

b
a

شیب خط گذرنده از دو نقطۀ  و  برابر است با:

شیب خط انتخاب شده از میان دسته خطوط با معادلۀ  برابر است با:

این دو خط بر هم عمود هستند، بنابراین طبق قسمت (الف) از گام اول، باید داشته باشیم:

، معادلۀ خط انتخاب شده به  دست می آید. به ازای 

A(۲ , −۱)B(۸ , ۳)

m =AB  =
۸ − ۲

۳ − (−۱)
 =

۶
۳ + ۱

 

۳
۲

(k + ۱)y + ۲kx − k + ۱ = ۰

m =′ −  

k + ۱
۲k

m ⋅ m = −۱ ⇒  × (−  ) = −۱ ⇒  = −۱ ⇒ −۴k = −۳k − ۳AB
′

۳
۲

k + ۱
۲k

۳k + ۳
−۴k

⇒ k = ۳

k = ۳

(k + ۱)y + ۲kx − k + ۱ = ۰  ۴y + ۶x − ۳ + ۱ = ۰ ⇒ ۴y + ۶x − ۲ = ۰
k=۳

⇒ ۲(۲y + ۳x − ۱) = ۰ ⇒ ۲y + ۳x − ۱ = ۰ ⇒ ۲y + ۳x = ۱
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، شعاع قاعدۀ این ،  دو مخروط پدید می آید که ارتفاع وارد بر وتر  مطابق شکل از دوران مثلث قائم الزاویۀ  حول وتر 

دو مخروط است.

طول ضلع روبه رو به زاویۀ  در مثلث قائم الزاویه،  نصف طول وتر است. پس طبق روابط طولی در مثلث قائم الزاویه داریم:

مجموع حجم دو مخروط برابر است با:

ABCAC(BH)

۳۰∘

AC = ۸ ⇒ BC =  × ۸ = ۴
۲
۱

BC = AC.CH ⇒ ۱۶ = ۸ × CH۲

⇒ CH = ۲ ⇒ AH = ۸ − ۲ = ۶
BH = AH.CH = ۲ × ۶ = ۱۲۲

V =  π(BH) × AH +  π(BH) × CH
۳
۱ ۲

۳
۱ ۲

=  × ۱۲ × ۶ + × ۱۲ × ۲
۳
π

۳
π

= ۲۴π + ۸π = ۳۲π
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الف) در یک ذوزنقۀ قائم الزاویه با امتداد دادن اضلاع غیرقاعده ای، یک مثلث قائم الزاویه به وجود می آید.

ب) از دوران مثلث قائم الزاویه حول یکی از اضلاع قائمه اش، یک مخروط ایجاد می شود.

Vج) حجم مخروط از رابطۀ  به دست می آید که  شعاع قاعده و  ارتفاع آن است. =  πr h
۳
۱ ۲rh

ذوزنقۀ  را رسم می کنیم. نقطۀ تقاطع امتداد دو ضلع  و  را  می نامیم. دو مثلث  و  قائم الزاویه

هستند. برای محاسبۀ حجم حاصل از دوران ذوزنقه حول ضلع قائم آن، کافی است حجم مخروط حاصل از دوران مثلث  حول

ضلع  را از حجم مخروط حاصل از دوران مثلث  حول ضلع  کم کنیم.

باتوجه به اینکه  است، طبق قضیۀ تالس داریم:

بنابراین:

ABCDABCDNNBC
Δ

N AD
Δ

NBC
Δ

N BN AD
Δ

N A

BC∣∣AD

 =
AN
BN

 ⇒
AD
BC

 =
BN + ۳

BN
 ⇒

۵
۲

۵BN = ۲BN + ۶ ⇒ ۳BN = ۶ ⇒ BN = ۲

V دوران ذوزنقه=  V  −
NADدوران مثلث

△ V  

NBCدوران مثلث
△

V دوران ذوزنقه=   π ۵ ×
۳
۱

( )۲ ۵ −  π ۲ ×
۳
۱

( )۲ ۲ =  π ۱۲۵ − ۸ =
۳
۱

( )  π =
۳
۱۱۷

۳۹π

گزینه 2 61

باتوجه به شکل، قطر نیم دایره بر طول مستطیل منطبق شده است. حال داریم:

نکتۀ 1: از دوران یک مستطیل حول طول خود یک استوانه به ارتفاعی برابر با طول مستطیل و شعاع قاعده ای برابر با عرض آن پدید

می آید.

نکتۀ 2: از دوران یک نیم دایره حول قطر آن، یک کره با همان شعاع پدید می آید.

بنابراین باتوجه به این دو نکته، شکل ما یک استوانه می شود که از درون آن یک کره به شعاع  خالی شده است، حجم جسم حاصل

به صورت زیر محاسبه می شود:

 

۲
۳

V رنگی=  V استوانه−  V کره=  π(۲) ×۲ ۵ −  π( ) =
۳
۴

۲
۳ ۳

۲۰π −  π =
۲
۹

۱۵/۵π
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برای حل معادلۀ داده شده از تغ�ر متغیر به صورت زیر استفاده می کنیم:

 حالا معادلۀ جدید برحسب  به صورت زیر درمی آید:

با حل معادلۀ به دست آمده، مقدار  و در ادامه حاصل ضرب ریشه های معادلۀ اصلی را محاسبه می کنیم.

اکنون معادلۀ اصلی را حل می کنیم:

  غیرقابل قبول است. چون حاصل رادیکال با فرجۀ زوج نباید منفی باشد. 

x +۲ ۴x + ۳ = t

t

x +۲ ۴x + ۳ =  ⇒x + ۴x + ۳ + ۲۲ t =  t + ۲

t

t =   t + ۲
۲ به توان

t =۲ t + ۲ ⇒ t −۲ t − ۲ = ۰

⇒ (t − ۲)(t + ۱) = ۰ ⇒  {
t − ۲ = ۰ ⇒ t = ۲
t + ۱ = ۰ ⇒ t = −۱

t = ۲ ⇒ x +۲ ۴x + ۳ = ۲ ⇒ x +۲ ۴x + ۱ = ۰ ⇒ x  x  =۱ ۲ ۱

t = −۱

گزینه 2

گام اول

گام دوم
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، معادلۀ داده شده را به یک معادلۀ درجه دو تبدیل می کنیم. xبرای حل ساده تر معادله، با تغ�ر متغیر  +۲ x = t

حال مقادیر  را محاسبه می کنیم:

مجموع ریشه های حقیقی معادلۀ اولیه برابر است با:

(x + x) − ۱۸(x + x) + ۷۲ = ۰  t − ۱۸t + ۷۲ = ۰۲ ۲ ۲ x +x=t۲
۲

⇒ (t − ۱۲)(t − ۶) = ۰ ⇒  {
t − ۱۲ = ۰ ⇒ t = ۱۲
t − ۶ = ۰ ⇒ t = ۶

x

t = ۱۲ ⇒ x + x = ۱۲ ⇒ x + x − ۱۲ = ۰ ⇒ (x + ۴)(x − ۳) = ۰ ⇒  

۲ ۲ {
x  = −۴۱
x  = ۳۲

t = ۶ ⇒ x + x = ۶ ⇒ x + x − ۶ = ۰ ⇒ (x + ۳)(x − ۲) = ۰ ⇒  

۲ ۲ {
x  = −۳۳
x  = ۲۴

x +۱ x  +۲ x  +۳ x  =۴ −۴ + ۳ − ۳ + ۲ = −۲
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گزینه 3

گام اول

گام دوم
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الف) دایره محور  ها را در دو نقطه به طول  و  قطع می کند؛ بنابراین نقاط  و  روی دایرۀ موردنظر

قرار دارند.

) است؛ بنابراین مرکز دایره را به صورت  در نظر می گیریم. ب) مرکز دایره روی نیمساز ربع اول (خط 

xx = ۱x = ۳A ۱, ۰( )B ۳, ۰( )

y = xO α, α( )

چون نقاط  و  روی دایره قرار دارند پس فاصلۀ آن ها تا مرکز دایره باهم برابر و برابر شعاع دایره است.

بنابراین مرکز دایره نقطۀ  می شود و شعاع دایره برابر است با:

AB

OA = OB = R ⇒  =α − ۱ + α( )۲ ۲
 α − ۳ + α( )۲ ۲

به توان۲ α − ۱ +( )۲ α =۲ α − ۳ +( )۲ α۲

⇒ α −۲ ۲α + ۱ = α −۲ ۶α + ۹ ⇒ ۴α = ۸ ⇒ α = ۲

O ۲, ۲( )

R = OA =  =۲ − ۱ + ۲( )۲ ۲
 =۱ + ۴  ۵

گزینه 4 65

همان طوری که در شکل زیر نیز مشخص است، سطح مقطع یک مکعب به طول یال  و صفحۀ قطری آن، مستطیلی به طول اضلاع

 و  است. با توجه به مساحت مستطیل، اندازۀ  را محاسبه می کنیم.

بنابراین می توان نوشت:

قطر مکعب به طول یال  برابر است (با دو بار استفاده از قضیۀ فیثاغورس ثابت می شود)، پس داریم:

a

aa ۲a

a a  =( ۲) ۹  ⇒۲ a  =۲ ۲ ۹  ⇒۲ a =۲ ۹ ⇒ a = ۳

aa ۳

a =۳ ۳  ۳
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گزینه 4

گام اول

گام دوم
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αβ +αاگر  و  ریشه های معادله باشند، باید رابطۀ  برقرار باشد.  =β ۲

A =  +α  ⇒β A =۲ α + β + ۲  =αβ S + ۲  P

⇒ A =  , S =S + ۲  P  , P =
۲

m + ۱
 

۱۶
۱

A =  = + ۲(  )
۲

m + ۱
۴
۱

۲ ⇒  = +  

۲
m + ۱

۲
۱

۲

۲ به توان
 +

۲
m + ۱

 =
۲
۱

۴ ⇒  =
۲

m + ۱
 ⇒

۲
۷

m + ۱ = ۷ ⇒ m = ۶

گزینه 4

گام اول

گام دوم

67

شرط اینکه معادلۀ درجۀ دو دارای 2 ریشۀ مثبت باشد، این است که:

۱) Δ > ۰ ۲) S > ۰ ۳) P > ۰

Δ > ۰ ⇒ ۴(a − ۲) −۲ ۴(۱)(۱۴ − a) > ۰

÷۴
(a − ۲) −۲ (۱۴ − a) > ۰ ⇒ a −۲ ۴a + ۴ − ۱۴ + a > ۰ ⇒ a −۲ ۳a − ۱۰ > ۰

⇒ (a − ۵)(a + ۲) > ۰ ⇒ a < −۲ یا a > ۵ (۱)

S > ۰ ⇒ ۲(a − ۲) > ۰ ⇒ a − ۲ > ۰ ⇒ a > ۲ (۲)

P > ۰ ⇒ ۱۴ − a > ۰ ⇒ a < ۱۴ (۳)

(۱) ∩ (۲) ∩ (۳) : ۵ < a < ۱۴

www.konkur.in

forum.konkur.in
@jozveh_nub



46/69لرنیتو 1399

گزینه 1 68

فاصلۀ مرکز دایره از خط مماس بر دایره برابر با شعاع دایره است. فاصلۀ یک نقطه با مختصات  از خط به معادلۀ

 برابر است با:

بنابراین شعاع دایره برابر است با:

(x , y  )۰ ۰

ax + by + c = ۰

d =  

 a + b۲ ۲

∣ax  + by  + c∣۰ ۰

R =  =
 ۱ + (−۱)۲ ۲

∣۲ + ۱ − ۱∣
 ۲

معادلۀ دایره : (x − ۲) +۲ (y + ۱) =۲ ۲  

y=۰
(x − ۲) =۲ ۱ ⇒   {

x − ۲ = ۱ ⇒ x = ۳
x − ۲ = −۱ ⇒ x = ۱
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گزینه 2 69

شکل به زیبایی به ما نشان می دهد که 2تا دایره داریم که بر محورهای مختصات مماس هستند و از نقطۀ  می گذرند.

به علاوه مرکز دایره ها به صورت  است؛ چراکه وقتی دایره ای بر هر دو محور مختصات مماس است، فاصله مرکز آن تا

محورها برابر با شعاع می شود؛ پس فهمیدیم این دایره ها به مرکز  و شعاع r هستند. معادلۀ آن ها به این صورت است:

همان طوری که انتظار داشتیم، وقتی به روش جبری هم سؤال را حل کردیم، دو مقدار برای r به دست آوردیم.

نکته: اگر دایره ای بر هر دو محور مختصات در ناحیه های اول تا چهارم مماس باشد، مختصات مرکز آن به صورت زیر است:

 

A(۱, −۲)

O(r, −r)

O(r, −r)

(x − r) +۲ (y + r) =۲ r  

۲ (۱,−۲)
(۱ − r) +۲ (−۲ + r) =۲ r۲

۱ − ۲r + r +۲ ۴ − ۴r + r =۲ r ⇒۲ r −۲ ۶r + ۵ = ۰

⇒ (r − ۱)(r − ۵) = ۰ ⇒   {
r = ۱
r = ۵
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گزینه 4 70

معادلۀ فوق، معادلۀ یک دایره است که بزرگ ترین وتر همان قطر است:

=(x − ۳) + (y − ۶)۲ ۲ ۲  x + y۲ ۲

⇒ x −۲ ۶x + ۹ + y −۲ ۱۲y + ۳۶ = ۴x +۲ ۴y۲

⇒ ۳x +۲ ۳y +۲ ۶x + ۱۲y − ۴۵ = ۰

 x + y + ۲x + ۴y − ۱۵ = ۰
÷۳ ۲ ۲

⇒ (x + ۱) + (y + ۲) = ۲۰ ⇒ O(−۱, −۲)۲ ۲

r =  =۲۰ ۲  ⇒۵ ۲r = ۴  ۵

گزینه 1 71

فاصلۀ مرکز دایره از خط برابر  است. داریم:

همچنین می دانیم شعاع عمود بر وتر در دایره، وتر را نصف می کند. پس:

معادلۀ دایره را می نویسیم:

AH

AH =  =
 ۲ + −۳۲ ( )۲

۲ −۱ − ۳ ۴ + ۱∣ ( ) ( ) ∣
 =
 ۱۳

۱۳
 ۱۳

r =۲ AH +۲
 ⇒۷
۲

r =۲ ۱۳ + ۷ = ۲۰

x + ۱ + y − ۴ = ۲۰  x + ۱ + ۴ = ۲۰ ⇒ x + ۱ = ۱۶( )۲ ( )۲ y=۲
( )۲ ( )۲

⇒   {
x = ۳
x = −۵
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گزینه 1 72

،  و  باشند. شرط آنکه معادلۀ درجه دومی، 2 ریشۀ حقیقی مثبت داشته باشد این است که 

از اشتراک دو شرط بالا  به دست می آید و گزینه های 2، 3 و 4 حذف می شوند؛ پس اصلاً نیازی به بررسی 

نیست ولی ما شرط  را هم بررسی می کنیم:

از اشتراک  با شرط بالا به این نتیجه می رسیم: 

Δ > ۰S =  >
a

−b
۰P =  >

a
c

۰

x +۲ (m − ۲)x + m + ۱ = ۰

S =  =
a

−b
 >

۱
−(m − ۲)

۰ ⇒ m − ۲ < ۰ ⇒ m < ۲

P =  =
a
c

 >
۱

m + ۱
۰ ⇒ m > −۱

−۱ < m < ۲Δ > ۰
Δ > ۰

Δ > ۰ ⇒ (m − ۲) −۲ ۴(m + ۱) > ۰ ⇒ m −۲ ۴m + ۴ − ۴m − ۴ > ۰

⇒ m −۲ ۸m > ۰ ⇒    

⎩⎪
⎨
⎪⎧m > ۸

یا
m < ۰

−۱ < m < ۲−۱ < m < ۰

گزینه 3 73

با فرض  داریم:

پس معادله سه ریشۀ حقیقی دارد.

x −۲ ۲x = t

t −۲ t − ۲ = ۰ ⇒    

⎩
⎨
⎧t = −۱ ⇒ x − ۲x = −۱ ⇒ x − ۲x + ۱ = ۰  x = ۱۲ ۲ Δ=۰

t = ۲ ⇒ x − ۲x = ۲ ⇒ x − ۲x − ۲ = ۰ ⇒ x = ۱ ±  

۲ ۲ ۳
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گزینه 3 74

، حاصل  و  را به دست می آوریم. سپس حاصل  و ابتدا از روی معادلۀ 

 را محاسبه می کنیم. اگر  و  مقادیر حاصل جمع و حاصل ضرب ریشه های یک معادلۀ درجه دو باشند، آن

معادلۀ درجه دو به صورت   نوشته می شود.

 و  را برای معادلۀ جدید به دست می آوریم:

 

بنابراین معادلۀ درجه 2 جدید به صورت زیر درمی آید:

 

۲x −۲ ۳x − ۴ = ۰α + βαβ +
α
۱

۱ +  +
β
۱

۱

(  +
α
۱

۱) (  +
β
۱

۱)SP

x −۲ Sx + P = ۰

۲x −۲ ۳x − ۴ = ۰  

ریشه های β و α

معادله
  

⎩⎪
⎨
⎪⎧α + β = −(−  ) =  

۲
۳

۲
۳

αβ = −  = −۲
۲
۴

SP

S =  +
α
۱

۱ +  +
β
۱

۱ =  +
α
۱

 +
β
۱

۲ =  +
α β

α + β
۲ =  +

−۲
 ۲

۳

۲ = −  +
۴
۳

۲ =  

۴
۵

P = (  +
α
۱

۱)(  +
β
۱

۱) =  +
αβ
۱

 +
α
۱

 +
β
۱

۱ = −  −
۲
۱

 +
۴
۳

۱ = −  

۴
۱

x −۲
 x −

۴
۵

 =
۴
۱

۰  

× ۴
۴x −۲ ۵x − ۱ = ۰

گزینه 3 75

ابتدا معادلۀ  را به فرم استاندارد معادلۀ درجۀ دو تبدیل کرده و باتوجه به اینکه  و  ریشه های آن است، مقدار

 و  را به دست می آوریم.

برای یافتن  باید حاصل  را محاسبه کرده و برابر  قرار دهیم.

مقدار  را محاسبه می کنیم:

x(۵x + ۳) = ۲αβ
α + βαβ

k +
α۲
۱

 

β۲
۱

 

۴
k

x(۵x + ۳) = ۲ ⇒ ۵x +۲ ۳x = ۲ ⇒ ۵x +۲ ۳x − ۲ = ۰  

ریشه های β و α

معادله
   

⎩⎪
⎨
⎪⎧α + β = −  

۵
۳

αβ = −  

۵
۲

k

۴x − kx + ۲۵ = ۰   +  =  

۲
و  ریشه های 

β۲
۱

α۲
۱

معادله α۲
۱

β۲
۱

۴
k

⇒  =  =  

α β۲ ۲
α + β۲ ۲

α β۲ ۲
(α + β) − ۲αβ۲

۴
k

⇒  =  ⇒  =  =  =  ⇒ k = ۲۹
(−  )

۵
۲ ۲

(−  ) − ۲(−  )
۵
۳ ۲

۵
۲

۴
k

 

۲۵
۴

 +  

۲۵
۹

۵
۴

 

۲۵
۴

 

۲۵
۲۹

۴
۲۹

۴
k
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گزینه 1 76

  همچنین داریم:

  

پس  در معادلۀ اولیۀ صدق نمی کند، بنابراین  است.

=۳a + ۱۶ ۱ − ۲a  

۲ توان
۳a + ۱۶ = ۱ − ۴a + ۴a۲

⇒ ۴a − ۷a − ۱۵ = ۰ ⇒ ۴a + ۵ a − ۳ = ۰۲ ( ) ( )

⇒    

⎩
⎨
⎧a = ۳

a =  

۴
−۵

 

⎩⎪
⎨
⎪⎧۱ − ۲a ≥ ۰ ⇒ a ≤  

۲
۱

۳a + ۱۶ ≥ ۰ ⇒ a ≥ −  

۳
۱۶

∩
a ∈ [−  ,  ]

۳
۱۶

۲
۱

a = ۳a = −  

۴
۵

۴a + ۹ = ۴(− ) +
۴
۵

۹ = −۵ + ۹ = ۴

گزینه 4 77

v۵فرض کنید سرعت پرواز پرونده  باشد. در این صورت سرعت رفت  و سرعت برگشت  خواهد بود و داریم: + vv − ۵

t =  ⇒ t  =  ۱ v  ۱

x  ۱
۱ ۵ + v

۱

t =  ⇒ t  =  ۲ v  ۲

x  ۲
۲ v − ۵

۱

t +۱ t  =۲ ۹ (min) =  (h) ⇒
۶۰
۹

 =
۶۰
۹

 +
۵ + v

۱
 

v − ۵
۱

 =
۲۰
۳

 +
۵ + v

۱
  

v − ۵
۱ ×۲۰ v −۲۵( ۲ )

۳(v −۲ ۲۵) = ۲۰(v − ۵) + ۲۰(v + ۵)

⇒ ۳v − ۷۵ = ۲۰v − ۱۰۰ + ۲۰v + ۱۰۰۲

⇒ ۳v − ۴۰v − ۷۵ = ۰ ⇒ ۳v + ۵ v − ۱۵ = ۰۲ ( ) ( )

⇒    

⎩
⎨
⎧v = ۱۵ ✓

v = −  ×
۳
۵
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گزینه 2

گام اول

گام دوم

78

وقتی گفته می شود معادله دارای دو ریشه معکوس است دو نتیجه می گیریم : اولاً  در این معادله بزرگ تر از صفر است، ثانیاً

حاصل ضرب ریشه های معادله برابر یک است.

Δ

ابتدا معادله را به فرم استاندارد  در می آوریم:

برای پیدا کردن مقدار  هر دو شرط بیان شده را بررسی می کنیم.

با توجه به شرط   فقط  جواب قابل قبول است.

ax +۲ bx + c = ۰

mx +۲ ۳x + m =۲ ۲ ⇒ mx +۲ ۳x + m −۲ ۲ = ۰

m

mx + ۳x + m − ۲ = ۰  x  x  = ۱ ⇒ x  x  =  = ۱۲ ۲ ریشه ها  x و  x  ۱ ۲
۱ ۲ ۱ ۲ m

m − ۲۲

⇒ m − ۲ = m ⇒ m − m − ۲ = ۰ ⇒ (m − ۲)(m + ۱) = ۰۲ ۲

⇒  {
m = ۲ ⇒ ۲x + ۳x + ۲ = ۰ ⇒ Δ = ۹ − ۴(۲)(۲) = ۹ − ۱۶ = −۷ < ۰۲

m = −۱ ⇒ −x + ۳x − ۱ = ۰ ⇒ Δ = ۹ − ۴(−۱)(−۱) = ۹ − ۴ = ۵ > ۰۲

Δ > ۰m = −۱

گزینه 3 79

مرکز دایره بر روی نیمساز زاویۀ بین دو خط قرار دارد. باتوجه به شکل، مرکز دایرۀ کوچک تر روی  و مرکز دایره بزرگ تر روی

 قرار دارد.

شعاع دایره برابر با فاصلۀ مرکز آن از خط  است.

y = x

y = −x

M (۲  , ۲  )۵ ۵

۲y − x = ۰

R =  =
 ۲ + ۱۲ ۲

∣۴  − ۲  ∣۵ ۵
۲
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مرکز دایره روی نیمساز ناحیۀ اول است، پس مختصات آن به صورت  است. فاصلۀ مرکز دایره از نقطۀ  و خط

 یکسان است، پس داریم:

(x, x)A(۶, ۳)

y = ۲x

=  ⇒ (x − ۶) + (x − ۳) =  ⇒ ۲x − ۱۸x + ۴۵ =  (x − ۶) + (x − ۳)۲ ۲

 ۴ + ۱
∣۲x − x∣ ۲ ۲

۵
x۲

۲

۵
x۲

⇒ ۹x − ۹۰x + ۲۲۵ = ۰ ⇒ x − ۱۰x + ۲۵ = ۰ ⇒ (x − ۵) = ۰ ⇒ x = ۵۲ ۲ ۲

شعاع دایره : R =  =  =  

 ۵
∣x∣

 ۵
۵

۵
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چون دایره بر دو خط موازی  و  مماس است؛ پس مرکز آن روی خط  (وسط این دو خط) قرار

دارد و شعاع دایره برابر نصف فاصلۀ این دو خط است.

چون دایره از مبدأ مختصات می گذرد، پس فاصلۀ مبدأ از مرکز دایره برابر R است.

y = ۲xy = ۲x + ۱۰y = ۲x + ۵

فاصله دو خط =  =
 ۲ + −۱۲ ( )۲

∣۱۰ − ۰∣
 =
 ۵

۱۰
۲  ⇒۵ R =  ۵

R =  ⇒  =  x + (۲x + ۵)۲ ۲ ۵ ۵x + ۲۰x + ۲۵۲

⇒ ۵(x + ۴x + ۴) = ۰ ⇒ (x + ۲) = ۰ ⇒ x = −۲ ⇒ y = ۲(−۲) + ۵ = ۱۲ ۲

مرکز دایره = (−۲, ۱)

www.konkur.in

forum.konkur.in
@jozveh_nub



54/69لرنیتو 1399

گزینه 1 82

مطابق شکل، مراکز دو دایرۀ مماس خارج و محل تماس دو دایره، روی یک خط راست قرار دارند و مرکز دایرۀ  در ناحیۀ دوم

دستگاه مختصات است. می دانیم قائم های رسم شده بر یک دایره از مرکز آن دایره عبور می کنند، پس با فرض  و

، داریم:

در بین گزینه ها، تنها نقطۀ  در ناحیۀ دوم دستگاه مختصات است و در معادلۀ خط  صدق می کند. با فرض

 داریم:

C′

O = (۲, −۳)

A = (۰, ۱)

m =OA  =
۰ − ۲

۱ − (−۳)
−۲

OA معادلۀ خط : y − ۱ = −۲(x − ۰) ⇒ y = −۲x + ۱

(−۱, ۳)OA

O =′ (−۱, ۳)

O A =′
 =(۰ + ۱) + (۱ − ۳)۲ ۲

 ۵
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. در آغاز با دو دایره با مرکز های  و  و شعاع های  و  مماس بیرون اند اگر و تنها اگر داشته باشیم 

دسته بندی معادله ها، مرکز و شعاع هر دایره را می یابیم:

OO′RR′∣OO ∣ =′ R + R′

x +۲ y +۲ ۴x = ۰ ⇒ (x + ۲) −۲ ۴ + y =۲ ۰ ⇒ (x + ۲) +۲ y =۲ ۴ ⇒   {
O = (−۲, ۰)

R =  = ۲۴

x +۲ y −۲ ۲x + ۸y + a = ۰ ⇒ (x − ۱) −۲ ۱ + (y + ۴) −۲ ۱۶ + a = ۰

⇒ (x − ۱) +۲ (y + ۴) =۲ ۱۷ − a ⇒   {
O = (۱, −۴)′

R =  

′ ۱۷ − a

⇒     

⎩
⎨
⎧∣OO ∣ =  = ۵′ (−۲ − ۱) + (۰ + ۴)۲ ۲

R + R = ۲ +  

′ ۱۷ − a

∣OO ∣=R+R′ ′

۵ = ۲ +  ۱۷ − a

⇒  =۱۷ − a ۳ ⇒ ۱۷ − a = ۹ ⇒ a = ۸

گزینه 2 84

شعاع و مرکز دایره به معادلۀ  عبارت اند از:

نقطه ای که تمامی خطوط قائم بر دایرۀ  از آن عبور می کنند، مرکز این دایره است، پس  مرکز دایرۀ  است.

چون دو دایره مماس خارج هستند، پس داریم:

x +۲ y −۲ ۴x + ۲y − ۴ = ۰

x +۲ y −۲ ۴x + ۲y − ۴ = ۰ ⇒ (x − ۲) +۲ (y + ۱) =۲ ۹

مرکز : O (۲, −۱) , شعاع : R = ۳′ ′

CO(۸, ۷)C

d = OO =′
 =(۲ − ۸) + (−۱ − ۷)۲ ۲ ۱۰

d = R + R ⇒′ ۱۰ = R + ۳ ⇒ R = ۷
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الف) شکل دایره ای به شعاع R که بر هر دو محور مختصات مماس باشد و از نقطۀ  نیز عبور کند به صورت زیر است:

ب) معادلۀ دایره ای به مرکز  و به شعاع R برابر است با:

(۲, −۹)

(x  , y  )۰ ۰

(x − x  ) +۰
۲ (y − y  ) =۰

۲ R۲

با توجه به شکل رسم شده در قسمت (الف) از گام اول، مختصات مرکز این دایره برابر  است. طبق قسمت (ب) از گام اول،

معادلۀ این دایره برابر است با:

چون هر دو دایره از نقطۀ  عبور می کنند، بنابراین مختصات این نقطه در معادلۀ آن ها صدق می کند پس داریم:

بنابراین شعاع دایرۀ بزرگ تر برابر 17 است.

(R, −R)

(x − R) +۲ (y + R) =۲ R۲

(۲, −۹)

 ۲ − R + −۹ + R = R ⇒ ۴ − ۴R + R + ۸۱ − ۱۸R + R = R
x=۲,y=−۹

( )۲ ( )۲ ۲ ۲ ۲ ۲

⇒ R −۲ ۲۲R + ۸۵ = ۰ ⇒ R − ۱۷ R − ۵ =( ) ( ) ۰ ⇒   {
R = ۱۷
R = ۵
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،  و  باشد، زیرا در این  ،  ، یال  از مکعب زیر را در نظر می گیریم. نقطۀ موردنظر نمی تواند وسط یال های 

صورت صفحۀ گذرنده از  و این نقطه، بر مکعب مماس می شود. ضمناً این نقطه نمی تواند وسط  باشد، زیرا در این صورت،

صفحۀ گذرنده از  و این نقطه، صفحۀ قطری مکعب خواهد بود و حجم آن را نصف می کند که خلاف فرض است. پس فرض

می کنیم نقطۀ موردنظر، نقطۀ  وسط یال  است. (دقت کنید که برای یال های  هم به همان نسبت یکسان،

، حجم ها تقسیم می شد). نقطۀ  را به نقطۀ  وسط وصل می کنیم. پس  و درنتیجه صفحۀ گذرنده از  و 

، حجم بزرگ تر را  و حجم مکعب از نقطۀ  هم می گذرد و مکعب را به دو منشور تقسیم می کند. حال اگر حجم کوچک تر را 

را  فرض کنیم، داریم:

BFEFF GAEBCCG

BFDH

AB

MCDAD, EH, GH

MNHGM N ∣∣BFBFM

NV  ۱V  ۲

V

V = a۳

V  = S  × CG =  (a)(  )(a) =  ۱
GFN

Δ ۲
۱

۲
a

۴
a۳

⇒ V  = V − V  =۲ ۱ ۴
۳a۳

⇒  =
V  ۲

V  ۱
 

۳
۱
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A(xفاصلۀ نقطۀ  از خطی با معادلۀ استاندارد  برابر است با:  , y  )۰ ۰ax + by + c = ۰

d =  

 a + b۲ ۲

ax  + by  + c∣ ۰ ۰ ∣

نقطۀ فرضی  را روی خط  در نظر می گیریم. فرض می کنیم فاصلۀ نقطۀ  از خط به معادلۀ

 برابر با  باشد؛ بنابراین طبق گام اول داریم:

بنابراین دو نقطه روی خط  که فاصلۀ آن ها از خط  برابر با  باشد، دارای طول 11 و 15- است.

A(α , α − ۱)y = x − ۱A

۲x − ۳y = ۵ ۱۳

۲x − ۳y = ۵ ⇒ ۲x − ۳y − ۵ = ۰

=  ⇒  =  ۱۳
 ۲ + (−۳)۲ ۲

۲α − ۳(α − ۱) − ۵∣ ∣
۱۳

 ۱۳
۲α − ۳α + ۳ − ۵∣ ∣

⇒ ۱۳ = −α − ۲ ⇒∣ ∣   {
− α − ۲ = −۱۳ ⇒ α = ۱۱
− α − ۲ = ۱۳ ⇒ α = −۱۵

y = x − ۱۲x − ۳y = ۵ ۱۳
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، برابر باشد: مرکز دایره را نقطۀ  درنظر می گیریم. باید فاصلۀ O از محور xها با فاصلۀ آن از خط 

مرکز دایره در ناحیۀ اول است، پس فقط  قابل قبول است؛بنابراین مطابق شکل، داریم:

O(α, β)۳x + ۴y = ۰

OH = OH ⇒′ ∣β∣ =  =
 ۹ + ۱۶

∣۳α + ۴β∣
 ⇒

۵
∣۳a + ۴β∣

  {
۳α + ۴β = ۵β
۳α + ۴β = −۵β

⇒  ⇒{
۳α = β

۳α = −۹β  {
مرکز : O(α, ۳α)
مرکز : O(α, −  α)۳

۱

O(α, ۳α)

R = OH = ۳ ⇒ β = ۳α = ۳ ⇒ α = ۱

www.konkur.in

forum.konkur.in
@jozveh_nub



59/69لرنیتو 1399

گزینه 3

گام اول

گام دوم

89

xمعادلۀ گستردۀ یک دایره به صورت  است. در این  صورت شعاع دایره برابر است با: +۲ y +۲ ax + by + c = ۰

R =  (  ) + (  ) − c
۲
a ۲

۲
b ۲

،  و  روی دایره قرار دارد، پس مختصات این نقاط در معادلۀ دایره صدق می کند. سه نقطۀ 

بنابراین سه معادله و سه مجهول داریم. با کمی دقت متوجه می شویم که دو معادلۀ  و  فقط شامل دو مجهول  و  است، پس با

حل یک دستگاه دو معادله و دو مجهول مقدار  و  را حساب می کنیم.

با جایگذاری  در معادلۀ  مقدار  را هم حساب می کنیم.

اکنون باتوجه به گام اول، شعاع دایره را به  دست می آوریم.

ABC

x + y + ax + by + c = ۰۲ ۲

 (−۱) + ۰ + a(−۱) + b(۰) + c = ۰ ⇒ ۱ − a + c = ۰ ⇒ a − c = ۱ (I)
A(−۱ , ۰) ۲ ۲

 ۳ + ۰ + a(۳) + b(۰) + c = ۰ ⇒ ۹ + ۳a + c = ۰ ⇒ ۳a + c = −۹ (II)
B(۳ , ۰) ۲ ۲

 ۰ + (−۳) + a(۰) + b(−۳) + c = ۰ ⇒ ۹ − ۳b + c = ۰ ⇒ c − ۳b = −۹ (III)
C(۰ , −۳) ۲ ۲

IIIac

ac

  ۴a = −۸ ⇒ a = −۲{ ۳a + c = −۹
a − c = ۱ +

a − c = ۱  c = −۲ − ۱ = −۳
a=−۲

c = −۳(III)b

c − ۳b = −۹  

c=−۳
−۳ − ۳b = −۹ ⇒ ۳b = ۶ ⇒ b = ۲

R =  =(  ) + (  ) + ۳
۲

−۲ ۲

۲
۲ ۲

=۱ + ۱ + ۳  ۵
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، نقطۀ  مرکز دایره می باشد و شعاع این دایره برابر است با: xدر یک دایره به معادلۀ  +۲ y +۲ ax + by + c = ۰(−  , −  )۲
a

۲
b

R =  (  ) + (  ) − c
۲
a ۲

۲
b ۲

برای مشخص کردن وضعیت دو دایره نسبت به  هم، مختصات مرکز دو دایره و شعاع آن ها را به  دست می آوریم، سپس فاصلۀ میان

مرکز دو دایره (طول خط المرکزین) را با دو مقدار  و  مقایسه می کنیم.

بنابراین داریم:

بنابراین  است و دو دایره نسبت به  هم مماس داخل هستند.

R  − R  ∣ ۱ ۲∣R  +۱ R  ۲

x +۲ y −۲ ۲x + ۴y = ۱۳ ⇒ x +۲ y −۲ ۲x + ۴y − ۱۳ = ۰

مرکز دایره : O  (−  , −  ) ⇒۱ ۲
−۲

۲
۴

O  (۱ , −۲)۱

شعاع دایره : R  =۱ =(−  ) + (  ) + ۱۳
۲
۲ ۲

۲
۴ ۲

 =۱ + ۴ + ۱۳  =۱۸ ۳  ۲

x + y + ۲x = ۱ ⇒ x + y + ۲x − ۱ = ۰۲ ۲ ۲ ۲

مرکز دایره : O  (−  , −  ) ⇒۲ ۲
۲

۲
۰

O  (−۱ , ۰)۲

شعاع دایره : R  =۲ =(  ) + ۰ + ۱
۲
۲ ۲

 =۱ + ۱  ۲

O  O  =  =  =  = ۲  ۱ ۲ (−۱ − ۱) + (۰ + ۲)۲ ۲ ۴ + ۴ ۸ ۲

R  + R  = ۳  +  = ۴  ۱ ۲ ۲ ۲ ۲

R  − R  =  ۳  −   = ۲  ∣ ۱ ۲∣
∣
∣
∣ ۲ ۲

∣
∣
∣ ۲

O  O  =۱ ۲ R  − R  ∣ ۱ ۲∣
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، مختصات مرکز دایره  می باشد و شعاع این دایره برابر است در یک دایره به معادلۀ 

با:

x +۲ y +۲ ax + by + c = ۰(−  , −  )۲
a

۲
b

R =  (  ) + (  ) − c
۲
a ۲

۲
b ۲

برای مشخص کردن وضعیت دو دایره نسبت به  هم، فاصلۀ میان مرکز دو دایره (طول خط المرکزین) را با دو مقدار  و

 مقایسه می کنیم، بنابراین لازم است ابتدا مختصات مرکز دو دایره و شعاع آن ها را به  دست آوریم.

طول خط المرکزین دو دایره برابر است با:

همچنین داریم:

بنابراین  است، پس دو دایره مماس داخل هستند.

R  +۱ R  ۲

R  − R  ∣ ۱ ۲∣

x +۲ y −۲ ۴x + ۴y = ۱ ⇒ x +۲ y −۲ ۴x + ۴y − ۱ = ۰

مرکز دایره : O  (−  , −  ) ⇒۱ ۲
−۴

۲
۴

O  (۲ , −۲)۱

شعاع دایره : R  =۱ =(−  ) + (  ) − (−۱)
۲
۴ ۲

۲
۴ ۲

 =۴ + ۴ + ۱ ۳

x + y − ۴x + ۸y + ۱۹ = ۰۲ ۲

مرکز دایره : O  (−  , −  ) ⇒۲ ۲
−۴

۲
۸

O  (۲ , −۴)۲

شعاع دایره : R  =۲ =(−  ) + (  ) − ۱۹
۲
۴ ۲

۲
۸ ۲

 =۴ + ۱۶ − ۱۹ ۱

O  O  =۱ ۲  =(۲ − ۲) + (−۴ + ۲)۲ ۲
 =۰ + (−۲)۲

 =۴ ۲

R  − R  =∣ ۱ ۲∣ ۳ − ۱ =∣ ∣ ۲

O  O  =۱ ۲ R  − R  ∣ ۱ ۲∣
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برای اینکه تابع دارای دو ریشۀ حقیقی منفی باشد، باید سه شرط زیر برقرار باشد:

(m − ۶)x −۲ ۲mx − ۳ = ۰

۱) Δ > ۰ ⇒ (۲m) −۲ ۴(m − ۶)(−۳) > ۰

۴m +۲ ۴(۳m − ۱۸) > ۰

m +۲ ۳m − ۱۸ > ۰ ⇒ (m + ۶)(m − ۳) > ۰ ⇒    

⎩⎪
⎨
⎪⎧m > ۳

یا
m < −۶

۲) −  <
a
b

۰ ⇒  <
m − ۶
۲m

۰ ⇒ ۰ < m < ۶

۳)  >
a
c

۰ ⇒  >
m − ۶

−۳
۰ ⇒ m − ۶ < ۰ ⇒ m < ۶

اشتراک جواب ها : ۳ < m < ۶

گزینه 3 93

، مقدار تبخیر برحسب کیلوگرم باشد. ابتدا محاسبه می کنیم که چند کیلوگرم رنگ خالص داریم: فرض کنید 

بنابراین در  کیلوگرم رنگ موجود،  کیلوگرم رنگ خالص وجود دارد، اگر  میزان تبخیر باشد، آنگاه:

x

وزن رنگ خالص = ۱۱ × ۴۰% + ۴ × ۷۰% = ۷/۲ کیلوگرم

۱۱ + ۴ = ۱۵۷/۲x

 = ۵۰% =  

۱۵ − x
۷/۲

۱۰۰
۵۰

⇒ ۷۲۰ = ۷۵۰ − ۵۰x ⇒ x = ۰/۶ کیلوگرم
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ریشه های معادلۀ موردنظر از معکوس ریشه های معادلۀ داده شده یک واحد کمتر است، بنابراین ریشه های آن به صورت  و

 است.

 −
α
۱

۱

 −
β
۱

۱

روابط مجموع و حاصل ضرب ریشه ها را می نویسیم:

ریشه های معادلۀ موردنظر به صورت  و  است، لذا:  

 پس معادله به صورت زیر است:  

  

   

۲x −۲ ۳x − ۱ = ۰ ⇒    

⎩⎪
⎨
⎪⎧S = α + β =  

۲
۳

P = αβ =  

۲
−۱

 −
α
۱

۱ −
β
۱

۱

S = (  − ۱) + (  − ۱) =  − ۲ =  − ۲ = −۵′

α
۱

β
۱

αβ
α + β

 ۲
−۱

 ۲
۳

P = (  − ۱)(  − ۱) =  −  −  + ۱′

α
۱

β
۱

αβ
۱

α
۱

β
۱

=  + ۱ =  + ۱ = ۲
αβ

۱ − (α + β)
 ۲

−۱
۱ −  ۲

۳

x −۲ S x +′ P =′ ۰ ⇒ x +۲ ۵x + ۲ = ۰
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x۲اگر تابع درجه دو دارای ماکسیمم باشد، باید ضریب منفی شود.

ضریب منفی است پس:

 

عرض بیشترین مقدار تابع (عرض ماکسیمم) برابر صفر است:

البته اگر از اول نگاهی به گزینه ها می انداختیم تنها گزینه ای که  باشد، گزینۀ 1 یعنی   است.

x۲

K + ۳ < ۰ ⇒ K < −۳

−  = ۰ ⇒ Δ = ۰ ⇒ (−۴) − ۴(K + ۳)K = ۰
۴a
Δ ۲

⇒ ۱۶ = ۴(K + ۳)K ⇒ K(K + ۳) = ۴ ⇒ K + ۳K − ۴ = ۰۲

⇒ (K + ۴)(K − ۱) = ۰  K = −۴K < −۳

K < −۳k = −۴

گزینه 2 96

یک ریشه را  و ریشۀ دیگر را  در نظر می گیریم.

با استفاده از حاصل جمع ریشه ها مقدار  را محاسبه می کنیم. سپس با استفاده از حاصل ضرب ریشه ها مقدار  را به دست می

آوریم.

پس حاصل ضرب ریشه ها برابر است با:

α۳α + ۳
αm

۳x − ۱۷x + m = ۰  α + (۳α + ۳) = −(−  )۲ ریشه های (۳α+۳) و α

معادله ۳
۱۷

⇒ ۴α + ۳ =  ⇒ ۴α =  ⇒ α =  

۳
۱۷

۳
۸

۳
۲

۳α + ۳ = ۳( ) + ۳ = ۲ + ۳ = ۵
۳
۲

α × (۳α + ۳) =  ×
۳
۲

۵ =  ⇒
۳
m

 =
۳
m

 ⇒
۳
۱۰

m = ۱۰
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αβ ۲αβ و  را ریشه های معادلۀ درجه دو فرض می کنیم.  واسطۀ هندسی بین  و  است. بنابراین داریم:

αβ = (  ) =۲
۲

۲

در معادلۀ درجۀ دو به فرم  اگر  و  ریشه های معادله باشند، حاصل ضرب ریشه ها برابر است با:

پس فقط  قابل قبول است.

ax +۲ bx + c = ۰αβ

αβ =  

a
c

mx − ۵x + m − ۳ = ۰  αβ =  

۲ ۲ ریشه های β و α

معادله m
m − ۳۲

 ۲ =  ⇒ m − ۳ = ۲m
αβ=۲

m
m − ۳۲

۲

⇒ m − ۲m − ۳ = ۰ ⇒ (m − ۳)(m + ۱) = ۰ ⇒  

۲ {
m = ۳
m = −۱

m = ۳ : ۳x −۲ ۵x + ۶ = ۰ ⇒ Δ = ۲۵ − ۷۲ < ۰ ⇒ فاقد ریشه

m = −۱ : −x −۲ ۵x − ۲ = ۰ ⇒ Δ = ۲۵ − ۸ > ۰

m = −۱

گزینه 3 98

اگر  و  را ریشه های معادلۀ  در نظر بگیریم، داریم:

بنابراین  و  ریشه های معادلۀ درجه دوم  می شود:

αβ۲x −۲ x − ۲ = ۰

۲x − x − ۲ = ۰ ⇒    

۲

⎩⎪
⎨
⎪⎧S = α + β =  =  

a
−b

۲
۱

P = αβ =  = −۱
a
c

α۳β۳۸x −۲ mx − ۸ = ۰

۸x − mx − ۸ = ۰ ⇒ S = α + β = (α + β) − ۳αβ(α + β)۲ ′ ۳ ۳ ۳

= (  ) − ۳(−۱)( ) =  +  =  

۲
۱ ۳

۲
۱

۸
۱

۲
۳

۸
۱۳

S = −  =  ⇒  =  ⇒ m = ۱۳′

a
b

۸
m

۸
۱۳

۸
m
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اگر فرض کنیم  و  ریشه های معادلۀ  باشند آنگاه کافی است  را به دست

آوریم.

x  =۱ αβ۲x  =۲ α β۲۸x +۲ kx − ۱ = ۰x +۱ x  ۲

۲x − ۳x − ۱ = ۰ ⇒    

۲

⎩⎪
⎨
⎪⎧S = α + β =  =  

a
−b

۲
۳

P = αβ =  =  

a
c

۲
−۱

۸x + kx − ۱ = ۰ ⇒ x  + x  =  

۲
۱ ۲ a

−b

⇒ αβ + α β =  ⇒ αβ(β + α) = −  ⇒ ( )(−  ) = −  ⇒ k = ۶۲ ۲

۸
−k

۸
k

۲
۳

۲
۱

۸
k

گزینه 1

گام اول

گام دوم

100

الف) اگر  و  ریشه های معادلۀ درجه دو داده شده، باشد می دانیم  است.  برابر است با:

ب) درصورتی که  باشد معادلۀ درجه دو، دو ریشۀ حقیقی دارد و اگر  باشد، معادله فاقد ریشه است.

αβα +۲ β =۲ ۶α +۲ β۲

α +۲ β =۲ (α + β) −۲ ۲αβ = S −۲ ۲P = ۶

Δ > ۰Δ < ۰

پس فقط به ازای  معادله دو ریشۀ حقیقی دارد.

mx − (m + ۳)x + ۵ = ۰ ⇒    

۲

⎩⎪
⎨
⎪⎧S = α + β =  

m
m + ۳

P = αβ =  

m
۵

α + β = (  ) − ۲(  ) = ۶ ⇒  −  = ۶۲ ۲

m
m + ۳ ۲

m
۵

m۲
m + ۶m + ۹۲

m
۱۰

 m + ۶m + ۹ − ۱۰m = ۶m ⇒ ۵m + ۴m − ۹ = ۰ ⇒ (۵m + ۹)(m − ۱) = ۰
×m۲

۲ ۲ ۲

⇒    

⎩
⎨
⎧m = ۱ ⇒ x − ۴x + ۵ = ۰ ⇒ Δ = −۴ < ۰ ⇒ ۲فاقد ریشۀ حقیقی

m = −  ⇒ −  x −  x + ۵ = ۰ ⇒ Δ > ۰ ⇒ دارای دو ریشۀ حقیقی
۵
۹

۵
۹ ۲

۵
۶

m = −  

۵
۹
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الف) فرض کنید  و  ریشه های معادلۀ  باشند پس می توانیم نتیجه بگیریم که  و  ریشه

های معادلۀ  هستند.

ب) برای به دست آوردن مقدار  باید حاصل ضرب ریشه های معادله یا همان  را تع�ن کنیم.

αβ۳x −۲ ۴x − ۱ = ۰(α + ۱)(β + ۱)
۳x +۲ ax + b = ۰

b(α + ۱)(β + ۱)

۳x − ۴x − ۱ = ۰    (I)۲ ریشه ها α و β

⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧α + β =  

۳
۴

αβ = −  

۳
۱

۳x + ax + b = ۰  (α + ۱)(β + ۱) =  

۲ ریشه ها (α+۱) و (β+۱)

۳
b

⇒ αβ + α + β + ۱ =   −  +  + ۱ =  ⇒  = ۲ ⇒ b = ۶
۳
b (I)

۳
۱

۳
۴

۳
b

۳
b
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الف) ریشه های معادلۀ  را  و  فرض می کنیم. بنابراین ریشه های معادلۀ  به صورت

 و  می شود.

ب) برای به دست آوردن  ، باید حاصل ضرب  را تع�ن کنیم.

۳x +۲ ۷x + ۱ = ۰αβx +۲ ax + b = ۰
(α + ۱)(β + ۱)

b(α + ۱)(β + ۱)

۳x + ۷x + ۱ = ۰     

۲ ریشه های معادله α و β 

⎩⎪
⎨
⎪⎧α + β = −  

۳
۷

αβ =  

۳
۱

x + ax + b = ۰  (α + ۱)(β + ۱) = b۲ ریشه های معادله (α+۱) و (β+۱)

⇒ αβ + α + β + ۱ = b   −  + ۱ = −۱ = b ⇒ b = −۱αβ=  ۳
۱

α+β=−  ۳
۷ ۳

۱
۳
۷
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گزینه 4 103

را به دست ، محور تقارن منحنی ، خط  است. با توجه به این نکته، مقدار  در تابع درجه دو به فرم 

می آوریم:

بنابراین ضابطۀ تابع درجه دو به صورت  درمی آید. معادلۀ  را حل می کنیم:

چون در سؤال ذکرشده نمودار را با طول مثبت قطع کند، فقط  قابل قبول است.

y = ax +۲ bx + cx = −  

۲a
b

a

y = (a − ۱)x +۲ x + ۳  

محور تقارن x=۲
x = −  =

۲(a − ۱)
۱

۲ ⇒ a − ۱ = −  

۴
۱

y = −  x +
۴
۱ ۲ x + ۳y = ۰

y = ۰ ⇒ −  x +
۴
۱ ۲ x + ۳ = ۰  

×(−۴)
x −۲ ۴x − ۱۲ = ۰

⇒ (x − ۶)(x + ۲) = ۰ ⇒   {
x = ۶
x = −۲ غ.ق.ق

x = ۶
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ها را در دو نقطه قطع می کند، پس معادلۀ  دارای دو ریشه بوده و  است. الف) اولاً نمودار تابع محور 

ب) هر دو ریشۀ معادله مثبت است، بنابراین حاصل جمع و حاصل ضرب ریشه ها باید مثبت باشد.

xy = ۰Δ > ۰

، اشتراک دو مجموعه جواب  و  است پس می توان نوشت: مجموعه مقادیر قابل قبول برای 

 

y = ۲x −۲ ۴x + m − ۳

۱) Δ > ۰ ⇒ (−۴) −۲ ۴(۲)(m − ۳) > ۰ ⇒ ۱۶ − ۸(m − ۳) > ۰

⇒ ۸(m − ۳) < ۱۶ ⇒ m − ۳ < ۲ ⇒ m < ۵ (I)

۲) S = x  +۱ x  =۲ −(−  ) =
۲
۴

۲ > ۰ ⇒ همواره برقرار است

۳) P = x  .x  =۱ ۲  >
۲

m − ۳
۰ ⇒ m − ۳ > ۰ ⇒ m > ۳ (II)

m(I)(II)

(I) ∩ (II) : ۳ < m < ۵

www.konkur.in

forum.konkur.in
@jozveh_nub



69/69لرنیتو 1399

گزینه 2

گام اول

گام دوم

105

الف) با تغ�ر متغیر  معادلۀ داده شده را به معادلۀ درجه دو تبدیل می کنیم.

ب) برای این که معادلۀ اولیه فقط یک ریشه داشته باشد، معادلۀ جدید باید دارای یک ریشۀ مثبت و یک ریشۀ منفی باشد (چون در

این صورت یک بار  برابر یک عدد مثبت شده که یک جواب به دست می آید و یک بار برابر یک عدد منفی شده که قابل قبول

نیست) پس در این حالت معادله باید دو ریشۀ مختلف العلامه داشته باشد.

ج) حالت دیگر این است که معادلۀ اولیه فقط دارای یک ریشه باشد که در این صورت معادلۀ جدید یک ریشۀ مضاعف مثبت دارد.

 =x t

x

                 

جواب سؤال اشتراک  و  است که باتوجه به گزینه ها جواب به صورت  می شود.

mx − ۳  +x m − ۲ = ۰ ⇒ m(  ) −x
۲ ۳( ) +x m − ۲ = ۰  

 =tx
mt −۲ ۳t + m − ۲ = ۰

حالت اول : t  t  <۱ ۲ ۰ ⇒  <
m

m − ۲
۰ ⇒ ۰ < m < ۲(I)

حالت دوم : mt −۲ ۳t + m − ۲ = ۰  

Δ=۰ ۹ − ۴m(m − ۲) = ۰ ⇒ ۹ − ۴m +۲ ۸m = ۰

⇒ −۴m +۲ ۸m + ۹ = ۰ ⇒ m =   

۲
۲ ±  ۳ m>۰

m =  (II)
۲

۲ ±  ۳

(I)(II)۰ < m < ۲
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